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MODULES DES DIFFERENTIELLES .

EN CARACTERISTIQUE p.

Michel André

For a Nagata ring A , the module of absolute differentials is
flat if and only if the morphism from AP into A 4is flat with a so-
called elementary fibre. For the proof strong modules and basic rings
are defined and studied. A complete local ring is basic and produces
strong modules in a natural way.

Avec un anneau noethérien local A contenant un corps, on con-
sidére le module 2 des différentielles absolues. On sait (N. Radu)
que dans le cas de caractéristique 0 , le A-module Qp est plat si
et seulement si A est régulier. On va étudier le cas de caractéris-
tique p . S'il s'agit d'un anneau de Nagata, on a le résultat sui-
vant : le A-module Qy est plat si et seulement si 1'homomorphisme de
AP dans A est plat avec une fibre aussi &lémentaire que possible.
Dans le cas d'un anneau réduit, on sait (E. Kunz) qu'il ne peut s'agir
que d'un anneau régulier. Mais d'autres cas sont possibles, le nombre
minimal de générateurs du noyau de 1'homomorphisme de Frobenius de A
étant alors égal & la deuxiéme déviation de A .

Comme toujours dans ce genre de question, on va s'appuyer sur
une bonne connaissance du cas particulier, ot A est régulier et com-
plet. Classiquement on présente AP comme une intersection d'anneaux
intermédiaires proches de A . Dans ce travail, on préfére présenter
A comme une réunion d'anneaux intermédiaires proches de AP . cela

conduit & 1'étude des modules dits forts qui sont en général de type
infini, tout en se comportant comme des modules de type fini.

I. Modules forts

L'anneau A est noethérien. On généralise la notion de modules
de type fini de la maniére suivante.

DEFINITION 1 : Un A-module X est dit fort si pour tout sous-module
de type fini F i1 existe un sous-module de type fini G contenant
F et donnant un quotient plat X/G.

Voici l1e moyen de vérifier qu'un module est fort.
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LEMME 2 : Un A-module X est fort s'il posséde un ensemble E de

sous-modules de type fini avec la propriété suivante : pour tout sous-

module de type fini T et pour tout élément U de E , il existe un

élément V de E avec V contenant U + T et avec V/U projectif.

En effet, si 1'@lément U de E est fixé, la famille des élé-
ments V de E avec U dans V et avec V/U projectif est fil-
trante avec X comme réunion. Mais alors le quotient

X/U = (1im V) / U 2 Tim (V/U)

est plat. Comme les sous-modules U sont suffisamment nombreux, le
module X est fort.

Parmi tous les ensembles E du lemme, il en existe un qui est
maximal ; i1 est décrit dans la remarque suivante.

REMARQUE 3 : Avec un A-module X , on peut considérer 1'ensemble E
de tous les sous-modules de type fini Xe & quotient plat X/Xe

Mais alors le A-module X est fort si et seulement si la famille des
sous-modules Xe est filtrante et a X comme réunion. Avec une in-
clusion XeCXf , On a une suite exacte

0 ——Xf/Xe —>X/Xe —>X/Xf —0

Mais alors Xf/xe est plat, donc projectif, vu son type fini. Dans le
cas d'un module fort, 1'ensemble E a donc la propriété du lemme. En
outre, 1'injection d'un sous-module Xe , dans un sous-module T de
type fini, est toujours fendue. Pour le voir, on agrandit T en un

sous-module Xf

Rappelons qu'un sous-module pur H du A-module X donne par
définition un monomorphisme de H C%w dans X @hw pour tout A-mo-
dule W .

DEFINITION 4 : Un A-module X est dit quasi-fort si pour tout sous-
module de type fini F i1 existe un sous-module pur de type fini H
contenant F . Un A-module fort X est quasi-fort puisque les sous-
modules Xe sont purs. Une A-algébre B et un B-module quasi-fort
X donnent un A-module quasi-fort X , si le A-module B est de
type fini.

Les modules forts sont assez stables,comme le montrent les quel-
ques résultats suivants.
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LEMME 5 : Si dans une suite exacte 0 —X —Y —Z —0 , le module

X est de type fini et le module Y est fort, alors le module Z est
fort.

Avec un sous-module F de type fini de Z , on peut trouver un
sous-module G de type fini de Y <contenant 1'image inverse de F
et donnant un quotient plat Y/G . Mais alors 1'image directe H de
G est un sous-module de type fini de Z <contenant F et donnant le
méme quotient plat Z/H

LEMME 6 : Si dans une suite exacte 0 —X —Y —Z7 — 0 , le module
Y est fort et le module Z est de type fini, alors le module X est

On transforme 1'extension en question par un épimorphisme F—=1Z
de noyau G avec F 1libre de rang fini

0 —X —=M —=F —=0

On utilise 1'extension suivante pour démontrer que M est fort (voir
la proposition suivante)

0 —G —>=M —»Y —0
Mais on a aussi une extension
0 —=F —=M —X —0

qui permet de conclure par le lemme précédent.

PROPOSITION 7 : Si dans une suite exacte 0 —X —Y —Z —0 , les
modules X e

t Z sont forts, alors le module Y est fort.

Soit F un sous-module de type fini de Y . Son image directe
est contenue dans un sous-module G de type finide Z donnant un quo-
tient plat Z/G . Sans perdre le type fini, on peut agrandir F de
maniére & avoir exactement G comme image directe. L'image inverse de
F est contenue dans un sous-module H de type fini de X donnant un
quotient plat X/H . Sans perdre le type fini de F et sans modifier
1'image directe de F , on peut agrandir F de maniére & avoir exacte-
ment H comme image inverse. On a alors non seulement la suite exacte

mais encore la suite exacte

0 —X/H —Y/F —1/G6 —0
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Comme X/H et Z/G sont plats, le quotient Y/F est plat (aprés
avoir agrandi F deux fois). Le module Y est donc fort.

REMARQUE 8 : Un A-module fort X est plat si et seulement si un des
sous-modules Xe est plat, autrement dit projectif. Dans ce cas, tous
les sous-modules Xe sont projectifs. Un A-module libre est plat et
fort.

LEMME 9 : Un A-module X est fort si et seulement s'il existe une

une suite exacte 0 — W —X —Y —0 , ou W est de type fini et

o0 Y est plat et fort.

La condition est nécessaire : on choisit W @&gal a Xe et le
quotient plat Y est fort d'aprés le lemme 5. La condition est suffi-
sante selon la proposition 7.

Dans le cas local et complet, on peut utiliser le théoréme de
Chevalley : une suite exacte

0 —W-—=>»X—>Y —0,

o0 W est de type fini et o0 Y est plat, est fendue (voir [7] pro-
position 8.2).

COROLLAIRE 10 : Pour un anneau local complet, un module fort est la
somme directe d'un module de type fini et d'un module plat et fort.

Si H est un sous-module pur de X et si K est un sous-module
pur de Y , alors H C%K est un sous-module pur de X C%Y , donnant
lieu & une suite exacte

0 —=H® (Y/K) = (X® Y)/(H® K) — (X/H) ® Y —0
Cette remarque démontre les deux résultats suivants.

LEMME 11 : Le produit tensoriel de deux modules quasi-forts est un

module quasi-fort.

LEMME 12 : Le produit tensoriel de deux modules plats et forts est un
module plat et fort.

En outre le changement de base se fait de maniére satisfaisante.

LEMME 13 : Un A-module fort (respectivement quasi-fort) X et une

A-algébre noethérienne B donnent un B-module fort (respectivement
quasi-fort) X ®,B
C'est clair, grdace aux sous-modules Xe C%B du B-module X@%B ’
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selon le Temme 2 (respectivement la définition 4).

Abordons maintenant le <cas local (1'anneau A est local d'idéal
maximal M ou MA et de corps résiduel L ou LA ). Rappelons qu'un
A-module X est idéalement séparé (respectivement absolument séparé)
si le A-module X @%w est séparé (pour la topologie M-adique) quel
que soit 1'idéal W (respectivement le module de type fini W) : voir
[5] paragraphe 5, définition 1 (respectivement exercice 1).

LEMME 14 : Dans le cas local, un module quasi-fort est absolument sé-
pareé.

Un module quasi-fort X et un module de type fini W donnent
un module quasi-fort X C%w . I1 suffit donc de démontrer que X quast+

fort est séparé. On utilise alors les carrés commutatifs dus aux sous-
modules purs H de type fini

k
H —— sz] H/M™H
g

|

X —s sz] X/M™X
L'homomorphisme f est injectif, vu le type fini de H . L'homomor-
phisme g est injectif, vu la pureté de H . @n laisse alors H va-

rier, pour constater que 1'homomorphisme h est injectif.

COROLLAIRE 15 : Pour une A-algébre locale noethérienne B , le B-mo-
dule X1 @% oo i C%Xn @B est absolument séparé si les A-modules Xi
sont quasi-forts.

Prenons note aussi d'une généralisation du lemme de Nakayama.

LEMME 16 : Dans le cas local, un sous-module Y d'un module fort X ,

donnant un quotient Y/MY de type fini est lui-méme de type fini.

Soit W un sous-module de type fini de Y donnant un isomor-
phisme de W/MW sur Y/MY . On va démontrer que le quotient Y/W est
nul. On remarque que X/W est aussi un module fort (lemme 5).0n est
donc ramené au cas Y = MY . Mais alors non seulement X est séparé,
mais encore Y est séparé. Par conséquent 1'égalité Y = MY n'est
possible qu'avec Y nul.

Enfin rappelons les résultats classiques pour les modules idéa-
lement séparés,donnés ici pour les modules quasi-forts.
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LEMME 17 : Dans le cas d'un anneau local A , le A-module quasi-fort
X est plat si et seulement si les A/Mk-modu1es X/MkX sont plats.

Voir [12] théoréme 22.3.

X est plat sur A si

LEMME 18 : Dans le cas d'un anneau local A , le R-module quasi-fort
et seulement s'il est plat sur A

On remarque 1'isomorphisme des modules X/MkX et X/ﬁkX et on
applique deux fois le lemme précédent, le module X &tant idéalement
séparé non seulement sur A , mais encore sur A .

Supposons maintenant 1'anneau noethérien A (local ou non) de
caractéristique p

DEFINITION 19 : L'anneau A est dit basique s'il posséde un ensemble
F de sous-algébres de type fini sur AP avec 1a propriété suivante
pour toute sous-algébre Q de type fini sur AP et pour tout élément
R de F , il existe un élément S de F avec S contenant R et

Q et avec une p-base de S sur R

On a une premiére relation immédiate entre les anneaux basiques
et les modules forts et quasi-forts. On verra plus loin une seconde
relation au moyen des modules des différentielles.

REMARQUE 20 : Soient A un anneau basique et R un élément de 1'en-
semble F de la définition. Alors le R-module A est plat et fort
(grdce aux sous-modules que sont les &léments S de F contenant R)
et le AP-module A est quasi-fort (par restriction de 1'anneau de
base ou encore grdce aux sous-modules que sont les é&léments S de F)
Le Ap-modu1e A est plat si et seulement si Tle AP-module R est
projectif (un sous-module pur d'un module plat est toujours plat). Le
AP-module A est alors fort.

Les anneaux basiques sont assez stables, comme le montre le ré-
sultat suivant.

REMARQUE 21 : Soient A un anneau basique, puis C une sous-algébre
de type fini de la Ap-algébre A , enfin D wune algébre sur C don-
nant un anneau noethérien A CkD . Supposons avoir une algébre de type
fini par 1'homomorphisme suivant

f:rA@D—D, f(x®y) = xP-yP
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Considérons 1'anneau B = A @%D et remarquons que 1'image de 1'homo-
morphisme canonique de D dans B est une sous-algébre de type fini
de 1la Bp-algébre B . Pour un é1ément R de F contenant C , on a
un R-module plat A/R , donc un monomorphisme

R@%D —=A @hD = B

Comme la D-algébre R@%D est de type fini, son image dans B est
une Bp-algébre de type fini.En outre, si on a une inclusion RcS
avec une p-base pour deux éléments de F , on a une inclusion avec
une p-base

R®CDCS®CD dans A®CD=B.

L'anneau B est basique par conséquent.

LEMME 22 : Une algébre essentiellement de type fini sur un anneau ba-
sique est un anneau basique.

I1 suffit de traiter les trois cas particuliers suivants de A-
algébre B .Si B est égal & A/aA , on utilise la remarque précéden-
te comme suit :

¢ = AP(a) et D = c/acC
Si B est &gal & A(x], on utilise la remarque précédente comme suit:
c = AP et D = AP[x].

Si B est égal a s A , on diminue 1'ensemble multiplicativement
clos S sans changer s A ,de maniére & avoir S dans AP et on
utilise la remarque précédente comme suit

c = AP et D = s AP
Le Temme est démontré.

On va démontrer le théoréme suivant. Grdce au lemme précédent,
il suffit de traiter le cas d'un anneau régulier. C'est le sujet du
chapitre suivant.

THEOREME 23 : Un anneau noethé&rien de caractéristique p , supposé

local et complet, est un anneau basique.

II. L'anneau L[[t]]

Considérons une extension de corps KclL de caractéristique p
avec LPck ,» puis m variables t1,...,tm (en bref t), enfin
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1'algébre suivante
A = K[[t]] B = L[[t]] avec BP c A
Si ¢ est une série formelle (é1ément de A , de B , etc.), on note

c 1'élément c(0) correspondant.

DEFINITION 24 : Les n @&léments b1""’bn de B sont dits par-

faitement p-indépendants sur A , si les n é&léments 51,...,3

n
de L sont p-indépendants sur K . On verra que la p-indépendance

parfaite implique la p-indépendance ordinaire.

REMARQUE 25 : Appelons I 1l'ensemble des exposants & utiliser pour dé-
crire A ou B

is= (11.....1m) avec ik entier positif ou nul.

Si ¢ est une série formelle, on 1'explicitera toujours de la maniére
suivante

c=1 citi avec t' = t:1... t;m pour i de I
On va utiliser 1'addition usuelle de I (composante par composante)
et en outre 1'ordre lexicographique dans le sens suivant : i<j avec

i # J signifie que 1'une des deux conditions suivantes est satisfaite

i, +...+ i i+ ... + ]
a) i i = 31 g s

1 m
b) Tyt i = 3,0+ 00 4§ et il existe un entier
l<sksm avec i, <Jk et i, = Jd, pour L >k

Les ensembles ordonnés I et N sont isomorphes, par un isomorphisme
qui ne respecte pas 1'addition, sauf si m vaut 1. Pour k fixé dans
I , les propriétés i<j et i+k<j+k sont équivalentes. Par conséquent
si j-i existe, on a toujours i€j . Mais en général (m#1) la réci-
proque est fausse. Lorsque j-i existe, on dit que i annonce j

LEMME 26 : I1 n'existe pas de suite infinie 1i(n) dans I avec (k)
n'annongant pas 1i(2%) pour toutes les paires d'entiers O<k<2

On fait la démonstration par induction sur m , en écrivant i
sous la forme (i*,im) . Supposons non bornée la suite des entiers
im(n) . Quitte a passer & une sous-suite, on peut supposer strictement
croissante la suite des entiers im(n) . Pour cette sous-suite i*(k)
n'annonce pas i*(&) pour k<& . Vu 1'hypothése d'induction, cette
sous-suite 1i*(n) n'existe pas. Par conséquent la suite des entiers
im(n) est bornée. Plus généralement et pour les méme raisons, la sui-
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te des entiers ih(n) est bornée pour 1ghgm . I1 existe donc une
paire d'entiers k<& avec (k) et i(2) é&gaux. Mais alors (k)
annonce i(%) , ce qui est une contradiction.

Si R est un anneau de caractéristique p on dénote par
R{n} 1le sous-module du R-module R[x1, e 3 K

lyndmes du type suivant

’
n] constitué des po-

k k
p(x) =% _ . P X, T... x.n ,
0<k1<p 1,...,Osknsp 1 k1...kn 1 n

autrement dit, des polyndmes & utiliser pour exprimer la p-indépen-
dance sur R de n é&léments. Dans le cas particulier R=A , chaque
coefficient est une série formelle
_ i
Phn 'Epk,]...k g ¥ oavee pp oy 4 Ko

n n? 1°°"n

On peut alors considérer 1'élément de K{n}

k k
k:(x) =3 p . X T ox D
i k1"'kn’1 1 n

et présenter p(x) sous la forme d'une série formelle & coefficients
dans K{n} et réciproquement

p(x) = EKi(X)t1 avec i parcourant I ,
k k
puisque le nombre des mondmes & utiliser x11... xnn est fini.

LEMME 27 : La p-indépendance parfaite implique la p-indépendance

ordinaire.

Soit p(x) # 0 dans A{n} . Considérons le plus petit exposant
i avec Ki(X) # 0 dans K{n} . Si les n @&léments b1""’bn
de B annulent p(x) , alors les n éléments b1,...,bn de L
annulent Ki(x) . Par conséquent n é&léments parfaitement p-indépen-

dants sont p-indépendants.

THEOREME 28 : Soient wu wun &lément de B et b1,...,bn un nombre
fini d'é1éments de B parfaitement p-indépendants sur A . Alors il

existe un nombre fini d'éléments c,,...,c. de B tels que les n+s

éléments b ,C de B soient parfaitement p-indépendants

o e Gy
sur A et engendrent une sous-algébre de la A-algébre B contenant

1'elément u

Avec les éléments u et bj (1'élément Ej sera noté Bj) il
s'agit de trouver des éléments Cy (1'é1ément c sera noté Yk) et



un élément de A{n+s}

p(x1,...,xn,yq,...,ys) =

I
&~
=~
-~
—
x
aa
-
-
<
[
~
ot

donnant une égalité dans B

p(b ,b_,cC ,...,cs) = u

127" n’ "
On va procéder a une construction par induction avec 1'exposant i
croissant dans I

Soit u dans I et appelons Vv son successeur. Supposons avoir
1'égalité dans B concernant u Jjusqu'd 1'ordre u inclus. On veut

modifier p et modifier ¢ G et éventuellement introduire un

nouvel &lément d de B (;'éléme:t d sera noté & ) et introduire
une nouvelle variable z , de maniére & avoir 1'égalité dans B con-
cernant u Jjusqu'a 1'ordre v inclus. En fait pour ne pas avoir a

faire, lorsque u grandit, une infinité de fois 1'introduction d'un
nouvel &l1ément d et d'une nouvelle variable z , on est plus précis
pour passer de u & v et dans 1'hypothése et dans la conclusion,

dans le sens de la remarque suivante.

REMARQUE 29 : On va utiliser la situation intermédiaire Su décrite
comme suit. Le théoréme est démontré partiellement dans le sens sui-
vant

a) les &1éments 61""’Bn’Y1”"’Ys de L sont p-indépen-
dants sur K ,

b) 1'égalite p(b1,...,bn,c
1'ordre v inclus,

1""’Cs) = u a lieu jusqu'a

c) on dispose en outre de s é&léments i1< ven € is de I ,
majorés par u , ne s'annongant pas les uns les autres et précisant

que la différence
Ty
p(x1,...,xn,y1,...,y5)-t 7
ne concerne que les variables XyoeeosXpsYaeausyy o jusqu'a 1'ordre
1'2 inclus, pour 1 g & s

I1 s'agit d'obtenir 1a situation Sv a partir de la situation
Su . Selon celle-ci, il existe un élément w de L donnant une éga-
1ité jusqu'a 1'ordre v inclus

u=p(bs...sb .,cs)+nt"

€, wss
n’-15

I1 faut distinguer trois cas en fonction de n .
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Premier cas : L'é1ément n appartient au sous-corps K(B1,...,ys) de
L . I1T existe donc K(x1,...,ys) dans K{n+s} avec une &galité

n= K(B1,...,Ys)

On considére alors les éléments modifiés suivants, sans introduire un
nouvel &lément d et une nouvelle variable z

_ v
p*(x1,...,ys) = p(x1,...,ys) + t K(x1,...,ys)

CX = €. 5eeesC? = € i* = 1 _,... i
1 ke ’s s’ 1 Yo s s

On a alors les trois propriétés nécessaires pour avoir une situation
nouvelle S,

Deuxiéme cas : L'é1ément n n'appartient pas au sous-corps
K(B1,-..,Ys) de L et au moins un des éléments iz annonce v .
Choisissons le premier d'entre eux ix et souvenons-nous que

v-ix existe dans I . On considére alors les éléments modifiés sui-
vants, sans introduire un nouvel élément d et une nouvelle va-

riable z

o*(x1,...,ys) = p(x1,...,ys),i: = 11,...,i§ = is,
* = *x = v-i * =
c3 PR CA+ nt ,...,cs cS

On vérifie alors les trois propriétés nécessaires pour avoir une si-
tuation Sv . Pour vérifier l1a premiére propriété, on remarque 1'éga-
lité

yi = Yy grace a v-ix >0 ,

1'égalité v = ix est exclue, car u majore ix . Pour vérifier 1la

deuxiéme propriété de Sv , grdce & la troisiéme propriété de Su
pour & = X , on démontre qu'il existe une égalité
D(X,l,---,Xn,y1,--~,y)‘+Aa---,ys)‘D(X,].---,Xn».Y,l,---a.Ys)
i i
= A
ALt A+ 2i>ixwi(x1,...,xn,yq,...,ygA)t 1,
avec w, bien choisi dans K{n+s+1} . Mais alors on a 1'égalité
v
* * = =
0 (b1,...,cs) D(b1,...,cs) + nt u
jusqu'a 1'ordre u inclus.

Troisiéme cas : L'é1ément n n'appartient pas au sous-corps
K(B1,...
introduit alors un nouvel élément d avec d = § é&gal & n (par

,YS) de L et aucun des é&léments iz n'annonce v . On
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exemple d =n ) et une nouvelle variable =z . On considére ensuite
les él1éments modifiés ou nouveaux suivants

Y
p*(Xq,...,ys,Z) s D(X,I,---,ys) +tz

* = * = * =
c1 c,‘,...,cs cS et en outre CE1 d
PR ik o s < % _

11 11,...,15 15 et en outre 1s+1 v

On vérifie alors les trois propriétés nécessaires pour avoir une si-

tuation Sv . Les n+s+1 éléments B ,YS,6 sont bien p-indé-

PR
pendants sur K , ce qui constitue 1la nouvelle premiére propriété.

On a 1'égalité
* * = Vo
p (b1,...,cs,d) p(b1,...,cs)+ nt u

jusqu'a 1'ordre v inclus, ce qui censtitue 1a nouvelle deuxiére
propriété. Enfin non seulement 1'égalité jusqu'a 1'ordre u inclus

i i
P* (X, 5. euny az)-t le = p(Xyseeuny )t le
démontre que seules les variables XpsewesX 5Y s Yoy interviennent

dans la premiére différence jusqu'a 1'ordre i inclus, mais encore

[
la différence

)

ne fait pas intervenir 2z , donc & plus forte raison jusqu'a 1'ordre

v
p*(x1,...,ys,z)-t z = p(x,l,...,yS

v inclus, ce qui constitue la nouvelle troisiéme propriété.

REMARQUE 30 : Pour exprimer les trois propriétés de la situation S}J
il suffit de connaitre

P(Xysenenyg) = ZKi(X1""yS)t

pour les exposants i avec isu et de connaitre
i
cp =1 it avec ¢y el

pour les exposants i avec i+i£ £ ¥ . Le passage de u a v modi-

fie éventuellement p pour le seul exposant v et o pour le

seul exposant v-i2 s'il existe. Par ailleurs, le troisiéme cas (le
seul ol le nombre s est modifié) ne se présente qu'un nombre fini
de fois lorsque n varie. Sinon on obtiendrait une suite infinie
11,12,... d'é1éments de I ne s'annongant pas les uns les autres,
ce que le lemme 26 interdit.

Démontrons le théoréme 28 de maniére inductive.
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DEMONSTRATION 31 : La démonstration commence avec la situation

s=0,p=0,n=1u.

Si n appartient a K(Bﬂ,...,BS) , le premier cas s'applique pour
obtenir la situation S0 et si n n'y appartient pas, le troisiéme
cas s'applique. Puis on fait le passage de Su a SV avec u
croissant et enfin on passe a8 la limite. Aprés un nombre fini de pas,
le nombre s est fixé définitivement, sans qu'on le sache en général,
et les éléments 1'1<...<1‘S de I aussi. Une fois la situation Sj
atteinte, 1'él1ément p est fixé définitivement jusqu'a 1'ordre J
inclus et 1'@lément o aussi (et méme un peu plus en fonction de

ik ). Mais alors 1'é@l1ément

p(b1,...,bn,c1,...,cs) e B

est Tui aussi fixé définitivement jusqu'a 1'ordre j inclus et re-
donne u Jjusqu'a 1'ordre j inclus. Le théoréme est démontré.

REMARQUE 32 : Dans le cas d'une seule variable (m=1), si on a s
éléments 1'1<...<1'S ne s'annongant pas les uns les autres, c'est que
s vaut 0 ou 1 . Par conséquent le troisiéme cas du passage de S}l

a Sv se présente en tout au plus une fois. On peut donc ajouter la
remarque suivante dans 1'énoncé du théoréme : sg1 si n=1

On sait que le cas particulier suivant du théoréme 23 démontre
le théoréme 23.

PROPOSITION 33 : L'anneau L[[t]] est basique.

On applique le théoréme 28 avec K = LP dans diverses cir-

constances. On a trois anneaux emboités

BP = LPrrtP11 e = LPr(til B

L{Ct]]

On va appliquer la définition 19 avec 1'ensemble F suivant : une
sous-algébre R de 1la A-algébre B appartient @ F si elle est

engendrée par un nombre fini d'éléments b .sb de B parfaite-

ment p-indépendants sur A . Il est c1air1que Rn est aussi une
Bp-a1gébre B de type fini. I1 suffit de contrdler la propriété de
la définition 19 dans le cas particulier ol Q est une A-algébre
monogéne (de générateur u ). On applique alors le théoréme 28 et la
sous-algébre S de la A-algébre B engendrée par bq,”.,b

permet ce contrdle.

n,C1,...,CS
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REMARQUE 34 : L'él1ément général R de 1'ensemble F wutilisé dans la
démonstration précédente a en outre la propriété suivante. La BP-a1-
gébre R posséde une p-base. & savoir

t “s tm‘ bj.....b

g% n
L'anneau L[[t]] est bien connu maintenant. En particulier le

LP{tP1)-module L[[t]] est fort.

III. Modules des différentielles

On va s'intéresser au module des différentielles absolues d'un
anneau noethé&rien A de caractéristique p

Q, * H. (AP,A,A) = Ho (KoALR)

A = Mol
avec K désignant le corps @ p é&léments. On a un premier résultat
qui compléte la remarque 20.

PROPOSITION 35 : Pour un anneau basique A , le A-module @

ie A=moddle Wy

est

fort.

Considérons la situation APcRcScA de la définition 19. On
a alors une suite exacte de A-modules de type fini, avec un module
libre & droite,

0 — HO(Ap,R,A) -—-Ho(Ap,s,A) —=Hy(R,S,A) —=0

Avec R fixé, si on laisse S varier, a la limite on a une suite
exacte avec un module plat a droite

0 —=Hy (AP,R,A) Ho (AP, ALA) Hy (R.ALA) 0

Mais alors si R varie dans F , les images de ces monomorphismes
forment un ensemble E de sous-modules du A-module HO(Ap,A,A) per-
mettant de conclure.

REMARQUE 36 : Pour k#0 , 1'anneau basique A donne des A-modules
de type fini Hk(K,A,A) . Cela n'est pas démontré ici, puisque cela
se voit directement dans le cas qui nous intéresse : 1'anneau est ba-
sique, parce que local et complet (voir [1] proposition 12 du supplé-
ment).

Dorénavant tous les anneaux sont locaux. Pour un anneau A ,
on note M ou MA 1'idéal maximal et L ou LA le corps résiduel.
On s'intéresse aux anneaux X compris entre AP et A . Les anneaux
X et A ont le méme spectre. Une injection de X dans Y est tou-
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jours un homomorphisme local, donc un homomorphisme fidélement plat

s'il est plat. Prenons note d'une situation simple importante pour la
suite.

DEFINITION 37 : Il existe un corps C compris entre AP et A faij-
sant de A une C-alg2bre de type fini si et seulement si MAP = Mgﬂ
est nul. Dans ce cas, le corps C est contenu dans un relévement du
corps résiduel de A . En outre il existe une p-base de A sur C
si et seulement si on a 1'égalité h = pe pour la longueur h de A
et pour la dimension de plongement e de A . Dans ce cas, 1'anneau

A est une intersection compléte. Un anneau artinien avec les égalités
suivantes est dit élémentaire

M[p]=0 et h=op

Si on a un homomorphisme plat entre anneaux artiniens

A — B avec MB = BMA s

alors A est &lémentaire si et seulement si B 1'est.

Plus généralement on a le résultat suivant (voir [8] théoréme
15.8).

LEMME 38 : Soit une triple inclusion d'anneaux APcXcYcA avec X
et Y de type fini sur AP . Alors les trois conditions suivantes
sont équivalentes

a) 1'anneau Y posséde une

p-base sur 1'anneau X ,
b) 1le VY-module HO(X,Y,Y) est libre,

c) le X-module Y est libre et 1'anneau artinien Y/YM, est
élémentaire.

Si le Y-module A est plat, on peut présenter la deuxiéme condition

comme suit
d) 1le A-module

H(X,Y,A) est libre,
et si en outre MA est égal

a AMY » on peut présenter la troisiéme

condition comme suit :

e) le X-module Y est libre et 1'anneau artinien A/AM, est
élémentaire.

L'équivalence éventuelle des conditions b et d est due & un
argument de fidéle platitude et celle des conditions ¢ et e dé-
coule de la fin de la définition 37. L'équivalence des conditions a
et b est bien connue (voir [8] proposition 6.18). Enfin la condi-
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tion a est &quivalente d |a suivante : le X-module Y est libre
et 1'anneau Y/YMX a une p-base sur 1'anneau X/Mx . I1 reste donc
d obtenir 1'équivalence des conditions a et c¢ dans le cas od X
est un corps, équivalence établie précédemment (voir la définition 37).

Le lemme précédent permet de compléter la définition d'un anneau
basique (local) dans le sens suivant : parmi tous les ensembles F
possibles pour la définition 19, il en existe un maximal.

DEFINITION 39 : Un sous-anneau X de 1'anneau basique A est dit
spécial s'il s'agit d'une Ap-algébre de type fini donnant une suite

exacte avec un A-module plat 3 droite

0 ——HO(Ap,X,A) —-HO(AP,A,A) —=H_(X,A,A) —=0

0
Compte tenu de la seconde suite exacte de la démonstration de la pro-
position 35 et du résultat suivant, il est clair que les sous-anneaux
spéciaux de 1'anneau basique A forment le plus grand ensemble F
possible pour la définition 19.

LEMME 40 : Un anneau basique est plat sur tous ses sous-anneaux spé-

ciaux et toute inclusion de sous-anneaux spéciaux posséde une p-base.

Une inclusion XcY de sous-anneaux spéciaux donne une suite
exacte

0 —»HO(Ap,x,A) —>H0(Ap,Y,A) — Ho (X,Y,A) —=0 ,

ol le A-module de droite est plat puisqu'il s'agit aussi du noyau de
1'"homomorphisme de HO(X,A,A) sur HO(Y,A,A) . Si Y est un élément
de 1'ensemble F de la définition 19, le Y-module A est plat
d'aprés la remarque 20 et donc Y a une p-base sur X d'aprés le
lemme 38. Mais alors le X-module A est plat, ce qui démontre la
premiére partie du lemme. On sait maintenant que le Y-module A est
toujours plat et par conséquent Y a toujours une p-base sur X ,
pour toute inclusion de sous-anneaux spéciaux.

Le résultat suivant concerne en particulier les anneaux complets
et sera généralisé plus loin. Dorénavant on utilisera la notation sui-
vante

F(R) = A/AMpp = A/(mP, .. ,mP

)

si les &léments ms engendrent MA

PROPOSITION 41 : Pour un anneau basique A , le A-module 2, est
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plat si et seulement si d'une part, le AP-module A est plat et
d'autre part, 1'anneau artinien F(A) est &lémentaire.

On sait que le A-module HO(Ap,A,A) est fort, grace aux sous-
modules HO(Ap,Y,A) et que le AP-module A est quasi-fort, grace
aux sous-modules Y , en utilisant tous les sous-anneaux spéciaux Y
de A . On fixe Y assez grand pour avoir MA égal a AMY et on
applique les remarques 8 et 20 : le A-module HO(AP,A,A) est plat
si et seulement si le A-module HO(Ap,Y,A) est plat et le AP-module
A est plat si et seulement si Tle Ap-modu1e Y est plat. On applique
le lemme 38 avec X é&gal a AP 1'équivalence des conditions d et
e démontre la proposition.

Avant de généraliser rappelons ce qui se passe en caractéristique
nulle.

REMARQUE 42 : Si 1'anneau A contient le corps Q des rationnels,
alors QA est plat si et seulement si A est régulier. En effet, si
1'anneau A est régulier, 1'homomorphisme de Q dans A est régu-
lier et donne donc un A-module plat QA (voir [1] théoréme 30 du
supplément). La réciproque est due & N. Radu (voir [1] proposition 31
du chapitre 7).

Revenons a la caractéristique p
DEFINITION 43 : I1 existe un homomorphisme surjectif d'anneaux.

g(R) = (AT —(®)P

défini de la maniére suivante. L'homomorphisme de Frobenius de A
prolonge 1'homomorphisme de Frobenius de A . Comme le second passe
au travers de AP , le premier passe au travers de (Ap)A
une surjection de X sur (Ap)A 1'image de (Ap)A dans R est
exactement (R)p . Lorsque g(A) est un isomorphisme, on écrit ap
pour noter 1'anneau concerné. Si 1'homomorphisme de AP dans A est
plat, alors 1'homomorphisme de (Ap)A dans A est plat, donc injectif
et par conséquent g(A) aussi. Avec un AP-module plat A , on a un
isomorphisme g(A)

Puisqu'on a

On aura besoin de deux résultats concernant les anneaux de Naga-
ta (les fibres formelles sont géométriquement réduites) et les anneaux
pseudo-excellents (les fibres formelles sont des intersections com-

plétes géométriquement réduites). Un anneau quasi-excellent est pseudo-
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excellent et un anneau de Nagata, quotient d'un anneau régulier, est
aussi pseudo-excellent (voir [3] lemme 6).

LEMME 44 : L'homomorphisme g(A) est un isomorphisme si A est un

anneau de Nagata.

Voir la démonstration 49.

LEMME 45 : L'anneau A est pseudo-excellent si et seulement si d'une
part, le module H1(A,K,ﬁ) est nul et d'autre part, le module
HO(A,K,W) est plat sur A et presque plat sur K .

Un module presque plat est un quotient d'un module plat par un
sous-module plat. Le lemme est un cas particulier du théoréme 2 de [3].

On a le résultat final suivant (voir la proposition 41 pour le
cas complet).

THEOREME 46 : Pour un anneau de Nagata A (local, de caractéristique

P ) le A-module 2, est plat si et seulement si d'une part, le AP-
module A est plat et d'autre part, 1'anneau artinien F(A) est
mentaire. Dans ce cas, 1'anneau A est pseudo-excellent.

1é-

m

On remarque que les anneaux artiniens F(A) et F(X) sont iso-
morphes. Les trois conditions suivantes sont &quivalentes d'aprés le
lemme 44, la proposition 41 et le théoréme 22.4 de [12]

a) le AP-module A est plat avec F(A) é&lémentaire,

b) 1le 3p-modu1e R est plat avec F(R) é1émentaire,

c) 1le R-module HO(K,K,K) est plat.

Si 1le A-module HO(K,A,A) est plat, le module suivant est toujours
plat sur 1'anneau suivant
k

=
ne

. Ky ~ A ap
o (K- ALA/MS) = ), A/MS T A/M

Comme HO(K,R,K) est un A-module fort, il est idéalement séparé.
Par conséquent i1 s'agit d'un module plat. La condition du théoréme

A A A
K,A,A/M
A

est donc nécessaire. Si la condition a est satisfaite, 1'anneau
F(A) est une intersection compléte et on applique la proposition 58
A
pour savoir A pseudo-excellent. La suite exacte de A-modules
~ A A A
H1(A,A,A) —=H A,A,A) —0

a donc par le lemme 45 un module nul & gauche et un module presque
A

plat & droite. Donc la condition c¢ démontre que le A-module

HO(K,A,K) est plat, autrement dit que le A-module HO(K,A,A) est



ANDRE

plat. La condition du théoréme est donc suffisante. Remarquons qu'il
est possible de simplifier un peu la démonstration de la proposition
58, si on la restreint aux circonstances du théoréme.

I1 s'agit maintenant de démontrer le lemme 44, en partant de 1la
définition suivante, aussi utilisée par la suite.

DEFINITION 47 : Avec un A-module W on a un A-module W dé&fini de
la maniére suivante : les groupes abéliens W et W sont égaux et

a opére sur w dans W , comme aP opére sur w dans W . Autre-
ment dit, on a un dihomomorphisme

(FroId): (A,W) —=(A,W)
pour 1'homomorphisme de Frobenius.

Considérons maintenant 1'homomorphisme suivant de groupes abé-
liens

L(W)=1d © Fr:¥ @R —=w @A’K

dont le noyau est noté E(W) . Il s'agit d'un foncteur covariant E
de la catégorie des A-modules dans la catégorie des groupes abé&liens.

LEMME 48 : Le foncteur E est nul si et seulement si A est un an-
neau de Nagata.

Le foncteur E est exact & gauche et commute avec les limites
directes filtrantes. I1 est donc nul si et seulement si on a pour cha-
que idéal premier P de A 1la condition

E(H)=0 avec H=A,/PA,

Comme E(W) est le méme pour un A/P-module W et pour le A-module
W qui en découle, on est amené & considérer le cas particulier ol A
est intégre et ol W=H en est le corps des fractions et & démontrer
que E(H) est nul si et seulement si 1'anneau H"/p @Mﬁ est réduit.
Utilisons maintenant 1'homomorphisme de groupes abé&liens

h=Fr@®Id:H@yA —H @ A

qui est injectif comme 1'homomorphisme de Frobenius du corps H. Mais
alors E(H) est le noyau de 1'homomorphisme composé& hof(H) qui est
égal 3@ 1'homomorphisme de Frobenius de 1'anneau F'G%ﬁ . Par consé-
quent 1'anneau

-~

Rk = H'/P @R
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est réduit si et seulement si E(H) est nul.

DEMONSTRATION 49 : On dispose du monomorphisme naturel de A-modules
j:Ap —A . L'homomorphisme composé

2(A)o(i®1d) : AP @R —=nA @R

donne 1'homomorphisme naturel du complété de AP dans le complété de

A . Par conséquent g(A) est injectif si &(A) est injectif. Par le
lemme 48, on a donc bien un isomorphisme g(A) pour un anneau de Na-
gata A . Le lemme 44 est démontré.

Avant de quitter les modules des différentielles, redémontrons
de maniére rapide quelques résultats connus (voir [2] et [6]), essen-
tiellement le théoréme de localisation de l1a lissité formelle en ca-
ractéristique p

PROPOSITION 50 : Soient deux homomorphismes locaux A —B —C ayec
B complet. Alors H1(A,B,N) est nul pour tout C-module W si et
seulement si d'une part, H1(A,B,L) est nul pour le corps résiduel L

de C et d'autre part, HO(K,A,C) est un C-module absolument
séparé.

Comme le B-module HO(K,B,B) est fort, le C-module HO(K,B,W)
est séparé pour tout C-module de type fini W , selon les lemmes 13

et 14. On a une suite exacte
H1(A,B,w) ———HO(K,A,N) —a—HO(K,B,N)

Par conséquent si Hj(A,B,N) est nul, le C-module HO(K,A,W) est
aussi séparé. Mais alors le C-module HO(K,A,C) est absolument sé-
pareé.

D'autre part, si H1(A,B,C/M) est nul, sans que Hj(A,B,C/J)
soit toujours nul, considérons P un idéal maximal pour cette propri-
8té. On vérifie alors que P est un idéal premier et que le C-module
H1(A,B,C/P) est divisble par tout élément t de M-P . Comme le C-
module HO(K,A,C/P) est supposé séparé, ce qui précéde démontre que
1'image de H1(A,B,C/P) dans HO(K,A,C/P) est nulle. Le C-module
H1(A,B,C/P) est donc de type fini, comme image du C-module
H1(K,B,C/P) , selon la remarque 36. Mais alors par le lemme de Naka-
yama (un seul é&lément t suffit) le module H1(A,B,C/P) est nul.

Par conséquent tous les modules H1(A,B,C/J) sont nuls. Mais alors
tous les modules H1(A,B,w) sont nuls, en premier lieu pour W de
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type fini et en second lieu pour W quelconque sur C

COROLLAIRE 51 : L'anneau A est quasi-excellent si et seulement si

le R-module HO(K,A,A) est absolument séparé. Dans ce cas, pour
toute A-algébre X , le X-module HO(K,A,X) est absolument séparé.

La premiére partie de ce corollaire est le cas particulier de
la proposition avec B =R et C =K . Pour démontrer la seconde par-
tie, on peut supposer que 1'homomorphisme de A dans X est local,
puisque la quasi-excellence de A se préserve par localisation. Soit

W un X-module de type fini. Vu 1'injection naturelle
A A
HO(K,A,W) c HO(K,A,N) @&X = HO(K,A,W) 5

le X-module HO(K,A,N) 'est séparé si le ?-modu1e HO(K,A,ﬁ) est
séparé. I1 reste alors & démontrer le cas particulier o0 X est com-

~

plet. On applique la proposition avec B=A et C=X

COROLLAIRE 52 : L'homomorphisme local A —=B est régulier si A est
quasi-excellent et si H1(A,B,L) est nul pour le
de B

corps résiduel L

Comme 1'homomorphisme A —=B est régulier si 1'homomorphisme
A ———ﬁ est régulier et commeAle module Hq(A,ﬁ,L) est nul, car les
modules Hq(A,B,L) et H1(B,B,L) le sont, ce dernier &tant isomor-
phe & H1(L,L,L) , on peut supposer B complet. On applique alors la
proposition avec B =C pour obtenir un foncteur nul H1(A,B,-) s en
sachant que le B-module HO(K,A,B) est absolument séparé, grdce au
corollaire précédent.

IV. Le AP-module A

On aura besoin du résultat suivant concernant 1'homomorphisme
de la définition 47

(Fr sFr’Id):(A,B;W) —>(A,B,H)

LEMME 53 : L'homomorphisme de Frobenius donne un homomorphisme nul de
Hn(A,B,W) dans H _(A,B,W)

On choisit une résolution simpliciale B, de la A-algébre B
et on constate que 1'homomorphisme de Frobenius donne un homomorphisme
nul

Ho(A,B W) —=Hy(A,B W)
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en chaque degré n , déja avant de passer a 1'homologie.

REMARQUE 54 : Avec les deux modules du lemme, on a un module intermé-
diaire X qui se présente de deux maniéres différentes : il s'agit

de Hn(Ap,Bp,W) , si 1'0on considere AP et BP comme des quotients
de A et de B et il s'agit de Hn(Ap,Bp,w) , si 1'0on considere AP
et BP comme des sous-anneaux de A et de B . On a alors 1'homomor-
phisme f de Hn(A,B,W) dans Hn(Ap,Bp,W) et 1'homomorphisme g de
Hn(Ap,Bp,w) dans Hn(A,B,w) avec 1'homomorphisme gof nul. On uti-
lisera ce corollaire du lemme dans deux cas différents en degré 2

les deux fois, 1'homomorphisme f sera nul parce que 1'homomorphisme
g sera injectif.

Les anneaux sont & nouveau noethériens et locaux. On va utiliser
les invariants numériques classiques : la i-éme déviation de A
(pour i petit seulement)
ei(A) = d1mL Hi(A,L,L)
et Ta déficience de A (voir [1] exercice 15)
d(A) = dim A - e1(A) + ez(A)

Rappelons que la premiére déviation est la dimension de plongement,
que la deuxiéme déviation mesure la non-régularité de A et que le
nombre d(A) , positif ou nul, est nul si et seulement si A est
une intersection compléte (au sens large). On a le théoréme d'addi-
tion de L. Avramov.

LEMME 55 : Pour un homomorphisme local et plat A —B de fibre C,

la déficience de B est la somme des déficiences de A et de C

Voir [4] proposition 3.6.

COROLLAIRE 56 : Si un homomorphisme local et plat g est obtenu en

composant des homomorphismes locaux et plats fi , alors la déficience

de la fibre de g est la somme des déficiences des fibres des f,

Rappelons que si le AP-module A est plat, 1'homomorphisme
g(A) de la définition 43 est un isomorphisme et que le ﬁp-modu]e K
est plat. L'isomorphisme de APC%K sur AP démontre en outre que
1'homomorphisme local et plat AP ——-3p est un quotient de 1'homomor-
phisme local et plat A—=R .

Si Q est un idéal premier de A , on peut définir le méme an-
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neau AS de deux maniéres différentes : soit il s'agit du sous-anneau
(AQ)p de 1'anneau AQ , soit il s'agit de 1'anneau AP localisé en
son idéal premier correspondant & Q . Lorsque 1'on remplace A par
R et Q par R (au-dessus de Q par la suite), on obtient 1'an-
neau Kg . Remarquons pour la suite que le produit tensoriel par le
AQ-module Ag transforme le premier homomorphisme local et plat ci-
dessous en le second homomorphisme local et plat ci-dessous

—af P3P
AQ AR et AQ AR

avec deux fois la méme fibre, le AP-module A étant supposé plat.
LEMME 57 : Si le
A
F(AR) ont 1

Si 1 AP-module A est plat, les anneaux F(AQ) et
a méme déficience.

On applique le corollaire 56 & 1'homomorphisme local et plat de
dans RR décomposé de deux maniéres différentes

oo

d(F(AQ)) +x = y +d(F(Ap))

A
ol x est la déficience de la fibre de AQ ——-AR et ot y est celle
de Ag —*-RE et on sait par la remarque précédant le lemme que ces
deux nombres sont égaux.

On peut démontrer maintenant la proposition utilisée dans la
démonstration du théoréme 46. Rappelons qu'un homomorphisme plat
A —B a comme fibres des intersections complétes, si on a la condi-
tion

H2(A,B,Q) Yo s § corps quelconque.

Mais alors tous les foncteurs suivants sont nuls

n

Hk(A,B,-) 0 pour k>2

PROPOSITION 58 : Si 1'homomorphisme AP —=A st plat avec une inter-
section compléte comme fibre, alors toutes les fibres formelles de A
sont des intersections complétes.

L'anneau F(A) est une intersection compléte, donc F(K) aussi.
On peut localiser cette propriété (voir [13]) : toutes les fibres
F(AR) de 1'homomorphisme plat Kp —~>ﬁ sgnt des intersections com-
plétes. Par le lemme 57, non seulement F(AR) mais encore F(AQ)
ont une déficience nulle : toutes les fibres F(AQ) de 1'homomorphis-
me plat AP —=A sont des intersections complétes. Ces fibres inter-

sections complétes donnent des foncteurs nuls
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Hy(RPLR,0) 20 2 W (AP,A,0)
Comme on a des suites exactes de Jacobi-Zariski
Ho (AP AL M) —=H (AP R H) —=H (A R,W)
ApA _ pAp — p
H (AP, R, W) H, (A7, AP W) —=H, (AP, R W)
on a un monomorphisme naturel
g:H, (AP AP W) ——n_ (A, R )
donc on a un isomorphisme (voir [1] proposition 54 du chapitre 4)
A _ pAp._
f:HZ(A,A,w) ———HZ(A SAT W)
qui est nul (remarque 54) en particulier lorsque W est un corps
A — n A _ n,
HZ(A,A,Q)@%Q 2 H,(A,A,2)=0
Comme le Q-module & est libre, on a finalement
HZ(A,ﬁ,Q)QO , @ corps quelconque

et les fibres formelles de A sont toutes des intersections com-
plétes.

REMARQUE 59 : Le théoréme d'addition de L. Avramov est plus précis
dans le sens suivant : 1'homomorphisme naturel

49
Hy(AsLpsLg)=Ho (AsLg,Lp) —=H,(B,LgsLy)
est un monomorphisme pour tout homomorphisme local et plat A —=B

PROPOSITION 60 : Si le Ap-module A est plat, on a les relations
suivantes
e,(AP) € v(N) = e (A)-d(F)

entre les deuxiemes déviations des anneaux AP et A, le nombre mi-

nimal de générateurs du noyau N de 1'homomorphisme de Frobenius de
A et la déficience de la fibre F de 1'homomorphisme plat de AP

dans A .

On applique la remarque 59 & 1'homomorphisme plat L ——'} pour
obtenir un monomorphisme

; PP s
g.Hz(A sk s L) HZ(A,L,L)
donc on a un homomorphisme nul (remarque 54)
s TY PL.T
f.Hz(A,L,L) H2(A sLaL)

autrement dit un homomorphisme nul



ANDRE
it (AP
H, (A,L,L) H, (AP, L,L)
On a donc une suite de Jacobi-Zariski
0 —=H,(AP,L L) —=H (A,AP L) —H (A,L,L) —H, (AP,L,L) —0

puisque HO(A,Ap,L) est nul. Comme on a un isomorphisme d'espaces
vectoriels

H,(A,AP,L) % (N/NZ)QQAP LY (N/LN)
on a les relations suivantes
ez(Ap) < v(N) = ez(Ap) - e (AP) + e, (R)

Comme A et AP ont 1a méme dimension, cette somme alternée est
égale au nombre suivant

d(AP) - d(R) + e (R) = € (A) - d(F) ,
en utilisant a nouveau la platitude du AP-module A .
On retrouve le théoréme de E. Kunz (voir [9] corollaire 2.7).

COROLLAIRE 61 : Si 1le AP-module A est plat et si 1'anneau A est

réduit, alors 1'anneau A est régulier.

C'est le cas 0= v(N) > ez(Ap) = ez(A) de Ta proposition.

COROLLAIRE 62 : Si 1'homomorphisme AP —=A est plat avec une inter-

section compléte comme fibre, on a les relations suivantes
e, (AP) € v(N) = e, (A)
pour le noyau N de 1'homomorphisme de Frobenius.

C'est 1e cas 0 = d(F) de la proposition.
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