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EIN SEMIALGEBRAISCHER BEWEIS DER

TOPOLOGISCHEN FORM DES HAUPTSATZES VON ZARISKI

Roland Huber

We give a semialgebraic proof of the topological form of Zariski's Main
Theorem. As an application we deduce the Riemann Extension Theorem for
isoalgebraic functions from Zariski's Main Theorem.

Einleitung

Die topologische Form des Hauptsatzes von Zariski lautet ([11, II1.9])

(1) Sei X eine normale Varietat iiber dem Korper C der komplexen Zahlen und sei
S der singuldre Ort von X. Sei U eine zusammenhingende offene Teilmenge
von X(C) (in der starken Topologie von X(C)). Dann ist U\S(C) zusam-
menhangend.

Zum Beweis von (1) betrachtet man den zu X assoziierten komplex analytischen

Raum X°*. Dieser Raum ist lokal irreduzibel. (1) ergibt sich dann aus der

Uberlagerungsdarstellung irreduzibler komplex analytischer Mengenkeime und dem

Riemannschen Hebbarkeitssatz ([7, Ch. III}).

Das Ziel dieser Note ist es, (1) ohne analytische Hilfsmittel mit rein semialgebrai-

schen Methoden zu beweisen und auf beliebige reell abgeschlossene Korper zu ver-

allgemeinern.

Sei R ein reell abgeschlossener Korper, den wir fiir die ganze Arbeit fixieren. Sei

C = R(v/=1) der algebraische Abschluff von R. Fiir jede Varietat X iiber C tragt

die Menge X(C) der C-rationalen Punkte von X auf kanonische Weise eine R-

semialgebraische Struktur. Analog zu (1) gilt

(2) Sei X eine normale Varietit iiber C und sei S der singulire Ort von X. Fiir jede
zusammenhangende offene semialgebraische Teilmenge U von X (C) ist U\ S(C)
zusammenhangend.

Fir R = IR sind (1) und (2) dquivalent. Der Beweis von (2) verlauft dhnlich dem

Beweis von (1). Jedoch anstelle der Garbe der holomorphen Funktionen auf X (C)

arbeiten wir mit der Garbe der isoalgebraischen Funktionen auf X (C).

Die Arbeit ist in drei Abschnitte eingeteilt. Im ersten Abschnitt gehen wir kurz auf

die Definition isoalgebraischer Raume und Morphismen ein. Im Abschnitt zwei wer-

den einige Eigenschaften isoalgebraischer Morphismen dargestellt, die zum Beweis
des Hauptsatzes von Zariski im Abschnitt drei bendtigt werden. Als Anwendung des

Hauptsatzes von Zariski beweisen wir im dritten Abschnitt noch den Riemannschen

Hebbarkeitssatz fiir isoalgebraische Funktionen.
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1. Isoalgebraische Raume und Morphismen

Im folgenden verstehen wir unter einer Varietat immer ein separiertes Schema
von endlichem Typ tliber C, ein Morphismus zwischen Varietaten ist immer ein
Morphismus tber C.

Isoalgebraische Raume und Morphismen wurden von M. Knebusch in [10] ein-
gefihrt. Ausfiihrlicher sind diese Definitionen in [9] dargestellt. Wir wiederholen
hier kurz die wichtigsten Begriffe, die wir benétigen. Die isoalgebraische Geometrie
baut auf die semialgebraische Geometrie auf, die in [3], [4], [5] ausfihrlich dargestellt
ist.

Sei X eine Varietat. Die Menge X (C) der C-rationalen Punkte von X tragt auf ka-
nonische Weise die Struktur eines semialgebraischen Raumes iiber R. Diese Struktur
ist durch folgende Eigenschaft festgelegt: Ist U eine Zariski-offene affine Teilmenge
von X und betrachtet man U als abgeschlossene Untervarietat eines A™, U — A",
so ist U(C) eine offene semialgebraische Teilmenge von X (C) und die Einschrankung
der semialgebraischen Struktur von X (C) auf U(C) ist die Teilraumstruktur der se-
mialgebraischen Teilmenge U(C) von R*™,U(C) — A™(C) = C™ = R?".

Satz 1.1 ([10]). Ist X n-dimensional und irreduzibel, so ist der semialgebraische
Raum X (C) rein von der Dimension 2n, d.h. jede nichtleere offene semialgebraische
Teilmenge von X (C) hat die semialgebraische Dimension 2n.

Satz 1.1 ist die fundamentale Eigenschaft, in der sich die semialgebraische Geo-
metrie der Varietaten iiber C von der semialgebraischen Geometrie der Varietiten
iber R unterscheidet.

Sei f: X — Y ein etaler Morphismus zwischen Varietdten. Dann ist
fe : X(C) — Y(C) ein lokaler semialgebraischer Isomorphismus, d.h. zu jedem
z € X(C) gibt es eine offene semialgebraische Umgebung U von z in X(C), so daf§
fc(U) eine offene semialgebraische Umgebung von f(z) in Y(C) ist und
fclU : U — fc(U) ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Nach [4, I1.13.8] gibt
es dann eine zulissige offene Uberdeckung (U;|i € I) von X(C), so daB
felUs : Uy — fo(U;) ein semialgebraischer Isomorphismus ist fir jedes i € I.
Wir wollen X(C) und Y(C) mit den ,kleinst mdglichen algebraischen” Garben
Ax und Ay versehen und fo so zu einem Morphismus geringter Raume g =
(fe,9) : (X(C),Ax) — (Y(C),Ay) fortsetzen, daB g|U; : (Ui, Ax|U;) —
(fo(Us), Ay|fc(Us)) ein Isomorphismus wird fir jedes ¢ € I. Dies geschieht fol-
gendermafien.

Zu jeder offenen semialgebraischen Teilmenge U von X (C) hat man eine Kategorie
I(U). Die Objekte von I(U) sind die Tripel (Y, V, f), wobei f : Y — X ein etaler
Morphismus von Varietaten und V eine offene semialgebraische Teilmenge von Y(C)
ist, so da f|V : V — U ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Die Morphismen
von (Y,V,f) nach (Y',V',f') in der Kategorie I(U) sind die Morphismen von
Varietiten g : Y/ — Y, so daB fog = f' und g(V') C V. Die Kategorie I(U)
ist filtrierend. Jedem Objekt (Y,V, f) von I(U) ordnen wir die C-Algebra Oy (Y)
zu. Durch U +— Px(U) := lim Oy(Y) erhilt man eine Pragarbe Px auf X(C).
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Py ist separiert. Die zu Py assoziierte Garbe heifit die Garbe der isoalgebraischen
Funktionen auf X und wird mit Ay bezeichnet. Der C-geringte Raum (X (C), Ax)
wird mit X* bezeichnet. (C-geringte Raume und Morphismen C-geringter Raume
werden hier immer im Sinne von Definition 2 aus [4, I.1] benutzt.) Die C-geringten
Raume (U, Ax|U), wobei U eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C) ist,
heiBen die offenen isoalgebraischen Teilraume von X.

Fiir jedes z € X (C) ist der Halm Ay ; eine lokale C-Algebra mit Residuenkdrper
C. Ax, ist die Henselisierung des Halms der algebraischen Strukturgarbe von X
in z. Sei U eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C) und sei f € Ax(U).
Fir jedes z € U bezeichnet f(z) € C das Bild von f in dem Residuenkorper
Ax z/ms = C. Ist X reduziert, so ist f eindeutig bestimmt durch die Funktion
f:U — C,z — f(z). Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.1.

Sei f : X — Y ein Morphismus von Varietiten. f induziert auf kanonische

Weise einen Morphismus C-geringter Raume f* = (g,9) : X» — Y* Hier-
bei ist f* folgendermafien definiert. Wir setzen ¢ = fo. Wir definieren einen
Pragarbenmorphismus n : Py — g¢,Px, dessen assoziierter Garbenmorphismus
J ist. Sei U eine offene semialgebraische Teilmenge von Y(C) und sei s ein Ele-
ment aus Py(U) reprasentiert durch ein Objekt (Y',U’,p) aus I(U) und ein Ele-
ment ¢ aus Oy+(Y'). Sei X' das Faserprodukt X Xy Y’ und seien p' : X' — X
und f' : X' — Y’ die Projektionen. (X',(f5)~}(U’),p') ist ein Objekt aus
I(g~'(U)). n(s) ist definiert als das Element aus Px(g~!(U)) reprasentiert durch
(X', (f6)~1(U"),p') und (f')*(t) € Ox:(X").
Die Zuordnung X +—— X"* f — f" ist ein Funktor von der Kategorie der Va-
rietdten in die Kategorie der C-geringten Raume. (In [8, 12.11] ist gezeigt, daB
dieser Funktor volltreu ist.) Sei nun f: X — Y ein etaler Morphismus und sei U
eine offene semialgebraische Teilmenge von X(C), sodaB fo|U : U — f¢(U) ein se-
mialgebraischer Isomorphismus ist. Unmittelbar aus der Definition der Garben Ax
und Ay folgt, da f*|U : (U, Ax|U) — (fc(U), Ay|fc(U)) ein Isomorphismus
C-geringter Raume ist.

Seien X eine Varietat, U eine offene semialgebraische Teilmenge von X (C) und
f € Ax(U) eine isoalgebraische Funktion auf U. Unter einer etalen Faktorisie-
rung von f versteht man ein Tupel (s, f'), wobei s = (Y,V,g) ein Objekt aus
I(U) und f' ein Element aus Oy(Y) ist, so daB (g*|V)*(f) = f'|V. Hierbei
ist g"V : (V,Ay|V) — (U, Ax|U) der eben beschriebene Isomorphismus C-
geringter Raume. Entsprechend der Definition der Garbe Ax gibt es eine endliche
Uberdeckung von U durch offene semialgebraische Teilmengen Uy, . .., Un von X(C),
so daB jede Einschrankung f|U; eine etale Faktorisierung besitzt. Es gilt

Satz 1.2 ([10]). Seien X eine normale Varietat, U eine offene semialgebraische
Teilmenge von X (C) und f € Ax(U). Dann besitzt f eine etale Faktorisierung.

Satz 1.2 1aBt sich einfach beweisen, indem man den Graph von f betrachtet (vgl.

1]).
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Bemerkung: In den Beweisen des 3. Abschnittes spielt Satz 1.2 eine wich-
tige Rolle. Deshalb wollen wir hier die Konstruktion der etalen Faktorisierung
entsprechend [1] erlautern. (Die hierbei verwendeten Begriffe werden spater noch
definiert.) Dabei wird deutlich, warum gerade auf normalen Varietiten etale Fak-
torisierungen von isoalgebraischen Funktionen so leicht zu konstruieren sind. Wir
gehen also aus von der Situation des Satzes 1.2. OF ist U zusammenhangend.
Der Graph G = {(z,f(z)) € U x C|z € U} von f ist eine isoalgebraische Teil-
menge des isoalgebraischen Raumes U x (A1) Sei p : X x A! — X die
Projektion. Versieht man G mit der reduzierten Teilraumstruktur Og, so ist
"G : (G,0g) — (U, Ax|U) ein isoalgebraischer Isomorphismus. Deshalb ist
(G,0g) ein normaler und irreduzibler isoalgebraischer Raum ([8, §7]). Sei Z der
Zariski-AbschluB von G in X x Al. Es ist Z irreduzibel und dim Z = dimG. Wir
versehen Z mit der reduzierten Teilraumstruktur. Sei W der offene isoalgebraische
Teilraum (p~(U) N Z(C), Az |p~(U) N Z(C)) von Z. Es ist G eine irreduzible
Komponente von W ([8, §7]). Sei ¢ : S — Z die Normalisierung von Z. Es ist
dann ¢*|¢g~}(W) : ¢~}(W) — W die Normalisierung des isoalgebraischen Rau-
mes W. Sei V die Zusammenhangskomponente von ¢~}(W) mit ¢(V) = G. Es
ist dann ¢*|V : V — G die Normalisierung von G und somit ein isoalgebraischer
Isomorhismus. Also ist g?|V : V — U ein isoalgbraischer Isomorphismus, wobei
g=(p|Z)oq:S — X. Deshalb liegt V im etalen Ort Y des Morphismus g. Sei
u: X x Al — A! die Projektion und sei t = ((u|2) 0 ¢)*(2) € Os(S), wobei
z € Op1(A?) die Koordinatenfunktion auf A ist. Es ist s = (Y, V,g|Y) ein Objekt
aus I(U) und (s,t|Y) eine etale Faktorisierung von f.

Korollar 1.3. Seien X eine normale Varietat, U eine offene semialgebraische
Teilmenge von X(C) und f € Ax(U). Dann gibt es eine normale Varietat Y, eine
offene semialgebraische Teilmenge V von Y (C), eine Zariski-offene Teilmenge W von
Y mit V C W, ein f' € Oy(W) und einen endlichen Morphismus p: ¥ — X, so
daB p*|V : (V, Ay|V) — (U, Ax|U) ein Isomorphismus ist und (p*|V)*(f) = f'|V.

Beweis. Sei ((W, V,9), f’) eine etale Faktorisierung von f. Nach [6, 8.12.11] hat

man ein kommutatives Diagramm
w — Y

9\ P
X ;

wobei Y eine normale Varietat, : eine offene Immersion und p endlich ist.

Definition 1.4. Ein lokal isoalgebraischer Raum iiber (C, R) ist ein C-geringter
Raum (X,Oyx), der eine zulassige offene Uberdeckung (Uit € I) besitzt, so dafl
jeder offene Teilraum (U;, Ox|U;) als C-geringter Raum isomorph ist zu einem offe-
nen isoalgebraischen Teilraum einer Varietdt. Kann man I endlich wahlen, so heifit
(X, Ox) isoalgebraisch. Ein isoalgebraischer Morphismus zwischen lokal isoalgebrai-
schen Raumen ist ein Morphismus in der Kategorie der C-geringten Raume.

Wir setzen hier voraus, daB alle lokal isoalgebraischen Raume X separiert sind,
d.h. zu beliebigen z,y € X mit z # y gibt es zuldssige offene Mengen U und V von
XmitzeU,ye VundUNV =0.
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Sei (X,0x) ein lokal isoalgebraischer Raum iiber (C, R). Es gibt eine kanoni-

sche Garbe Cx von R-wertigen Funktionen auf dem verallgemeinerten topologischen
Raum X, so da (X,Cx) ein lokal semialgebraischer Raum iiber R ist. Deshalb
kann man auch von lokal semialgebraischen Teilmengen bzw. lokal semialgebrai-
schen Funktionen auf lokal isoalgebraischen Raumen sprechen. (X,Cx) heifit der zu
(X,Ox) assoziierte lokal semialgebraische Raum und wird mit |X| bezeichnet.Cx
ist durch folgende Eigenschaft bestimmt: Ist U eine zulissige offene Teilmenge
von X und (g,9) : (U,Ox|U) — (V, Ay|V) ein isoalgebraischer Isomorphismus
von (U,Ox|U) auf einen offenen isoalgebraischen Teilraum einer Varietit Y, so ist
g : (U,Cx|U) — (V,Cy|V) ein Isomorphismus R-geringter Raume, wobei Cy die
Garbe der semialgebraischen Funktionen auf Y (C) ist.
Ein lokal isoalgebraischer Raum (X, Ox) heifit reduziert (bzw. normal, bzw. re-
gular), wenn fiir jedes z € X der lokale Ring Ox , reduziert (bzw. normal, bzw.
regular) ist. Seien U eine zulissige offene Teilmenge von X und f € Ox(U). Die
Funktion f : U — C,z +— f(z) € Ox z/m; = C ist lokal semialgebraisch. Ist X
reduziert, so ist f eindeutig durch f bestimmt.

Die zugrundeliegende Menge eines lokal isoalgebraischen Raumes tragt die Struk-
tur eines verallgemeinerten topologischen Raumes. Deshalb kann man auf lokal
isoalgebraischen Riumen im allgemeinen nicht so vom lokalen auf globale schliefien,
wie man es von topologischen Raumen gewohnt ist. Der nachfolgende Satz gibt zwei
wichtige Beispiele an, in denen diese Schlulweise doch erlaubt ist.

Satz 1.5.

i) Sei f = (g,9) : X — Y ein Morphismus zwischen isoalgebraischen Raumen.
Zu jedem ¢ € X gebe es eine offene semialgebraische Umgebung U von z
in X und eine offene semialgebraische Umgebung V von f(z) in Y, so da
fIU : (U,0x|U) — (V,Oy|V) ein Isomorphismus ist (oder dquivalent dazu:
Fir jedes z € X ist 9, : Oy,g(z) — Ox,; ein Isomorphismus). Weiterhin sei g
bijektiv. Dann ist f ein Isomorphismus.

ii) Sei X ein normaler lokal isoalgebraischer Raum und sei f : X — C eine
lokal semialgebraische Funktion. Zu jedem z € X gebe es eine offene semial-
gebraische Umgebung U von z in X, so daf8 f|U isoalgebraisch ist. Dann ist f
isoalgebraisch.

i) ist in [8, 1.3.11] gezeigt. Der Beweis von ii) verlauft analog dem Beweis von
Satz 1.2.

Bemerkung: 1.5.i gilt im allgemeinen nicht, wenn X lokal isoalgebraisch ist.
1.5.ii bleibt richtig, wenn anstelle von X normal nur X reduziert vorausgesetzt wird

(18, 10.6]).

Sei F eine Garbe von Ox-Moduln auf einem lokal isoalgebraischen Raum (X, Ox).
F heiBt von endlichem Typ auf X, wenn es eine zuldssige offene Uberdeckung
(Uili € I) von X gibt, so daB man fiir jedes i € I einen surjektiven Ox|U;-
Modulgarbenmorphismus (Ox|U;)™ — F|U; hat. F heifit koharent, wenn F von
endlichem Typ auf X ist und wenn fiir jede zulassige offene Teilmenge U von X und
jeden Ox|U-Modulgarbenmorphismus (Ox|U)* — F|U der Kern von endlichem
Typ auf U ist.
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Die Strukturgarbe Ox eines lokal isoalgebraischen Raumes (X, Ox) ist koharent
([8, 1.2.5]). Mit Hilfe koharenter Idealgarben von X lassen sich entsprechend wie
in der komplex analytischen Geometrie lokal isoalgebraische Teilraume von X defi-
nieren ([9]). Wir wollen hier nur die reduzierte Teilraumstruktur einer lokal isoal-
gebraischen Teilmenge von X beschreiben. Eine Teilmenge A von X heifit lokal
isoalgebraisch, wenn es eine zulassige offene Uberdeckung (U;|i € I) von X gibt, so
daBl AN U; die Nullstellenmenge endlich vieler isoalgebraischer Funktionen auf Uj;
ist fiir jedes ¢ € I. Zu einer lokal isoalgebraischen Teilmenge A von X definiert man
wie tblich eine Idealgarbe J4 durch J4(U) = {f € Ox(U)| f(z) =0 fiir jedes z €
ANU}. Ju ist koharent ([8, 1.5.6]). Sei j : A — X die Inklusion. Man versieht
A mit der grobsten Struktur eines verallgemeinerten topologischen Raumes, so daf§
7 stetig wird. Man hat dann die Garbe j71(Ox/J4) auf A. Der C-geringte Raum
(A,771(Ox/J4)) ist lokal isoalgebraisch ([8, 1.3.4.]). Die assoziierte lokal semial-
gebraische Struktur von (A,;~!(Ox/J4)) ist die Teilraumstruktur von |X| auf der
lokal semialgebraischen Teilmenge A.

Im folgenden bezeichnet dim immer die semialgebraische Dimension.

2. Einige Eigenschaften isoalgebraischer Morphismen

Als erstes formulieren wir den Identitatssatz fiir isoalgebraische Funktionen, der
unmittelbar aus Satz 1.1 folgt.

Satz 2.1. Sei X ein zusammenhangender normaler lokal isoalgebraischer Raum.
Dann ist der lokal semialgebraische Raum |X| reindimensional. Sei f eine isoalge-
braische Funktion auf X. Ist dim{z € X|f(z) =0} > dim|X| —1,soist f = 0.

Satz 2.2 ([10]). Sei X ein zusammenhéangender regularer lokal isoalgebraischer
Raum und sei f : X — C eine isoalgebraische Funktion auf X. Dann ist f konstant
oder eine offene Abbildung.

Beweis. Es sei f nicht konstant. Es ist zu zeigen, daf§ f offen in jedem Punkt
von X ist. Sei a € X gegeben. OF ist f(a) = 0. Der Keim f, € Ox 4 ist ungleich
Null. OF ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum eines A™. Wir kénnen dann
auch OF annehmen, dafi n = 1. Dann ist Ox 4 ein diskreter Bewertungsring. Sei
s € Ox,, €in erzeugendes Element des maximalen Ideals von Ox,,. Wir schreiben

s = t - s™, wobei t eine Einheit in Ox 4 und m eine natiirliche Zahl ist. Da Ox,q
henselsch mit algebraisch abgeschlossenem Residuenkérper der Charakteristik Null
ist, gibt es eine Einheit r in Ox, mit ¢ = r™. Indem wir s durch r - s ersetzen,
erhalten wir f, = s™, wobei s ein erzeugendes Element des maximalen Ideals von
Ox,q ist. OF ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum einer Varietit Y, so daf
s = d, fir ein d € Oy(Y). Sei g : Y — A! der durch d induzierte Morphismus.
Man hat das kommutative Diagramm

X

91X I \'f
AI(C)—bC

2—z™,
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g ist unverzweigt in a. Nach [12, 1.9.5] ist dann g sogar etal in a. Also ist f offen in
a.

Satz 2.3 ([10]). Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von C" und
f : U — C eine isoalgebraische Funktion. Fir jedes z € U und jedes j €
{1,...,n} existiert die partielle Ableitung §L (<) =lim f(ztte)=/(z) Dje Funktion

g_} : U — C ist isoalgebraisch.
'J

Beweis: Sei ((Y,V,g), f') eine etale Faktorisierung von f. OF ist der etale
Morphismus g : Y — A" standard, d.h. es gibt ein normiertes Polynom P(T) €
C[X1,...,Xn][T] mit: Y ist eine offene Teilmenge von Spec C[X1, ..., X,][T]/(P),
so da gle eine Einheit in Oy (Y) ist, und g ist die Einschrankung der Projektion
A" x A — A" auf Y. Sei h : U — C die isoalgebraische Funktion, so dafl
U — V, z > (z,h(z)) die Umkehrabbildung von g|V : V — U ist. Es
geniigt zu zeigen, daf8 h partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen
gz—"] isoalgebraisch sind. Angenommen, es sei h partiell differenzierbar. Wir wollen
dann zeigen, da8 gzi] isoalgebraisch ist. Fiir jedes z € U gilt 0 = P(x, h(:c)) Somit

= 3‘9{]—(:1:, h(z)) + % (2, h(z)) - 532—"’(2), wobei &5 (z, h(z)) # 0. Also

a—h(:c) ~ 3‘2}% (z,h(z))
0z; %;(w, h(w))

und somit ist gz—"’ isoalgebraisch. Es bleibt noch zu zeigen, da h partiell differen-

zierbar it. OF ist n = 1. Sei 29 € U gegeben. Wir entwickeln das Polynom P(X,T)
um die Nullstelle (zo, h(z0)) und erhalten fiir jedes z € U

0=P(z,h(z)) = Y  apg(z —z0)"(h() — h(20))", (*)
?,9>0
(r,9)#(0,0)

mit apy € C und ag1 = 45 (0, h(z0)) # 0. Wir setzen

d(z) = 3 apg(z — 20)? (h(z) — h(z0))"™"
43

e(z) = Z apo(z — zo)P L.

p21

Es sind d und e stetige Funktionen auf U mit d(z¢) = ao1 und e(xg) = ajp. Fir
jedes £ € U mit z # z und d(z) # 0 folgt aus (x)

Ma)=hge)  _elo)

T — 0 (z

~

Also existiert der Limes lim h(z)=hz20) \nd es ist lim h(@)=h(zo) _ _ax
T—To

= - a
Tz T—To T—To 01
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Die folgenden beiden Satze betreffen endliche isoalgebraische Morphismen. Be-
weise hierzu findet man in [8, §3 und §4]. Ein Morphismus f : X — Y zwi-
schen lokal isoalgebraischen Rdumen heifit quasiendlich in z € X, wenn z isoliert in

F71(f(z)) ist.

Satz 2.4. Sei f : X — Y ein Morphismus lokal isoalgebraischer Riume und sei

z € X. Dann sind aquivalent

i) Oy,f(z) — Ox,s ist endlich.

ii) Oy,f(z) — Ox,z ist quasiendlich.

iii) Es existieren eine offene semialgebraische Umgebung U von z in X und eine
offene semialgebraische Umgebung V von f(z) in Y, so daB f(U) C V und
fIU : U — V endlich ist.

iv) f ist quasiendlich in z.

Satz 2.5. Sei f : X — Y ein endlicher Morphismus lokal isoalgebraischer Raume
und sei F eine koharente Garbe auf X. Dann ist f.(F) eine koharente Garbe auf
Y.

Korollar 2.6. Sei f : X — Y ein Morphismus lokal isoalgebraischer Riume
und sei ¢ € X, so daB Oy,f(;) — Ox,; injektiv und endlich ist. Dann ist f(X)
eine Umgebung von f(z) in Y.

Beweis: Nach Satz 2.4 konnen wir ohne Einschrankung annehmen, daf8 f endlich
ist. Sei J der Kern des Garbenmorphismus Oy — f,Ox. Es ist f(X) =
{y € Y|Jy # Oy,}. Nach Satz 2.5 ist f,Ox und somit auch J koharent. Da
Jf(z) = 0, gibt es also eine offene semialgebraische Umgebung U von f(z) in Y mit
J|U = 0. Es ist dann U C f(X).

Ebenso wie in der komplex analytischen Geometrie hat man auch in der isoal-
gebraischen Geometrie eine Uberlagerungsdarstellung irreduzibler isoalgebraischer
Keime.

Satz 2.7. Sei f : X — Y ein Morphismus lokal isoalgebraischer Raume. Sei
z ein Punkt von X, so daB Oyx, integer, Oy,f(z) normal und Oy,fz) — Ox,z
injektiv und endlich ist. Dann gibt es eine offene semialgebraische Umgebung U
von z in X, eine offene semialgebraische Umgebung V von f(z) in Y, ein Polynom
F € Oy(V)[T] und einen isoalgebraischen Morphismus s : U — Z, wobei Z der
durch F induzierte isoalgebraische Teilraum von V x (A!)* ist, so daB gilt

i) F ist normiert und hat den Grad [Quot(Ox,z) : Quot(Oy,s(s))] und das Poly-
nom Fy(;) € Oy, f(z)[T] ist irreduzibel in Oy,s(z)[T].
ii) Es kommutiert
U —— 2
v\ 9
v ,
wobei g die Einschrankung der Projektion V x (Al)» — V auf Z ist. Es
sind f|U,g,s endlich und surjektiv. Ist D C V die Nullstellenmenge der
Diskriminante d € Oy (V) von F, so ist die Einschrinkung U\f~}(D) —
Z\g~(D) von s ein Isomorphismus.
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Satz 2.7 ist in [8, 5.4] bewiesen. Der wesentliche Punkt zum Beweis von Satz 2.7
ist Korollar 2.6.

Satz 2.8. Sei f = (h,¥) : X — Y ein Morphismus isoalgebraischer Raume,
so daB h : |X| — |Y| ein semialgebraischer Isomorphismus ist. Weiterhin sei X
reduziert und Y normal. Dann ist f ein isoalgebraischer Isomorphismus.

Beweis: Gegeben sei ein z € X. Sei g der Ringhomomorphismus
Oy,f(z) — Ox,z- Da f eine offene Abbildung und Y reduziert ist, ist g injektiv.
Nach Satz 2.4 ist g endlich. Sei y ein Primideal von Ox, mit g~!(y) = (0). Sei
(T, Or) ein lokal abgeschlossener isoalgebraischer Teilraum von X mit ¢ € T und
Ors = Ox,z/y. Nach Korollar 2.6 ist f(T') eine Umgebung von f(z) in Y. Da f
ein semialgebraischer Isomorphismus ist, ist 7' eine Umgebung von z in X. Da X
reduziert ist, folgt hieraus y = (0). Also ist Ox , integer. Da f injektiv ist, folgt aus
Satz 2.7, daB8 g einen Isomorphismus Quot(Oy,f(z)) — Quot(Ox,;) induziert. Da
Oy, s(z) normal ist, ist g ein Isomorphismus. Nach Satz 1.5 ist f ein Isomorphismus.

Ist X eine Varietat iber R, so hat man auf dem semialgebraischen Raum X (R)
eine Garbe Ny, die analog zu der Garbe der isoalgebraischen Funktionen definiert
ist ([2]). Mx heifit die Garbe der Nashfunktionen auf X. Ist X regular, so ist Nx
eine Garbe von R-wertigen Funktionen auf X (R).

Satz 2.9 ([10]). Sei G eine offene semialgebraische Teilmenge von C™ und sei
¢t € C eine Wurzel von —1. Es seien u,v : G — R Nashfunktionen (hierbei
betrachtet man G als offene semialgebraische Teilmenge von R?" = A%*(R)), so daf$
f =u+iv: G — C partiell differenzierbar ist, d.h. firr jedes ¢ € G und jedes
J € {1,...,n} existiert die partielle Ableitung g—z%(a:) Dann ist f eine isoalgebraische
Funktion.

Zum Beweis von Satz 2.9 benotigen wir das folgende Lemma

Lemma. Sei V eine zusammenhangende offene semialgebraische Teilmenge von
C™ mit VN R™ # . Sei f eine isoalgebraische Funktion auf V, so daB f(z) = 0 fiir
jedes £ € VN R®. Dann ist f = 0.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach n, mit Induktionsanfang
n = 0. Sei P ein offener Polyzylinder des C™, der in V liegt und dessen Mittelpunkt
ein Element von R" ist. Sei s : P — C die Projektion auf die letzte Koordinate.
Nach Induktionsvoraussetzuung ist f|s~!(s(z)) = 0 fiir jedes z € P N R". Deshalb
ist dim{z € V|f(z) =0} > 2n — 1. Nach dem Identitatssatz 2.1 ist f = 0.

Nun zum Beweis von Satz 2.9. Sei r die lineare Abbildung
C¥™ — C™, (21,41, -+ »Tn,Yn) — (214191, ..., Zn+1yn). Sei s die Einschrankung
von r auf r~}(G),s : r~}(G) — G. Nach Voraussetzung sind u' =
(u o 8)[r~1(G) N R?* und v' = (v 08)|r~}(G) N R*™ Nashfunktionen auf der offenen
semialgebraischen Teilmenge r~1(G)N R*" des R*". Es gibt eine offene semialgebrai-
sche Umgebung P von r~1(G) N R*" in r~}(G) und eine isoalgebraische Funktion
h: P — C, so daB h|r~1}(G) N R*™ = u' + iv'. Sei Q eine offene semialgebraische
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Umgebung von r~}(G)NR?*" in P, so daB ZN R*" #  fiir jede Zusammenhangskom-
ponente Z von @ und t :=r|Q : @ — G zusammenhangende Fasern hat. Wir set-
zen g := h|Q. Die Vektoren e; = (—1,1,0,...,0),e2 = (0,0,—¢,1,0,...,0),...,en =
(0,...,0,—1%,1) sind eine Basis des Kerns von 7. Man erganze e;,...,e, zu einer
Basis el, .y €2 von C?". Seien z,.. ., 23, die zugehdrigen Koordmatenfunktlonen
Es sind 31- 3-’— isoalgebraische Funktlonen auf @ nach Satz 2.3. Da f partiell

differenzierbar ist, hat man 3-9-|Q N R™ = 0 fir j = 1,..,n. Nach dem obigen

Lemma ist dann 3-”— =0 auf Q fir j = 1,...,n, d.h. g ist konstant auf den Fasern
von t. Deshalb glbt es zu jedem z € G eine offene semialgebraische Umgebung W
von z in G, so daB f|W isoalgebraisch ist. Nach Satz 1.5 ist f isoalgebraisch.

Bemerkung: Satz 2.9 1aBt sich verscharfen. Es gilt namlich, dal jede partiell
differenzierbare semialgebraische Funktion f : G — C isoalgebraisch ist ([8, 10.4]).

3. Beweis des Hauptsatzes von Zariski und des Riemannschen Hebbar-
keitssatzes fiir isoalgebraische Funktionen

Seien X ein lokal isoalgebraischer Raum, A eine abgeschlossene lokal semialgebrai-
sche Teilmenge von X und f € Ox(X\A) eine isoalgebraische Funktion auf X\ A. f
heiflt lokal beschrankt lings A, wenn es zu jedem a € A eine offene semialgebraische
Umgebung U von a in X und ein s € R gibt, so daB8 |f(z)| < s fiir jedes z € U\ A.

Lemma 3.1. Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von C, u ein Punkt
von U und f : U\{u} — C eine isoalgebraische Funktion, die lokal beschrankt
langs {u} ist. Dann 1a8t sich f zu einer isoalgebraischen Funktion auf U fortsetzen.

Beweis: OF ist U zusammenhingend. Nach Korollar 1.3 gibt es eine re-
guldre zusammenhéangende eindimensionale Varietit X, eine offene semialgebrai-
sche Teilmenge V von X(C), eine Zariski-offene Teilmenge L von X mit V C L,
ein f' € Ox(L) und einen endlichen Morphismus p : X — Al, so daf ph|V
V — U\{u} ein isoalgebraischer Isomorphismus ist und (p*|V)* ( f) = f'IV. Sei
p~Y(u) = {v1,...,v,} und sei V; eine zusammenhingende offene semialgebraische
Umgebung von v; in p~1(U) mit p~!(v) N V; = {v;}(i = 1,...,r). Da es eine of-
fene semia.lgebra.ische Umgebung T von u in U mit p~}(T) C V4 U... UV, gibt,
existiert ein s € {1,...,r} mit (V\{v,}) NV # 0. Da V,\{vs} zusammenhangend
ist und V offen und abgeschlossen in p~}(U\{u}) ist, ist V\{v,} C V. Man setze
W = VUV, Nach Satz 2.2 ist p¢c : X(C) — AI(C) eine offene Abbildung.
Da pc|W : W — U bijektiv ist, ist pc|W ein semialgebraischer Isomorphismus.
Nach Satz 2.8 ist p?|W : W — U ein isoalgebraischer Isomorphismus. Da f lokal
beschréankt langs {u} ist, ist v, keine Polstelle der durch f' gegebenen rationalen
Funktion f auf X. Also liegt W im maximalen Definitionsbereich von f und f 138t
sich zu einer isoalgebraischen Funktion auf U fortsetzen.

Lemma 3.2. Seien U eine offene semialgebraische Teilmenge von C" und A
eine isoalgebraische Teilmenge von U. Fiir jedes z € C™! sei r~!(z) N A endlich,
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wobei r : U — C™~1 die Projektion auf die ersten n — 1 Koordinaten ist. Sei
f : U\A — C eine semialgebraische Funktion, so daf sich f|r~!(z)\A zu einer
isoalgebraischen Funktion auf r—(z) fortsetzen 1aBt fiir jedes z € C*~!. Dann 138t
sich f zu einer semialgebraischen Funktion g : U — C fortsetzen.

Beweis: Sei g : U — C die Fortsetzung von f, so daB8 g|r~!(z) isoalgebraisch
ist fiir jedes z € C™~1. Es ist zu zeigen, daB g stetig ist in jedem Punkt von A.
Gegeben sei ein a € A. OF ist a = 0. Sei ein € € R,e > 0 gegeben. Nach Satz 2.4
gibt es offene Polyzylinder P und Q in C™~! und C mit jeweils Mittelpunkt 0, so
da PxQ C U und (Px3Q)NA = B, wobei 0Q = Q\Q der Rand von Q ist. Es gibt
eine offene semialgebraische Umgebung P’ von 0 in P, so daB |g(p,q) — ¢(0,q)| < §
fir jedes p € P' und jedes ¢ € dQ. Nach dem Maximumprinzip (Satz 2.2) ist
dann |g(p,q) — 9(0,9)| < § fiir jedes p € P’ und jedes ¢ € Q. Sei Q' eine offene
semialgebraische Umgebung von 0 in @, so daB |g(0,¢)—g(0,0)| < £ fiir jedes ¢ € Q'.
Es ist dann |g(y) — g(a)| < ¢ fiir jedes y € P' x Q'.

Lemma 3.3. Seien U eine zusammenhangende offene semialgebraische Teilmenge
von C"™ und d eine isoalgebraische Funktion auf U, die nicht identisch Null ist.
Seien A = {z € U|d(z) = 0} die Nullstellenmenge von d und f : U\A — C eine
isoalgebraische Funktion, die lokal beschrankt langs A ist. Dann 1aBt sich f zu einer
isoalgebraischen Funktion auf U fortsetzen.

Beweis: Zunachst wollen wir zeigen, dafl sich f zu einer semialgebraischen Funk-
tion g : U — C fortsetzen 1a8it, die unendlich oft partiell differenzierbar ist. Ge-
geben sei ein u € U. OF ist u = 0. Sei V eine offene semialgebraische Umgebung
von 0 in U, so daB L N V zusammenhangend ist fiir jeden 1-dimensionalen Unter-
vektorraum von C™. Man wahle eine Basis ej,...,e, von C" mit ej,...,eq € V\A.
Im folgenden sei C™ mit dem durch ey,..., e, gegebenen Koordinatensystem ver-
sehen. Sei r; : V — C™1 die Projektion, die die i-te Koordinate weglaBt (im
neuen Koordinatensystem), i = 1,...,n. Nach dem Identititssatz ist r71(0) N A
endlich fiir jedes 7 € {1,...,n}. Nach Satz 2.4 gibt es eine offene semialgebraische
Umgebung Q von 0 in V, so da8 s7!(z) N A endlich ist fiir jedes z € C™~! und jedes
i € {1,...,n}, wobei s; : Q — C™"! die Einschrankung von r; auf Q) ist.

Nach 3.1 und 3.2 148t sich f|Q\A zu einer semialgebraischen Funktion h: Q — C
fortsetzen. h ist unendlich oft partiell differenzierbar, denn: Sei D ein Differential-
operator der Form E’)’le 0...0 a-zai—k(il, ik €41, .. ,n}) und sei j ein Element von
{1,...,n}. Wir nehmen an, daB Dh existiert und semialgebraisch ist, und wollen
zeigen, daf Q%lz_,h) existiert und semialgebraisch ist. Nach Satz 2.3 ist Dh|Q\A isoal-

gebraisch. Somit ist nach 3.1 auch Dhls;l(m) isoalgebraisch fiir jedes z € C*~1.
Deshalb existiert fiir jedes u € Q die partielle Ableitung a—g—’;—hl(u) Sei t die Funk-
tion @ — C,u —s 2S.,IZ—:Q(r.L) Nach Satz 2.3 ist ¢|@Q\A isoalgebraisch und tls;l(z)
isoalgebraisch fiir jedes € C™~!. Also sind die Voraussetzungen von 3.2 erfiillt
und wir erhalten, daf ¢ semialgebraisch ist.

Damit ist gezeigt, daB sich f zu einer semialgebraischen Funktion g : U — C fort-

setzt, die unendlich oft partiell differenzierbar ist. Wir schreiben g = a + b, wobei
a und b R-wertige Funktionen sind. a und b sind semialgebraisch und unendlich oft
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partiell differenzierbar (nach den reellen Koordinaten des R*"). Nach [3, Ch. 8] sind
dann a und b Nashfunktionen. Folglich ist g isoalgebraisch nach Satz 2.9.

Lemma 3.4. Seien U eine zusammenhangende offene semialgebraische Teilmenge
von C® und F ein Polynom aus Aan»(U)[T]. F sei normiert und irreduzibel in
Aan(U)[T] und die Diskriminante d € Aan(U) von F sei ungleich Null. Sei

= {z € Uld(z) = 0}. Dann ist der durch F|U\A definierte isoalgebraische
Teilraum X von (U\A) x (A!)* zusammenhingend und regulir.

Beweis: Sei s: X — U\A die Elnschla.nkung der Projektion
(U\A) x (A))» — U\A auf X. s ist eine Uberlagerung. Angenommen, es sei X
die disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener semialgebraischer Teilmengen
Z; und Z;. Fir jedes u € U\ A bilde man die Polynome in C|[T]

i(u)

Gi(v,T) = [[(T - &)

k=1
i(u)
(v,T) = H(T bi)
wobei ay, ..., @), b1,.. ,(.,) € C dadurch bestimmt sind, daB s~!(u) N Z; =

{(u,al), ,(u ai(u)) } und sTHu)n 2, = {(u b1),...,(u, b_,(.,))} Es sind G; und
G2 Polynome aus Ap»(U\A)[T]. Nach Lemma 3.3 la.ssen sich G1, G2 zu Polynomen
Fi,F; € Aan(U)[T] fortsetzen. Es ist deg F; > 0,deg F; > 0 und F = F; - Fs.
Widerspruch zur Irreduzibilitat von F.

Satz 3.5. Sei X ein zusammenhangender normaler lokal isoalgbraischer Raum
und sei A eine lokal semialgebraische Teilmenge von X mit dimA < dim |X| — 2.
Dann ist X'\ A zusammenhangend.

Beweis: Zunichst beweisen wir, dafl es zu jedem Punkt # € X eine offene
semialgebraische Umgebung U von z in X gibt, so da U\A zusammenhangend
ist. Sei z € X gegeben. Sei V eine offene semialgebraische Umgebung von z
in X, so daB (V,Ox|V) isomorph ist zu einem offenen isoalgebraischen Teilraum
einer irreduziblen normalen Varietat Y. Sei f : Y — A" ein endlicher surjektiver
Morphismus von Varietiten. Nach Satz 2.4 ist Aan f(;) — Ay,y endlich fiir jedes
y € Y(C). Da dim Apn f(y) = dim Ay, ist Aan f(y) — Ay,y dann auch injektiv.
Somit gibt es nach Satz 2.7 und Lemma 3.4 eine offene semialgebraische Umgebung
U von z in V und eine semialgebraische Teilmenge S von U, so daf dimS <
dim|X| und U\S eine zusammenhangende semialgebraische Mannigfaltigkeit ist.
Da dimA < dim|X| — 2, ist dann (U\S)\A zusammenhangend ([5, §13]). Es ist
(U\S)\A dicht in U\ A und somit ist U\ A zusammenhéngend.

Angenommen, es sei X\A die disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener lokal
semialgebraischer Teilmengen Z; und Z;. Es ist X = X\A = Z; U Z;. Da X
zusammenhangend ist, gibt es ein 2 € Z; N Z;. Sei U eine offene semialgebraische
Umgebung von z in X, so da U\ A zusammenhangend ist. Es ist U\ A die disjunkte
Vereinigung von UN Z; und UNZ;. Esist UNZ; # @ und UN Z; # 0. Widerspruch.
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Damit ist der Hauptsatz von Zariski bewiesen. Denn in der Situation von (2) aus
der Einleitung ist dim(U N S(C)) < dimU — 4.

Seien X ein lokal isoalgebraischer Raum, A eine nirgends dichte abgeschlossene
lokal semialgebraische Teilmenge von X und f € Ox(X\A) eine isoalgebraische
Funktion auf X\A. f heifit schwach lokal beschrinkt lings A, wenn es zu jedem
a € Aeint € R gibt, so daBl es in jeder Umgebung U von a in X ein y € U\A gibt
mit |f(y)] < t. Natirlich, wenn f lokal beschriankt lings A ist, so ist f schwach
lokal beschrankt langs A. Nun konnen wir den Riemannschen Hebbarkeitssatz fiir
isoalgebraische Funktionen formulieren.

Satz 3.6. Seien X ein zusammenhangender normaler lokal isoalgebraischer Raum,
A eine abgeschlossene lokal semialgebraische Teilmenge von X und f € Ox(X\A)
eine isoalgebraische Funktion auf X\ A. Dann gelten
i) Ist dimA < dim|X| — 2 und ist f schwach lokal beschrankt lings A, so 1afit
sich f zu einer isoalgebraischen Funktion auf X fortsetzen.
ii) Ist dim A < dim |X| — 3, so 148t sich f zu einer isoalgebraischen Funktion auf
X fortsetzen.

Beweis: Es sei dim A < dim |X|— 2. Nach Satz 3.5 ist X\ A zusammenhiangend.
OE ist X ein offener isoalgebraischer Teilraum einer normalen Varietat Z. Nach
Korollar 1.3 gibt es eine zusammenhangende normale Varietat Y, eine offene semi-
algebraische Teilmenge V von Y(C), eine Zariski-offene Teilmenge W von Y mit
VCW,en
f' € Oy(W) und einen endlichen Morphismus p:Y — Z, so da8
p*|V : V — X\A ein isoalgebraischer Isomorphismus ist und (p*|V)*(f) = f'|V.
Sei U der Abschlu von V in p~1(X). Es gilt
(1) Es ist p|U : U — X ein semialgebraischer Isomorphismus.

Denn: Wir setzen g := p|U : U — X. Es ist g eine endliche Abbildung. Da
X\A dicht in X ist, ist g surjektiv. Es bleibt noch zu zeigen, daB g injektiv
ist. Gegeben sei ein z € X. Es sei g7!(z) = {z1,...,2,}. Seien Uy,...,U,
paarweise disjunkte offene semialgebraische Umgebungen von uj,...,u, in U und
sei T eine zusammenhingende offene semialgebraische Umgebung von z in X mit
¢7(T) C UyU...UU,. Nach Satz 3.5 ist T\ A zusammenhangend und somit ist auch
971(T\A) zusammenhingend. Deshalb ist g~!(T\A) C U, fiir ein s € {1,...,7}.
Da g~1(X\A) dicht in U ist, ist 0 # g~ 1(X\A) N g~ (T) N U; = g~ (T\A) N U; fiir
jedesz € {1,...,r}. Alsoist r = 1.

Weiterhin gilt

(2) Es ist U eine offene semialgebraische Teilmenge von Y (C).

Denn: Gegeben sei ein u € U. Sei S eine zusammenhéangende offene semialgebrai-
sche Umgebung von u in p~!(X). Es ist SNV offen und abgeschlossen in S\p~1(A4),
da V offen und abgeschlossen in p~!(X\A) ist. Nach Satz 3.5 ist S\p~!(A) zusam-
menhéngend. Da SNV # §, ist also S\p~'(A) = SNV C V. Da S\p~!(A) dicht
in S ist, ist § C U.

Aus (1), (2) und Satz 2.8 folgt, da p*|U : U — X ein isoalgebraischer Isomorphis-
mus ist. Sei P der Polstellendivisor der durch f' gegebenen rationalen Funktion f
auf Y. Zum Beweis von Satz 3.6 ist noch zu zeigen, daB U N P = 0. Sei zunachst
f schwach lokal beschrankt lings A. Angenommen, es sei U N P # 0. Es gibt dann
einen Punkt u € U N P, der nicht auf dem Nullstellendivisor von f liegt. Fir jedes
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t € R gibt es dann eine offene semialgebraische Umgebung T von p(u) in X, so da8§
|f(x)| > t fir jedes £ € T\ A. Widerspruch dazu, da8 f schwach lokal beschrankt
langs A ist. Sei nun dim A < dim|X| —3. Esist UN P C p~!(A). Deshalb ist
dimU N P < dim|X| — 3. Der semialgebraische Raum P(C) ist leer oder rein von
der Dimension dim | X| — 2. Alsoist UN P = 0.
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