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FIBRES VECTORIELS HOMOGENES
SUR LES VARIETES ABELIENNES
QUI SONT DES TORES ANALYTI-
QUES (RIGIDES).

Marius van der Put - Marc Reversat

We give a caracterization of homogeneous vector bundles
on an abelian variety (over a complete non archimedean
valued field) which is an analytic torus, as the jacobians
of the Mumford-curves for instance. Homogeneous vector
bundles are stable under the action induced by the low on A.
We prove that they are coming from the representations of
the fundamental group of A, more precisely, that they are

exactly those vector bundles which are constructed with the
g-bounded renresentations.

La description des fibrés vectoriels sur un espace
analytique (qui est souvent 1'analytifié d'une variété
algébrique) par les représentations du groupe fondamental
a été largement étudiée en dimension 1, sur les surfaces
de Riemann ((W11,[A21,[N-S], puis sur les courbes de Mumford
(CF1,CP-R1). En dimension supérieure & 1, le fait que les
fibrés vectoriels homogénes de rang 1 sur une variété abé-
lienne complexe A (i.e. : @ isomorphisme prés les é&léments
de Pic°(A)) soient associés & des représentations du groupe
fondamental de A est un résultat ancien (dd aux efforts de
Riemann, Weierstass, Picard, Appel et Poincaré, cf. [W2]) ;
ce furent MATSUSHIMA Y. ([Mal, th. 1) et MORIMOTO A([Mol,
th. 2), gréce a un résultat de ATIYAH M.F. ([A2], prop. 14)
qui 1'étendirent aux fibrés de rang supérieur @ 1 en prou-
vant que sur un tore analytique complexe t"/n  tout fibré
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vectoriel homogéne est de la forme E(p) (définitions (0,2) et
(0.3)), ol p est une représentation de A. Depuis, 1'étude
des fibrés vectoriels homogénes a &té largement développée ;
en particulier par MIYANISHI M. ([Mil) et MUKAI S. ([Mul)sur
une variété abelienne, par MIYANISHI M. ([Mil) sur un espace
homogéne.

C'est 1a nature particuliére du corps de base, en
1'occurence €, et la structure différentielle qu'il en ré-
sulte pour les variétés abéliennes sur €, qui ont permis la
mise en évidence du lien entre les fibrés vectoriels homo-
génes et les représentations du groupe fondamental ([Mal,
[Mol). Dans notre article, le corps de base k est complet
pour une valeur absolue non archimédienne et nous considé-
rons les variétés abéliennes A qui sont des tores analyti-
ques sur k. Toutes les variétés abé&liennes sur k ne sont
pas de cette forme, mais, par exemple, les jacobiennes des
courbes de Mumford sont des tores analytiques ([M-D], [My]
et [Ge-3], [Ge-P] ch. VI ). Cette structure analytique nous
permet d'établir que tout fibré vectoriel homogéne E sur A
est de la forme E(p), ol p est une représentation du groupe
fondamental de A (ce résultat est déja connu pour les fibrés
homogénes de rang 1, c'est-a-dire @ isomorphisme prés les
éléments de Pic®(A) : [Ge2], §2 n°4 et §3).

De plus, si 1'on se 1imite aux représentations
o-bornées (§(1.3) et (2.3)), nous montrons que cette asso-
ciation est, @ isomorphisme et équivalence prés, bijective.
Notre démonstration est naturellement trés différente de
celle, différentielle, du cas complexe. Outre un résultat
de MIYANISHI M([Mi], lemme 2.1), elle utilise des méthodes
voisines de celles de [P-R] et la notion de représentation
¢-bornée d'abord introduite par FALTINGS G. ([FJ]). Dans Tle
cas de la dimension 1, Torsque la variété abé&lienne est une
courbe elliptique, nous retrouvons les résultats de [F] et
[P-R] puisque les fibrés vectoriels homogénes sont alors
les fibrés vectoriels semi-stables de degré 0 (comme le
montre la classification de ATIYAH M. ([Al]).
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NOTATION ET RAPPELS
Pour les notions fondamentales de géométrie analytique

rigide nous renvoyons a [B-G-R-1, [Fr-P] et [Ge-P1 ; pour
les propriétés des tores analytiques et des variétés abé-

liennes de ce type & [Gell et [Ge2] (voir également [M],
ch.2).

On désigne par k un corps complet pour une valeur
absolue non archimédienne non triviale, par |.| sa valeur

absolue, par T=(Spm[zl,zl’1,...,zg,zg'll)an 1'analytifié du

tore algébrique sur k de dimension g:1 et par X le groupe
des caractéres de T, c'est-3a-dire le sous-groupe multiplica-
tif de OT(T)* engendré par ZyseensZg. On a

9
* *
(0.1) oT(T) =k X
On note T(k) les points de T rationnels sur k, on a

T(k)=(k*)g. Un réseau A de T sur k est un sous-groupe de T
formé de points rationnels sur k, tel que, par 1'application

2:T(k)=(k*)9 > RY
(Ugseeesug) @ (-Loglull,...,-LoglugI)

A et 2(A) soient en bijection et que de plus 2(A) soit un
réseau de RY.

De maniére canonique, 1'espace quotient A=T/A est
muni d'une structure de k-espace analytique (rigide) séparé,
la surjection canonique p:T - A est un morphisme analytique
et un isomorphisme analytique local.

Si la "relation des périodes de Riemann" est vérifiée,
le tore analytique T/A est une varié&té abélienne ([Gel,
th. 5 et [Ral, th. 2).

(0.2) DEFINITION. Un fibré vectoriel E sur A est dit homogéne

si, pour tout x <A, il est 0,-isomorphe & t;E, od t, désigne
la translation par x.

(0.3) DEFINITION Soit p:A>GL(V) une représentation du
réseau A, ol V est un k-espace vectoriel de dimension n ;
M=VaOT(T) est muni de 1'action de A définie par :

k

A(vaf) = (p(r)v) @ (fox'l) pour tous Xeh, veV et feO,(T).

73



VAN DER PUT - REVERSAT

Pour tout admissible affinoide U de T on pose

F(U)=M & 0.(U)
0p(T)y T
Pour tout XeA, on a 1'isomorphisme

F(U) > F(aU)
maf A(m)u(fox'l)

(o0 meM et feO;(U)). Soit U un admissible affinoide de A,
on désigne par E(p)(U) 1'ensemble des éléments de F(p_l(U))
invariants sous 1'action de A. Pour les restrictions issues
de celle de OT :

(0.4) E(p) est un fibré vectoriel de rang n sur A.
On retrouvera plus loin, car c'est un résultat connu, que
E(p) est homogéne.

1. CLASSIFICATION DES FIBRES VECTORIELS HOMOGENES, LORSQUE
LE GROUPE DES VALEURS DU CORPS DE BASE N'EST PAS TROP
GROS.

Dans ce paragraphe on suppose que T et A satisfont
a 1'hypothése (H) suivante :

(H) i1 existe une base {xl,...,xg} du groupe X des caracté-
res de T et une base 01,...,Ag} de réseau A telles que

Ixi(xj)l=1 pour tous i,j=1,...,9 avec i#j,
Ixi(xi)|<1 pour tout i=1,...,q.

REMARQUE. L'hypothése (H) est vérifiée si v(k*)cQ donc en
particulier si k est inclus dans le complété d'une cldture
algébrique d'un corps local. En effet, on peut alors suppo-
ser que la forme bilinéaire AxX - Q, donnée par
(xsx) » v(x(X)), est & valeurs dans Z. Il existe donc une
base {Al,...,k } de A, une base {xl,...,xg} de X et des
_entiers “i>° (1¢igg) tels que, si t désigne 1'inclusion
t:A > Hom(X,2), on ait r(xi)=nix; (lsisg), ol {x} ,.
.,xg*}désigne la base de Hom (X,Z) duale de {xl,...,xg}.
(1.1) ¢-cohomologie.

Pour lgi<g, on pose wi=xi(xi) et pour tout zeT on

écrit zi=xi(z). Pour g=(n1,...,ng)elg soit
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g n1+1 n,
(1.1.1) UE = 12 {[nil slzi|<|wi| }
(1.1.2) Le recouvrement (U )

D hezd
par 1'action de A. On pose

de T est pur et est stable

(1.1.3) U,= (U on...nl s | seN,n®,...,n%7%)

(1.1.4) DEFINITION. Soit F un faisceau de k-espaces vecto-
riels sur T. On dira que F est un faisceau de k-espaces
vectoriels normés, si, pour tout admissible affinoide U de
T,UeU ,F(U) est un k-espace vectoriel normé (on notera
souvent “ “G cette norme) et si, pour tous admissibles affi-
noides U,V avec U=V et U,V appartenant & U,, la restriction
F(U) - F(V) est de norme au plus 1.

Soit F un faisceau de k-espaces vectoriels normés, on

note 6¢(F) le complexe suivant

do al o d?
(1.1.5) lg F(Uﬂg) — gIF(Uno, nl) — lg (Uno’ nl, nz) —F ...

(on a posé Uno,,”, n5=Uﬂ°""'nUnS) ol g F(Uﬂo,...,ns) est

1'ensemble des £=(£no nS) €MF(U o ns) (ce dernier

produit &tant étendu & tous les (s+1)-uplets d'éléments de
7° deux a deux distincts), qui vérifient les deux asser-
tions suivantes

F
(1.1.6) sup _ [lg o sl U N
B2 L amEesl n%, ...,nS

(1.1.7) pour tout e>0 i1 existe un entier N tel que

{(ﬂo,---,ns)|"€no as lu s * E}soit inclus dans
no,....ns W, "

DI BAY

{(ﬂo,...,gs)len}, i20,...,8,5=1,...,9 }
(o0 1'on a posé £1=(n1,...,n;)).

Les applications di de (1.1.4) sont les mémes que
celles du complexe de Cech, on note H;(F) les groupes de
cohomologie de U%(F).

(1.1.8) Une suite exacte de faisceaux de k-espaces vecto-
riels normés 0 ~ F' >~ F > F" > 0 est dite stricte si,
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désignant par ||.]! et |.|* 1les normes induites sur F' et

F" par H.HE, il existe deux constantes c;>0 et c, telles
que, pour tout Uel (cf (1.1.3)).

1 Fl 1 n F" "
C1"-"U$“-nu ~<C2l’ "U et C1||-| USII'"U 6Cz“’ ”U

A toute suite exacte stricte on peut associer une Tongue
suite exacte de ¢-cohomologie.

(1.2) Un calcul de ¢-cohomologie.

Soient rl,...,rg des nombres réels strictement positifs.

On désigne par 0% 1e faisceau OT muni des normes H.ﬂf
suivantes

(1.2.1) pour tout ﬂ=(n1,...,ng)e2g

n n
+ _ sp 1 g
H.Hun H.Hun Py ey

g n;
I min{l,|n;] "}
. i

i=1

et pour tout admissible affinoide U de T tel que Ue U , si
n est minimal pour 1'ordre lexicographique de 79 tel que

Un:U, on pose

n.
i

n n
Sp 1 ’
H."B:H."U- ry ...rgg min{l,|n;] "}

[[I=N=]

i=1
(1.2.2) Proposition

O/t i,aty ;

H@(O )=k et HQ(O )=(0) pour tout izl.
La démonstration se déroule en plusieurs étapes. Nous commen-
gons par le cas g=1.

(1.2.3) Démonstration de (1.2.2.) lorsque g=1. il faut
calculer la cohomologie du complexe

+ d +
0 » g 0 (u,) > ? 0 (Un,m) + 0

3 L L
qui montre déjd que H;(0+)=0 pour ix2.
Calcul dé H°(0+). Soit fekerd, f=2, ¢ z® avec ¢ _ek.
¥ gel 8 B
D'aprés (1.1.6) on a pour tout BeZ

|ce|(|n|Br)"min{1,|n|"}sSuprﬂ6 pour tout neZ
m m

donc, en faisant tendre n vers +~, puis vers -=, on a avec
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(1.1.7) si c,#0
lnl<|n] B el

Donc i1 existe un seul B au plus, noté Bo> tel que c #0
OnaH(O)klok

Calcul de H¢(0 ). Soit Bo eZ défini par
+1
(1.2.4) |ﬂI<F|WF <1

. + . _ B .

Soit (En,n+1) eIl 0 (Un,n+1)‘ Si 5"’n+1'§§z cgz”, ol cyek,

on pose

(1.2.5% & = c, zF =Y c.z" =c zBO
e n,n+1 8BS * ¥n,n+l 85 * Vn,n+¢l g “° -

B>8° J B<Bo o

La démonstration consiste a prouver que (A
et (v sont des éléments de Imd.

n,n+1)n’ (”n,n+1)n
n,n+1)n

Montrons que (A 1)neImd. Pour tout isn-1, 2

n,n+
,n+1

i,i+l
converge sur Un={|n <lzl<|m|™ et un calcul facile montre

que,

" + n-i-1 min{1,|=|"}
I se1ly € arling 440 max (r|x®
i,i+10U 141Uy B>8, min{1, |"|1

+1
avec a=1 si g >0 et a=|1r|o si By<0 ; i1 en résulte avec
(1.2.4)
+ +
"Ai,i+1“U = al')‘1',1'+1”U pour ign-1
n i,i+l

Alors, si An=ig;-1 Ai141, (An)n est un él1ément de

mot(u) et d((a)) = (O 11y

®
Pour ne 2 soient (cf. (1.2.5)) : -—}E n,nel?
- zil .
si n>0, N =- v si n<0 et N_ =0 ;
Z=o ,n+1 n"T&, Vn.n+l 0

des calculs analogues aux précédents montrent que (Mn)n et
" + '
(Nn)n sont des éléments de g 0 (Un) et 1'on a d((Mn)n) =

(up,nedns 40N ) = Gop niadn

77



VAN DER PUT - REVERSAT

(1.2.6) Démonstration de la proposition (1.2.2) lorsque g=l.

Pour tout i=1,...,9 on désigne par 0 le faisceau sur
—(Spm kh 224 1])an égal au faisceau OT. et muni des normes
i
(1.2.1) construites avec r, et n.. On a ot. ot 8...8 07 et
i i 1 2 Kk 9
cet isomorphisme est isométrique. On en déduit 1'isomorphis-

me isométrique des complexes
+ e R +
(1.2.7) & (07) = 6,(07) :...z 8¢(og).

(1.2.8) Lemme : Soient deux complexes d'espaces de Banach
sur

2

A:0 > AC _3_ Al ._l_ A J1L>... et
d2

5:0 » 50 93, g 42,52 %2 2,

tels que Imdg soit fermé pour tout jz0 et i=1,2. Soit C le

complexe défini par : pour tout n»0

8 2 a .z
"= o ATEB"T et d" "> " verifie
i=0 k

_ a4l 5o _1yi n-i
|A1 § gn-i = (d1 E 1dBn-i’ (-1) a d ) pour O<isn
k

Alors les groupes de cohomologie des complexes A, B et
C vérifient les isomorphismes d'espaces de Banach : pour
tout n30

H'(C) =

n &3

(H (A) ‘:’H""(B))

1=0

A
Démonstration. Elle résulte du fait que E est un foncteur
exact sur la catégorie des espaces de Banach sur k. Considé-
rons la suite exacte de complexes 0-A'>A-A">0 ol A' est le

) d1 o, ,0
complexe 0-A" — d1(A )+0+0->... et A" Te complexe

0+0-A1/d%(A%)~A%. .. et notons ABB le complexe C de 1'&noncé
du lemme. Alors 0 ~ A'8B -~ ABB > A"8B - 0 est une suite
exacte de compTexes On montre, par un calcul direct, que
pour tout ms0, H"(A'@B)= (kerd y&H™(B) et que

H"(A"8B)- Hm+1(A BB) est 1°' app11cat1on nulle. On en déduit
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les suites exactes, pour n>0,

0-H"(A'@B)~H"(A&B)~H"(A"8B)~0; i1 vient la formule cherchée
pour n=0 et Ta démonstration se termine par récurrence sur n.

On déduit facilement de (1.2.7) et du lemme (1.2.8)
que pour i»0
; J J
Hige*) - 9 (H.1(0T)a...8 1, 9(0%))
¢ Jpte . Hig=d - 1 ¢ 9

qui avec (1.2.3) donne la proposition (1.2.2).

(1.3) Description des fibrés vectoriels homogénes sur A.

Définition. Soient V un k-espace vectoriel de dimension n,

{egs...,e 1 une base de V. Soit p:A+GL(V) une représentation
du réseau A=<A1,...,Ag>. Pour tout A e A on désigne par

| o(2)]] 1le maximum des valeurs absolues des coefficients de
la matrice de p(2) écrite dans la base {el,...,en}.

" .Agng € A, posons

9
R

Pour tout A=A1

(1.3.1)  d(n) = min {1,lni|ni}
i=1

On dit que la représentation p est ¢-bornée si

(1.3.2)  sup (Jo(r)"Hd(2))<=
Ae A
(1.3.3) pour tout >0 i1 existe un entier N tel que

n n
{AeA/"p(A)-lnd(A);e} c {All ...xgg/nizN V%=1,...,g}

Remarque. Cette notion ne dépend pas du choix de la base
{el,...,en} de V. Dans la suite de ce paragraphe,
{Al,...,kg} est la base de A intervenant dans 1'hypothése
(H).

Remarque. Cette définition s'inspire directement de celle
de FALTINGS (CF1, §4).

Si E est un fibré vectoriel sur A, on munit ,*E des
normes suivantes : soit u.ﬂuoune norme de 0;(U ymodule de

Banach sur p*E(Uo) (o0 U= T {|nls|zgl<l}). Si Vel est
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un admissible affino?de, | |V désigne 1a norme tensorielle

de p*E(Uo) 8 0 (V) E(V). Si V est un admissible
= OT(UQ)
affinoide de T on pose pour tout eep*E(V)

lely = max(d(3 )Ik(e)lenU )
(1.3.4) On désigne par EY 1e faisceau p *E muni des normes

+
“o" .

(1.3.5) Théoréme. On suppose que le tore analytique A est
une variété abélienne et vérifie 1'hypothése (H).

(1) Soit E un fibré vectoriel homogéne de rang n sur la
variété abélienne A. Alors le k-espace vectoriel VE-H (E )

est de dimension n, la représentation o donnée par 1'action
de A sur V. est o-bornée, 1'homomorphisme naturel

% nOT(T)+p*E(T) est un isomorphisme et induit 1'isomorphis-
” un et

me E=E(p).

(2) Si E; et E, sont deux fibrés vectoriels homogénes sur A,

alors 1'homomorphisme naturel?ﬁml El,E ) > Hom k(VE Vg )
est un isomorphisme. . 2

(3) Pour toute représentation o o-bornée du réseau A, le

fibré vectoriel E(p) est homogéne et 1'espace V de la

représentation est canoniquement isomorphe & H°(E(o) ).

Démonstration de (1). Nous &tudions d'abord le cas n=1.

Une représentation p:A>k™ de rang 1 est s-bornée si et seu-
lement si |ni|s|p(ki)l<1 pour tout i=1,...,9. On sait que

E =~ E(p') ([Ge 2] §2 n°4 et §3) ol p':n+k™ est une représen-
tation. I1 existe un caractére x de T tel que p=p'x soit
une représentation ¢-bornée et 1'on a E=E(p')=E(p) ([Ge2],
ibid.)

_ Soit donc E=E(p) ol p:A+k™ est s-bornée. Le faisceau
p“E est globalement 1ibre ([Ge2], th. 1), on a donc p*E=0Th,
o0 hep E(T), avec 1'action suivante de A: pour tous xep,

V admissible affinoide de T et feO;(V) on a

y(Fh)=foy ™ .o(xhe0r(yV)h = PE(yV).

T < + :
Ainsi le faisceau E* est, en tant que faisceau de k-espaces
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vectoriels normés, isomorphes a 8% pour ri=|p(xi)|, l<icg
(cf. 1.2.1) et (1.3.4)). Par conséquent
k si i=0
i+
(1.3.6) Hy(E") =
0 si i>0
I1 est clair que H$(E+) engendre p*E(T). Montrons que Hg(E)

+
est stable sous 1'action de A. Soit A ¢A, les normes H-HA(E )
induites par celles de E* satisfont pour tout admissible af-

finoide V de T e

RASRESY
D'autre part, on a pour tout Ae A
d(xd(y) <d(vh <a(r)d(y)
(on a en fait : d(yy') zd(y)i(y') pour tous vy, ¥y
)

a donc d(A'l) "-H: sﬂ-H}*(E < d(x)'1 * qui prouve que
+

Hg(A*E+) = Hg(E ) (ce sont deux parties de p”E(T)).
On a donc prouvé (1), dans ce cas n = 1. Lorsque
n>1, on utilise un résultat de Miyanishi ([Mil, lemme 2.1),

qui nécessite que A soit une variété abelienne, selon lequel,

€ A)’ on

si E est un fibré vectoriel homogéne de rang n, il existe
une suite exacte non triviale de fibrés vectoriels homogé-
nes sur A

0 >E'">E~>E">0

On en déduit Ta suite exacte stricte

(1.3.7) 0> (e")*
met de montrer

+ + : _
+~E »(E") -»0qui par récurrence sur n, per-

_ kK" sii=0
H'I(E+) -
o
0 si i>0

*

(1.3.8) 9 HS(EM) E 0,(T) = p E(T)

Hg(E+) est stable par 1'action de A.

-

En effet, on a prouvé que (1.3.8) est vrai pour n=1 et,
si E' et E" vérifient (1.3.8), la suite exacte de ®-cohomo-
logie déduite de (1.3.7) donne la suite exacte

0 > HG((E")") = HG(E") > HG((E")T) ~ 0 et Tes rela-
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tions H;(E+) = 0 pour tout i >0. On en déduit (1.3.8) pour E.

Ainsi, E~E(p) o0 p est Ta représentation définie
par 1'action de A sur Vg = HZ(E+). montrons que p est ¢-bor-
née. Soit e e ¥g = H%(E+), on a (cf. (1.1.6) et (1.1.7))

sup e | <= et
n 2’ L

(1.3.9) ¢ pour tout ¢>0 il existe un entier N tel que

{3579|H¢522e}c{ﬂ=("r°'”"9)Ezgrjfﬁ..ﬂ}

Soient U un admissible affinoide de T et A eA, on a (cf.
(1.3.4))

+ +
(1.3.10) "e"Au = max ”e”Au U
ﬂeZg LiS
donc, d'aprés (1.3.9)

+
{1.3.11) ;ui llell,y < =-
€
Ainsi | +|| = iupA”-”;u définit une norme sur V.. L'espace
€

vectoriel VE étant de dimension finie, la norme sur
Ve [I-ll" = “-": est &quivalente & | +|, donc i1 existe une
constante ¢ telle que

(1.3.12) Pl < dlell scll=|"

On a d'autre part, si U c Uy
- + +
(1.3.13) d(x) flo(r"Yyely <lely,

Donc avec (1.3.12)
- $ +
d(0) lo(r~tyelly <clely

pour tous U « Uo admissible affinoide et e e VE' IT en ré-

sulte
sup d(A) [lo(A7h) [ < =
Ael
Soit ¢>0, il vient avec (1.3.10) et (1.3.13)

{real o ™hell*d(a) 2 el fen| nez? avec v, nav=o
et HeHJ > e} d'ol, avec la deuxi&me assertion de (1.3.9),
n .

la relation (1.3.3).
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Démonstration de (2). Un morphisme E1 ﬁ E2 induit un mor-
phisme strict compatible avec 1'action de A E;-+E;, par
suite une application k-linéaire compatible avec 1'action de

o, +, Vv(f +
AVE1= H¢(E1) (+) VE2 =Hg(E2). Comme VE1 engendre p*El(T)

sur OT(T), on voit que V(f) = 0 si et seulement si f=0. La
surjectivité de f>V(f) est évidente.

Démonstration de (3). Soit p une représentation de A, mon-
trons que E(p) est homogéne (c'est un résultat connu)

soit a ¢ A, 1'action de A sur p*E(p)(T) est donnée par des
matrices constantes M(A), A ¢A, donc les mémes matrices don-
nent 1'action de A sur p*(t;E(p))(T) (om t, désigne la trans-
lation par a).

Soit p: A-GL(V) une représentation ®-bornée. Mon-
trons qu'il existe un isomorphisme compatible avec 1'action
de A entre V et Hg(E(p)+). Le groupe A é&tant commutatif, p
est équivalente 3 une représentation triangulaire (quitte a
faire une extension finie du corps de base k), donc
p = p' ®p" ol p' est une représentation de rang 1 et p" de
rang n-1. Désignons par V' 1'espace de p', par V" celui de
p". On a les suites exactes

0+ V" >y >y >0

0 > E(p") > E(P) > E(P') > O

0 > HG(E(P")™) > HG(E(R)™) > HG(E(p")T) > 0
par récurrence, on est donc ramené au cas ol d'imk V=1.

Soit o une représentation de A ®-bornée de rang 1 ;
alors E(p) est homogéne de rang 1 ([Ge2], §2 n° 4 et §3) et
la représentation p' associée & 1'action de A sur Hg(E(p)+)
est ®-bornée et vérifie E(P) = E(P'). Ainsi, il existe un
caractére X de T tel que, pour tout X ehA, p(X) = p'(A) X(})
(CGe21, ibid.) ; mais P et pP' étant %-bornées, on a pour
tout i = 1,...,9

l"il < |D'(Xi)| <let |[m| < |o(ry)] <1

par suite |m | < |x(A;)] < |“i|-1’ donc [x(A;)| = 1.
I1T en résulte y = 1 (cf. (H)).
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2. CLASSIFICATION DES FIBRES VECTORIELS HOMOGENES SUR A,
CAS GENERAL.

Nous indiquons briévement comment obtenir les résul-
tats précédents lorsque 1'hypothése (H) n'est plus satis-
faite, donc lorsque la valuation de k est quelconque (ultra-
métrique de rang 1).

(2.0.1) Sur {xl,..., xg} une base du groupe des caractéres
X de T, fixée pour tout ce paragraphe. Si u ¢ T on écrira
xi(u) = Uss 1 <4 <g.

(2.0.2) Pour tout u € T on pose

g
d(u) = nomin {1, |ui|}
1=

1

(2.1) Les faisceaux gt

SoitE un fibré vectoriel sur A de rang n. Définis-
sons le faisceau E'.

Soient U%,..., US des admissibles affinoides de T
tels que {p(U°),...,p(Us)} est un recouvrement admissible

affinoide de A ; on pose D =U%u...0US. soit {b1}
* < J]_stn
une base de p E(U‘), 0 <4 < s.

Soient u € D, e une section de p*E définie en u, U
un admissible affinojde de T tel que u ¢ U = D et eep (U) ;
on écrit

e . = ; ed bl ol el <0 (U nUi)

U nU‘ j=1 i 7] J T
et 1'on pose |e|'(u) = max {leg(u)| /0siss, 1<js<n}

Soient u ¢ T et e une section de p E définie en u,
on pose
(2.1.1) Je|(u) = max{|rx(e)|"(A(u)) /XeA, Au € D}

Remarquons que les normes de p*E définies par

Aue"U = sup {|e|(u) /ueUnT(k)} (o0 U est un admissible
affinoide de T et e ep*E(U)) sont invariantes sout 1'ac-
tion de A.

Soient U un admissible affinoide de T et e ¢ p*E(U),
on pose (cf. (2.0.2))

(2.1.2) ey = sup { lel(u).d(u) /uecUnT(k)}

84



VAN DER PUT - REVERSAT

Le faisceau E* est le faisceau p*E muni des normes H-Hf
précédentes.

Remarquons que les systémes de normes (2.1.2) et
(1.3.4) sont équivalentes lorsque (H) est vérifiée.

(2.2) o-cohomologie.

Soit me k tel que 0 < |m|<1. On pose pour tout

D= (nyseeang) e 79 (cf. (2.0.1))
g ni+1 n,.
Un={UeT/|'n| S|u_i|

Le recouvrement (U ) ;g de T est admissible, affinoide

n‘n e
pur. I1 dépend du choix fait en (2.0.1). Il n'est pas com-
patible avec 1'action de A sur T.

Si E est un fibré vectoriel homogéne de rang n sur
A on définit sa ¢-cohomologie par le complexe (1.1.5) et
les relations (1.1.6), (1.1.7) et on montre, comme au pa-
ragraphe 1, que si A est une variété abélienne

0,-+ n i, -+ .
(2.2.1)  HZ(ET) = K", H;(E ) = (0) Vi-=1.

Le Temme suivant est indispensable pour obtenir
1'analogue du théoréme (1.3.5)
(2.2.2) Lemme : Supposons que A soit une variété abelienne,
alors, pour tout fibré vectoriel homogéne E sur A, H°(E+)

)
est stable sur T'action de A.

Démonstration. Hg(E+) est 1'ensemble des e e p*E(T) tels

que
sup He”G < = et pour tout € >0 il existe un entier N
n n :

(2.2.3) ~ - tel que :

i e/l =€} c{n cZ/n; =N Vi=1,...,09)
n

(on a posé n = (nl""’"g)
Soit A e A. Il existe deux constantes <) et CA tel -
les que pour tout u € T

(2.2.4) cxd(u) < d(Au) < de(u)

Soit e « Hg(E+) et soit U un admissible affinoide
de T, on a

Ixce) g

sup {|xr(e)|(u)d(u) /uel nT(k)}

sup {max {|y(e)|'(yv)d(av)} /v ek'l UnT(k)}
Y el
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(cf. (2.1.1)), donc, avec (2.2.4)
+ + +
(2.2.5) c,llell”_; < [Irelly < C,flefl”_
A X 1U U A N 1U

Soient So et Sy deux entiers tels que
S -
|m] © < min  [x.(} 1)| <max |X,
<1 i

_ S
;0D <!
<g l<ic<g

I1 résulte de (2.2.5) que pour tout n = ("1""’"9) e 79
+ +
HAeHUn < Cy max{l]eHUm /g1=(m1,...,mg)e 29, sp<n;-m.<s
- - Vi=1,...,g9}
qui, avec (2.2.3) montre que Xe ¢ Hg(E+).

(2.3). Classification des fibrés vectoriels sur A

La définition des représentations &-bornées que nous

donnons maintenant est en fait équivalente & celle donnée
en (1.3) (qui n'est valable que sous 1'hypothése (H)).

Définition : Soit p »GL(V) une représentation de A, ol V est
un k-espace vectoriel de dimension n. On fixe une base de

V et, pour tout X eA, on note |[p(A)]|| Te maximum des valeurs

absolues des coefficients de la matrice de p(A) écrite dans

cette base. On dira que la représentation p est ®&-bornée

si elle vérifie

1

(2.3.1) sie {le(x) " d(A)} < =

€
(2.3.2) pour tout €¢>0 i1 existe ¢ > 0 tel que

(A e/ AsupA(||p(x)'1||d(x)) ze} © {heM|x;(N)] s ¢
€
Vi=1,....9}

Grace au lemme (2.2.2), des raisonnements semblables
d ceux du paragraphe 1 permettent alors de montrer 1'ensem-
ble des assertions du théoréme (1.3.5), sans que 1'hypothé-
se (H) soit satisfaite.
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