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UBER DIE MITTLERE OSZILLATION DER LOGARITHMISCHEN FUNKTION

Nikolaos Danikas

It is well known, that the logarithm is, in some way, the extremal
example of a BMO function; so an exact description of the mean oscilla-
tion of this function is important for the study of extremal problems in
the BMO theory. In a previous note we examined the analytic Tlogarithm
in the unit disc (see [2]).

We study in this paper the mean oscillation of the real logarithm,
as well as of the complex logarithm on the unit circle, and calculate
the usual BMO norms for both functions. It is remarkable that the sym-
metry property that holds in the complex case fails in the real case.

1. Der Fall des reellen Logarithmus

Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf IR,

I ={[a,B], a,Be R, B>a, und

B
s A
1 = = qu(t)dt.
Den Ausdruck
] N L
HF-1F)]) = gho Jqlf(t) I(f)|dt

nennt man die mittlere Oszillation von f auf 1I. Falls I(|f-I(f)|)
fur alle I ¢ R beschrankt bleibt, heisst f von beschrankter mittle-
rer Oszillation, f e BMO(IR). Identifiziert man die konstanten Fun-
ktionen auf IR mit der Null-Funktion, so bilden die BMO - Funktionen

einen Banach-Raum mit der Norm

”f"BMO = sup I(lf'I(fH) < o
IcR
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Ausser allen beschrankten Funktionen enthalt der Raum BMO(R) auch
langsam wachsende unbeschrankte Funktionen. Das typische Beispiel dabei
ist der reelle Logarithmus

h(t) = log|t|, t e R.

Man hat mit verschiedenen Methoden ([4], ([5]) bewiesen, dass
h € BMO(R). Diese Beweise liefern zwar leicht eine obere Schranke fur
I(|[h-1(h)[), vermittein jedoch keine weitere Informationen uber diesen
Ausdruck, und deshalb erlauben sie auch keine exakte Ausrechnung von

Ih I gyo-
Wir beginnen mit einer Homogenitatseigenschaft der mittleren Os-

zillation von h:

Fur ein & e R~N{0} sei IE das Intervall mit Endpunkten in Za
und E&B. Dann gilt

H(h-1(h)]) = Tg(h-T(h)]).

Wegen der Symmetrie von h bzgl. x = 0 braucht man zum Beweis
nur positive & zu betrachten. Dann fuhrt man einfach die entsprechende
Variablentransformation bei den Integralen durch.

Die Homogenitat erlaubt uns nun, das Verhalten von I(|h-I(h)|) Tle-
diglich auf Intervallen der Form I = [a,1], a < 1, zu untersuchen.

Bei solchen Intervallen setzen wir

I([h=I(h)|) = M(a),
und betrachten zunachst den Fall 0 s a < 1.

LEMMA 1. Die Funktion M(a) ist in ([0,1) streng monoton fallend
und beschrankt durch % : {

Beweis. Mit 0 < a <1 errechnen wir

—a_

G,

|-

1
I(h) = -lf—a f logtdt = Togy, wobei p =
a

und weiter

. M(a)

1
I(|h-1(h)|) 1}—[ [Togt-Togy| dt =
a

a

1
2 Myge = 2 Qa
Ta fu(logt)dt = 1_(}((<x1og“e +u).
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Nun setzen wir T%E = x > 0, und bekommen

1 x (1) % (x41)

EM(G) = x log{ Tx } o+ =

(140)% (x+1) e
= (x+1) (M) Lz(x)),
wobei
A(x) = x log lil > 0.

Als erstes bemerken wir, dass A(0) = Tim A(x)=0, also dass M(0)=§.

x>0
Da x offenbar eine streng monoton wachsende Funktion von a ist,
bleibt es zu beweisen, dass

AMx)-1 _

w(x) = (x+1)(e A(x)), x>0

streng monoton fallend ist.

Dies wird erfolgen mittels einer scharfen Abschatzung des Logarithmus,
bekannt durch ihre Anwendung in der Theorie der Gamma-Funktion ([1],s.45):

ST
2x+1 TT2x T T2(x+

2 1
X1 < 1og(1+;) < )}, x > 0.

Demnach gilt

W (x) = 1 - Tog(1+3) 2x+1-(x+1)er X)Ly <
<1 - Tog(1+) {1+2x-(x+1)A(x)} <
<1 -25—+1{1+2x-%((%1)- (1+ T;)('m)} -
=-2 L <o,
(2x+1)

und das Lemma ist vollstandig bewiesen.

Nun untersuchen wir den Fall o < 0.

Hier setzen wir x = - T%H’ 0 < x <1, und bekommen, vollig analog
zum vorigen Fall,
a
- : 1l I-a_ _al . 1-x.
(1) I(h) = Togu, mit u =g(-a) sl 1)

Die Errechnung von I(|h-I(h)|) hangt jetzt von der Lage der Zah-
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len -p und p relativzu a und 1 ab.
Wenn sowohl u als auch =-p in [a,1] liegen,d.h.wenn psmin{-a,l},
so gilt

M(a)

"

4 (M
I([h-1(h)]) = 72 J (logu-Togt)dt =
(o]

= % *(1-x)17% = u(x).

Nach (1) geschieht dies genau dann, wenn

T%K <X £ Téi’ d.h wenn -A £ a ¢ -% A
wobei A = 3,5911 die einzige reelle Losung der Gleichung logy = %-+1
darstellt.
Weiter sieht man mit Hilfe der Ableitungen,dass u(x) in [T%K’ TéK]

konvex ist, und dass sie ihr Maximum in den Endpunkten dieses Intervalls
annimmt. Somit gilt

%, 38

(2) TR

M(a) = M(-A) = M(- ) =

N 3
—

ax
-A<as-

>|

Es verbleibt die zwei Falle zu untersuchen, wo jeweils nur einer
der Zahlen u und -y in [a,1] liegt. Wegen der Symmetrie von h bzgl.
x = 0, lassen sich diese Falle auf den 0 < x < T%K , d.h. auf den
-% < a <0 zuruckfuhren.

Genau wie im Beweis von Lemma 1 errechnen wir hier

1
3 10n-1(m)) = 15 [ (loge-Togu)dt =
U

n

M(a) 1-a

(1-x) ("1 (x)) = v(x),

wobei k(x) = x 1ogT§; ist.

Das Maximum-Verhalten von M(a) in (-%,0) wird durch das folgen-
de Lemma beschrieben:

LEMMA 2. Die Funktion M(a) nimmt ihr Maximum auf (-%,0) in ge-

nau einem Punkt a, an. Es ist a, = -0,136.

Beweis. Es genugt zu beweisen, dass v‘(0) > 0, Vl(T%K) <0, und
v'(x) <0 fur 0< x< T%K gilt.
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Offenbar haben wir «(0)=0, K(I%K) =-%~, K'(T%K)=0, K (0) = ==,
Daraus folgt nach einfacher Rechnung, dass v’ (0) =+w, v’(T%K)< 0.
Andererseits ist

vix) = (X oy (ea-x) ke (x) -2 () HeX L e (6092 (1-x) <

-1
K(x)-1_ 1-2x 2 eK(X) K(x)-1,,_ 2 X
< (e 1) )% -~ I=x + s P + e (1-x)log T-x <
. : -1
< lgi {(1-e) L 2X2 + & 22 e+ 1092 Té;} <
(1-x)"x  (1-x)
1-x 3 3 2
< = ( Ix "2 e + logx) <0,
da ja 1ogzx < ji-+ 3 e in (O —l—) ilt, wie man leicht feststellt
& ax "2  TeA 9N '
Mit Hilfe der Lemmas 1 wund 2, der Beziehung (2) und der Tatsa-
che, dass T%K > % jst, konnen wir sofort die BMO-Norm von h  be-
stimmen:

SATZ 1. Die BMO-Norm von Tlog|t| ist gleich der mittleren Os-

zillation dieser Funktion auf dem Intervall I = [ao, 1] , wobei «a

0
die eindeutig bestimmte Zahl aus dem Lemma 2 darstellt, und zwarist
“]OQltluBMO = 0,93.

BEMERKUNG Manchmal ist es sinnvoll den reellen Logarithmus als
BMO-Funktion auf seinem naturlichen Definitionsbereich R+ = {xe R,
x > 0} zu betrachten. Vollig analog wie auf IR definiert man die BMO-
Norm von logt auf R, und findet man dann, nach Lemma 1, dass ihr
Wert gleich g ist.

2. Der Komplexe Fall

Sei f(e1t) eine komplexe integrierbare Funktion auf

T={zeC, |z| =1}, 1 < 2m,

1"
-
(1]

v 0, St S 62}, 0 =< 91 < 82

und
6
2 .
- . J f(e't)dt.
9

LA
1

Aus Einfachkeitsgrunden arbeitet man im Komplexen mit der gquadra-
tischen mittleren Oszillation, d.h. mit dem Ausdruck
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0
2 ;
IF-1(H)]) = (e [ [ (ei)-1(F)|2at1 /2.
2 6,-6
21 91
Vollig analog zum reellen Fall, definiert man hier als BMO(T) den
Raum der Funktionen f(e1t) mit

2l lgyo = suP_ 51 (IF(e"E)-1(F) ) < +o.
C

Zu bemerken ist, dass, aufgrund des Satzes von John-Nirenberg, die
Norm 2||f|| aquivalent ist zu der | f llgmo» definiert wie im reellen
Fall (siehe [4], S. 233, Corollary 2.3.).

Man weiss wieder ([5]), dass der komplexe Logarithmus

in
- t

, 0<t<2nm,

g(eit) E log(l-eit) = 109251n§ * iE%E == =

zum BMO(T) gehort, doch sind weitere Eigenschaften von 21(|g-l(g)|).
sowie der genau Wert der quadratischen BMO-Norm 2I|g||BMO nicht bekannt.

Zunachst schreiben wir
0

2 . e gy
(3) {I(lg-l(g)l)}2=+j tla(e’ ) [%+[1(g)|%-2Rel(g)g(e  F)}dt =
2 6,76, Jg
1

%
1 ity 2 2
mp=—a I |g(e1 )|%dt - |I(9)|".
2 71 91
Danach setzen wir fur einen Bogen I mit Mittelpunkt e'X und

Lange &
LI-1(@) )% = Qx,8), 0sx<2n, 0<38sem,
und beweisen wir die folgende Symmetrieeigenschaft:
SATZ 2. Fiir jeden Bogen I c T gilt
(4) Q(x,8) = Q(0,3) -

d.h. die quadratische mittlere Oszillation von g auf allen Bogen glei-

cher Lange nimmt ihren grossten Wert bei dem Bogen mit Mittelpunkt im

z=1 an.

Beweis Offenbar ist Q(x,8) symmetrisch bzgl. der Ebene x = m.
Daher genugt es, die Ungleichung (4) fur 0 s xsmn, 0<38 < 2n zu be-
weisen. Fur & = 2n gilt (4) als Gleichheit, da definitionsgemass
(s. [3], S. 34)
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2n s
-1 dtsi2,. 1 _n
Q(x,2n) = IO |Tog(1-¢'t)(2at = =% Osx<am
Wir werden (4) mittels der Ungleichung

(5) %% (x,5) <0, 0sxsm 0<&<2n

nachweisen.
Wir unterscheiden zwei Falle:

a) Der Punkt z =1 gehort nicht zum Bogen I, d.h. x >

n|ot

Man setzt x+g = a, x-% =y, 0<a<2n, 0<y<mn,

o(t) = 109251n£ , 0<t<2nm,

und hat nach (3)

a _ Q -
0x,8) = § [ e - L[ (ocepitihan? -
v 5" “y
1 [ 2 1 @ 2 . &%
=z e (t)dt - = {| o(t)dt}” + — , d.h.
o Iv 52 Jv 48

a
A . é% to(a)-0(v) 330 (a)o(v)) - jvw(t)dt}.

Da zusatzlich, wegen der Konkavitat von o(t),
5 Y
$ wot@ren) < [w(t)dt
a

gilt, ist die Beziehung (5) in diesem Fall bewiesen.

B)  Der Punkt z =1 gehort zu I, d.h. x5 3.
Wegen der Stetigkeit von %g bzgl. x genugt es, wenn (5) fur
x < g, bewiesen wird.

Mit xe2 =, xe2n-2 =8, aBe(0,2n), a<p, LE>un, e
kommen wir nach (3)

2n : ] s
(6) 00x,8) = & ¢f late®) (et - [ fa(e™) et -
0 a

>

B

1 2 1 (Bt 2

- 5 {]| eo(t)dt}™- S5{| S dt}~ =
52 Ja 52 Ja 2
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3, B B 2
L R N - - L 2. X 8
I AR A IUGE A T
a
NPT O TR
i -2 s
und daraus
B
67 33 = -xn(2n-8) + 2(0(e)-0(p)}(62LLEL & [Fo(e)at.
a

Somit ist (5) in diesem Fall aquivalent zu der folgenden scharfen
Ungleichung, die wir getrennt als Lemma beweisen.

LEMMA. Wenn (t) = log2sing , 0 < t < 2m, so gilt

B
(1) (o(e)-u(B)y((2n-(p-a)) HLBL 4 [oce)ay < J2GBom) (p-a)
Qa

fiir alle a, B in (0,2n), mit B>a und %E >

Beweis. Nach der Ungleichung von Karamata ([6], S. 272) ist

. a
sin 5 .
s a . B oa_ . B
sin 5 sin 5 sin 3 - sin 5
o(a)-9(B) = Tog < = <
sin g ///sin % //;%n % sin g
in B
sin 5
+
< % (B‘G)(g‘gE - n) -—————L*~—];—‘ 3
o O
sin 5 sin 5
also genugt es
B
(8) (Zn-(B-a))Qigl%QLEl + I o(t)dt < 2n/sin % sin g
a

fur unsere a und B zu beweisen.
Wir unterscheiden vier Falle fur die a, B.

5n

(i) ougg, 3B <o,

Wir setzen hier 2n-B = B = pa , wobei man aus Symmetriegrunden
M < 1 annehmen kann.
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PR
sin 3

Es gilt <2

=] [

<1 fir 0<t s 3',o\aja(s‘ixﬂ)%o in

(0, %). D.h. loga+log

alw

< ¢(a)<loga,und ahnlich 1ogB+1og% < @(B)<1ogB.
2n
Berucksichtigt man ausserdem dass J ¢(t)dt = 0, so braucht man

statt (8), die
a 3 B 3 /3.2
(a+B)(loga+logB) - ZI (1ogt+1ogﬁ)dt - ZJ (1ogt+logﬁ)dt < 4m (Eﬁ) aB
0 )

zZu beweisen. Letztete ist aquivalent zu der (1-u)1ogu+2(1-1og%)(u+1)—6JE<0,
0 <u<1l, welche aber wahr ist, wie man leicht mit Hilfe der Ableitun-
gen feststellt.

i) Dsqedm | Mg
3 3 3
Wir beginnen hier mit der Bemerkung,dass %<<2n-(B-a)<2n,und auch
n n
B n ., 3 3. 3 _2n
p(t)dt < 2 | o(t)dt = -2 |Te(t)dt < -2 (109;4-1ogt)dt— 3 -
a 0 0

n
3
Falls ¢(a)+e(B) 2 0, d.h. 1 s 4 sin % sin g < 2, so genugt es zu be-

weisen, dass 2n Qiglgﬂiﬁl %F < m Vasin g sin % , oder Tlogw + % <o

fur 1 £ w< 2, was wahr ist.
Falls ¢(a)+e(B) < 0, so genugt es, wenn die Ungleichung

“ QL—LjMEl + —— < n¢4s1n s1nQ

oder die logw + 4 < 6/ fur 0 < w< 1 gilt, was sofort zu verifizie-
ren ist.

i) Dcac<P,
In diesem Fall ist % < sing < 1, also brauchen wir lediglich die

Ungleichung

n<B< %?.

(2n-(B-a))o(a)+(B-a)e(a) < 3% v'sin 2 , oder die 1ogw<:é; fur 1<w= 251n2<2
V2

nachzuweisen. Letztere ist aber sofort einzusehen.

iv) 53—“<u<2n 53—"<B<2n

In diesem Fall ist (8) trivial, da ja ihre linke Seite negativ ist.
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Dgr Satz 2 erlaubt uns jetzt, die quadratische BMO - Norm von
1og(1-e1t) auszurechnen.

SATZ 3. Es gilt [ log(l-e T)|| R
N s 211709 BMO T -

Beweis. Aus dem Satz 2 folgt

it 2
{,10g(1-e"") [y} =  sup  Q(0,3)
2 BMOT  o<Bson ’
) B 2mn 2 “3 2n
wobei, gemass (6) und den Beziehungen j ¢ (t)dt= 5 J o(t)dt = 0,
0 0
2

20.0) = ¢ [ (st - 5 o] otrans? +

0

gilt, mit a =

= Njor

Setzen wi

1 {2 1 .° 2
(9) o(a) = = | " (t)dt - 5 {| o(t)dt}
q I0 02 J0

so genugt es offenbar zu zeigen, dass sup o(a) = 1.
0<asm

Zunachst verifiziert man nach wiederholter Differentiation, dass

a
(10) Tim o(a)= Tim ZcotgL{a(a) - I o(t)dt) = Tim Jcotgd = 1.
a->0 a->0 0 a->0

Wir setzen nun F(a) = uz(o(a)-l), und beweisen, dass F’'(a) »-00
a->
und F”(a) <0 fur 0<a<m.

Es ist sofort einzusehen, dass diese Beziehungen, in Kombination
mit (10), die Ungleichung F(a) < 0, d.h. die o(a) <1 fur 0<as ™
implizieren, welche aber den Satz vollstandig beweist.

Fur a klein gilt offenbar

a a 2
|J o(t)dt| < |J Tog(2 t)dt — 0, und
(0] 0 a-> 0

a a
I 02(t)dt < J' log?(2 t)dt — o,
0 0 a->0
also F'(a) — 0.
a->0
Fur die zweite Ableitung F”(a) errechnen wir

”" o a
F(a) = cotgs {ag(a) - I o(t)dt} - 2,
(o]
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und bemerken dann, dass

a
tgd F'(a) < ap(a) - j o(t)dt - a.
0

Dabei strebt die rechte Seite wieder gegen 0, wenn a - 0, indem

ihre Ableitung negativ bleibt fur alle a, 0 < a < m. Somit gilt
F"(a) < 0 1in der Tat.

Herrn Prof. Chr. Pommerenke sei hier fur Hinweise gedankt.
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