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La METHODE d'HORACE pour 1'INTERPOLATION
a PLUSIEURS VARIABLES

André HIRSCHOWITZ

* En hommage au Professeur Karl STEIN -

"Que vouliez-vous qu'il fit, contre trois 7"
Corneille

At how many points is it possible to prescribe values
to a polynomial of given degree, together with derivati-
ves up to order, say, t-1 ? We solve this problem in case
of polynomials in two variables for t=2 and t=3 and
in case of polynomials in three variables for t=2. Proofs

develop in the frame of modern projective geometry.
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0. Introduction

En combien de points peut-on imposer les valeurs
d'un polyndme de degré donné et de ses dérivées (d'ordre
au plus t-1)? A une variable, cette question est élémen-
taire et la réponse est classique. Dans ce travail,
on traite le probléeme a deux variables pour t=2 et t=3

et a trois variables pour t=2.

Soit k un corps de caractéristique nulle (mais

voir plus bas §1.5), S une partie 3 m éléments dans
n
k
par wt(s) le plus bas degré d'un polyndme s'annulant

l'espace affine A de dimension n sur k. On désigne
sur S avec toutes ses dérivées d'ordre au plus t-1.
Enfin soit wt(m):=wt(n,m) le maximum de wt(S) lorsque
S décrit 1'ensemble des parties & m éléments de A;.
Des considérations élémentaires d'algébre 1linéaire
permettent de majorer wt(m) par une fonction

m{(m)::wé(n,m) (cf. infra §1.2). Et si mt(m) et wt':(m)
sont égaux, la réponse a la question initiale est

immédiate. On veut donc montrer 1l'égalité wt(m)=w£(m).

Des considérations de théorie des groupes algébriques
[ N]ou de théorie des nombres [W] ont conduits quelques
mathématiciens a étudier les fonctions wt(S) et notamment
leur comportement asymptotique lorsque t ten. vers
1'infini (Ch. 1,2,[D],[EV],[S],[wii]).
En fait notre probléme s'exprime encore mieux en termes
des nombres m%‘(S) introduits et étudiés dans [M]
et [Ph].
Signalons que le calcul de wt(m), ainsi que 1l'étude
de 1la stratification par le rang (cf.eg.[Hi2]) que

la fonction Wy définit sur le schéma de Hilbert,
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est relié a diverses questions de géométrie algébrique
déja étudiées sous d'autres points de vue :

- d'abord 1la recherche des singularités qu'on peut
imposer a wune hypersurface de degré d dans P (cette
question avait été abordée par Remmert en 1977 dans
sa conférence au Colloque de Nice sur les Variétés
Analytiques Compactes),

- ensuite 1'étude de 1la cohomologie des faisceaux
inversibles sur les cubiques lisses de ]P3 et plus

généralement sur les surfaces de Del Pezzo (cf.[Wat]).

Enfin, pour t=n=2, la recherche des composantes irréduc-
tibles du schéma des courbes nodales du plan (cf. eg.
[Ac, z)).

Disons maintenant quelques mots sur la méthode

pour prouver 1'égalité mt(m)=m£(m), on montre plus
précisément l'existence de certains sous-schémas zéro-

dimensionnels de rang maximum (cf. infra 2.1 ) de 1l'espace

projectif P". Le probléme de 1l'existence de sous-
schémas de rang maximum de 1'espace projectif, qui
prolonge naturellement 1'étude des sous-schémas projecti-
vement normaux (cf.eg.[PS],[E],[GP]) a d'abord été considéré
dans le cas des courbes (cf.[H2],[EH]). Beaucoup de
résultats obtenus jusqu'ici ([B1], [BE],[HH],(Hi1)) 1'ont été
par une méthode de spécialisation progressive introduite
dans(HH1],[Hi1}. Cette méthode, que je propose d'appeler
méthode d'Horace, s'est aussi montrée efficace pour
la résolution d'autres problémes de rang maximum (au sens
de [Hi2]): voir [HH2,5] pour la construction de faisceaux
a bonne cohomologie sur P3, dont l'existence entraine
celle de nouvelles courbes de rang maximum,voir [B2],[Hi3]

pour la recherche de systémes de générateurs pour
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1'idéal gradué de 1l'ensemble fini générique de ]PE.

On expose ci-dessous comment cette méthode d'Horace
adaptée et enrichie, permet dans pas mal de cas, de
calculer uk(m). Bien que dans le présent travail on
ne calcule que ub(z,m) §7.3), ub(z,m) @ 8.3 ),
w2(3,m) (§ 9.4) et w6(2,10) §4.5,5.3), il semble
clair que la méthode permettra de traiter bien d'autres
cas. On utilisera systématiquement le langage des
schémas. De fait, on constate que les concepts de
point non réduit et de point non fermé sont parfaitement
adaptés au présent probléme, dont pourtant la formulation

ne releve que de l'algébre élémentaire.

*

Je remercie D.Bertrand, qui a éveillé mon intérét
pour ces questions ainsi que
H.Hironaka, H.Esnault et E.Viehweg
pour des conversations stimulantes.

Ce travail a été exposé en juin 1984 au Séminaire
Problémes Diophantiens de 1l'Université de Paris VI :

Je remercie vivement M.Waldschmidt pour m'avoir incité d

consacrer quelques semaines d ces questions.

*
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1. Traduction en géométrie projective

Le langage adapté & la méthode d'Horace qu'on veut
décrire et illustrer est celui des schémas projectifs
et des faisceaux cohérents. En effet la méthode repose

sur le théoréme de semi-continuité (cf.[H1]III.12.8)

appliqué au schéma de Hilbert (cf.[G]).

1.1 Le nombre W

Soit P" n

k
et soit @Ipn(d) le faisceau inversible de degré d sur

:=]PE l'espace projectif complété de A

P". L'espace vectoriel des sections globales de ce
faisceau s'identifie a 1l'espace vectoriel des polyndmes
(non nécessairement homogénes) de degré au plus d
sur Al ((H1] III.5.1).

k
Associons maintenant a la partie finie S de AE le
sous-schéma Y:=S(t) de P" dont le faisceau d'idéaux

IY est la puissance t-iéme du faisceau d'idéaux de S.
Comme k est de caractéristique nulle, HO( ]Pn,IY(d))
s'identifie a4 1l'espace des polyndmes de degré au plus
d sur A" s'annulant sur S avec toutes leurs dérivées
d'ordre au plus t-1. Le nombre wt(S) est donc aussi
le plus petit entier d tel que H°(]Pn,IY(d)) soit
non nul. C'est cette définition de wt(S) que nous

choisissons pour le cas d'un corps de caractéristique

quelconque. Et de fagon analogue, on note
wt(n,m):=wt(k,n,m) le plus petit entier d tel qu'il
existe une partie S a m éléments de ]PE pour laquelle

Ho( ]Pn,IY(d)) est non nul.

1.2 La majoration par wé

Soit w'(n,m) le plus petit entier d tel que (

d:;n)

ma jore strictement m(t+n_l) .
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Proposition 1.2

a) On a 1'inégalité wt(n,m)gmé(n,m).

b) Si k est infini et si pour une cloture algébrique
k de k, u&(k,n,m) égale m;(n,m), alors

wt(k,n,m) = wé(n,m).

Preuve : a) Soit S une partie &4 m éléments de P"

et soit Y défini comme précédemment. On a la suite
exacte du faisceau structural :

En tensorisant cette suite par le faisceau d%pn(d)’
on obtient
0 —» IY(d) — O]Pn(d) —»(DY(d) —0
d'ou pour les sections :
9y(d)
0 ——>H°(IY(d)) —»=Ho( (')Pn(d)) ——~>H°(0Y(d))

ce qui signifie que H°(IY(d)) est le noyau de ¢Y(d).
Pour d = wé(n,m), la dimension h°(dhnﬂd)) de H°(C&Pn(d»,

soit (d;n)’ ma jore strictement celle de H°«9Y(d))

t+n-1
n
ce qui prouve a).

qui vaut m ( ). Par suite H°(IY(d)) est non nul,

m . . .
des suites injectives.

b) Soit U 1'ouvert de (AE)
Notons encore S la partie tautologique de U xiPE, c'est
un sous-schéma propre et étale sur U. Soit Y le sous-
schéma dont 1'idéal dans Ux]PE est la puissance t-iéme
de celui  de S. C'est un U-schéma localement isotrivial,
donc G& et, par suite, IY sont U-plats. Le faisceau IY(d)
est donc aussi U-plat et on peut lui appliquer 1le
théoréme de semi-continuité. Soit F le fermé de U

défini par 1'inégalité
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ot wh
ho( Py, Iy (d-1)21
avec d = u)t':(n,m).

L'hypothése mt(E,n,m) =u)'t(n,m) signifie que F est
distinct de U tout entier. Comme k est infini, F ne
peut contenir toute 1l'intersection de U avec (AE)m.
I1 existe donc un point fermé x dans (Aﬂ)m tel que
ho( IP:,IY(X)(d—l)) soit nul. A fortiori ho(PQ,Iy  (d-1)
est nul, ou on note encore abusivement IY(x) la puissante

t-idme de 1'idéal de S(x) dans IP". On a donc montré

K
mt(k,n,m)Zwt':(n,m) et on conclut par a).
1.3 Le probléme

On peut maintenant formuler 1le probléme auquel
on s'intéresse de la fagon suivante

- Pour quelles valeurs de n,m et t a-t-on mt(n,m)=w£(n,m)?

1.4 Une conjecture

Dans le but de confronter le probléme précédent
au point de vue de [Ch] , hasardons-nous a formuler la
conjecture

Pour tout entier n>1, il existe un entier c(n) tel

que pour tout m=>c(n) et pour tout t, mt(n,m) et

wl':(n,m) soient égaux.

On vérifie facilement que, si k est non dénombrable,
cette conjecture implique la conjecture 8 de[Ch 1].
En revanche 1l'implication réciproque n'est pas triviale
et la conjecture précédente semble ouverte méme pour

n=2.
1.5 Le choix de k

Dans la mesure ou on veut prouver une égalité wt=mt':,
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la proposition 1.2 nous indique que pour traiter le
cas d'un corps infini, il suffit de traiter celui
de sa cloture algébrique"C'est pourquoi nous supposerons
dans la suite que k est un corps algébriquement clos

de caractéristique quelconque.

2. Sous-schémas rangés

2.1 Sous-schémas de rang maximum

Définition 2.1.1 : un sous-schéma Y de P" est dit

de rang maximum si, pour chaque entier d, le morphisme
de restriction @Y(d) de H°(G§Pn(d)) vers H°(6&(d))
est soit injectif soit surjectif, autrement-dit de
rang maximum.
Cette notion qui généralise celle de sous-variété
projectivement normale a ¢été d'abord introduite a
propos des courbes ([H2],[EH]:. Si Y est un sous-schéma
de rang maximum et de dimension zéro, alors tous les
nombres h°(6&(d)) sont égaux & la colongueur de Y.
A partir de la colongueur, on peut donc calculer la
postulation, c'est-a-dire la suite des nombres h°(IY(d)).
On connait ainsi les degrés des hypersurfaces qui
contiennent Y.

L'idéal d'un sous-schéma de rang maximum & la cohomo-

logie "naturelle" (cp.[HH2]) au sens suivant :

Proposition 2.1.2

Pour qu'un sous-schéma Y de P" soit de rang maximum,
il faut. et il suffit que pour chaque entier d20,
au moins un des deux groupes H°(IY(d)) et HI(IY(d))

soit nul.

Preuve : De la suite exacte
0 —=1y(d) —=Opn(d) —=Oy(d) —=0
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on prend la suite longue de cohomologie; en utilisant

la nullité de HI(G]Pn(d)), on obtient pour d=0,

Py (d) 1
0 —=H°(I(d) —>H°((9ﬂ,n(d)) —= Ho(Oy(d)—=H (I (d)—0

et 1'énoncé en résulte clairement. |}

On peut raffiner la conjecture 1.4 en termes de
sous-schémas de rang maximum :

Conjecture 2.1.3 : pour tout entier n>1, il existe

un entier c(n) tel que, pour tout m>c(n) et pour
tout t, il existe dans P" un ensemble S de cardinal

(t)

m tel que S soit de rang maximum.

Cette conjecture implique trivialement la conjecture
1.4, tandis que l'impiication réciproque n'est pas
évidente. On a formulé cette derniére conjecture d'une
part parce qu'elle nous semble plus naturelle que
1.4 et d'autre part parce que notre facon d'aborder
le probléme 1.3 consiste a construire des sous-schémas
de rang maximum, plus précisément des sous-schémas

rangés.

2.2 Sous-schémas rangés

Définition 2.2.1 : on dira que le sous-schéma Y de r"

est rangé de niveau d si le morphisme wY(d) (cf. Prop.
1.2) est bijectif. Pour trouver des sous-schémas de

rang maximum, on appliquera systématiquement la

Proposition 2.2.2

a) Tout sous-schéma rangé de dimension zéro est de
de rang maximum.

b) Pour qu'un sous-schéma Y de dimension zéro soit
de rang maximum, il suffit qu'il s'emboite entre

deux sous-schémas rangés de niveaux consécutifs (Yd—ICYCYd ).
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Preuve : Remarquons d'abord que si Y contient wun
sous-schéma rangé Y' de niveau d', alors H°(IY(d'))
est nul et, a fortiori, pour d"<d', H°(IY(d")) est
nul. Supposons maintenant que Y est contenu dans un
sous-schéma rangé Yd de niveau d et montrons que
pour d'>d, Hl(IY(d')) est nul. La restriction de
H°(6§d(d)) vers H°(CQ(d)) est surjective puisque les
schémas considérés sont de dimension zéro. Comme Py (d)

d
est surjectif, on conclut que (d) est surjectif et donc
Py

HI(IY(d)) est nul.
Raisonnons alors par récurrence sur d">d. Soit P
un hyperplan ne rencontrant pas Y. La suite exacte
de restriction a P s'écrit

0 —» IY(d"—l) —»IY(d") —>C9P(d") —0
et on obtient en cohomologie la suite exacte

H' (Y, (d"-1)) —=H'(I (") —=H (0, (d"))
qui permet de conclure que le dernier terme est nul

(H1,III.5.1).

Ces considérations prouvent aussi bien la partie
a) (en prenant d'=d) que la partie b) (en prenant

d'=d-1) de 1'énoncé.j}

2.3 Points rangés et de rang maximum du schéma de Hilbert

Un point fermé du schéma de Hilbert correspond
4 un sous-schéma. En ce sens il est susceptible d'étre
de rang maximum voire rangé. Il en va de méme pour
les points non fermés, qui sont les sous-variétés
(irréductibles par convention) du schéma de Hilbert.
Toutes les notions et tous les résultats des §2.1 et

2.2 s'étendent, avec pour seuls changements que P"
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. n : _— .
devient ]Pk(x) ou k(x) est le corps résiduel du point
non fermé considéré tandis que Y devient 1la fibre
Yx du sous-schéma universel au point considéré (dans

les preuves, les dimensions sont A prendre sur k(x)).

(t)

2.3.1 Le point Sq : Si q est un entier, on désigne

par Sq ce qu'on appelle la réunion générique de q
points dans P" clest-i-dire 1la composante irréductible
principale (celle qui contient les sous-schémas lisses)
du schéma de Hilbert des sous-schémas de colongueur gq

(t)

(ou de polyndéme de Hilbert q). On note S le point
défini par la puissance t-iéme de 1'idéal tautologique

dans P ol k(Sq) est le corps résiduel du point Sq'

k(Sq)
On peut maintenant donner la «bonnes formulation de
la conjecture 2.1.3.

Pour tout entier n=1, il existe un entier c(n)
tel que, pour tout m>c(n) et pout tout t, S(t)

est de rang maximum.

D'ailleurs c'est bien ce langage des points génériques
qu'on trouve déja dans [N2].
Le fait que les deux conjectures sont équivalentes

est une conséquence immédiate du résultat suivant.

2.3.2 Ouverture du rangement

Proposition : L'ensemble des points rangés de niveau d
et 1l'ensemble des points de rang maximum sont des

ouverts du schéma de Hilbert.

Preuve : L'ensemble des points rangés de niveau d
est caractérisé par la double égalité
H°(IY(d)) = Hl(IY(d)) = 0. D'aprés le théoréme de

semi-continuité, c'est un ouvert.
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Soit maintenant x un point de rang maximum, P le
polyndme de Hilbert et HP la composante du schéma
de Hilbert correspondants, et soit I 1'idéal tautologique
sur IP::p. D'aprés le théoréme de Serre (H1IIL5.2) pour
d>d,, le groupe Hl(]Plt(\(y) s Iy(d)) est nul en tout
point y de H .

Soit d1 le plus grand entier tel que H°(Ix(dl)) soit nul.

Alors 1l'ouvert de HP défini par
1 1
H°(Iy(d1)) = H (Iy(dl+1)) = oes = H (Iy(do—l)) =0

contient x et ne comporte que des points de rang maximum.

3. Candidats au rangement

Pour de simples raisons de colongueur il est en
général impossible d'emboiter Sét) (vu ici comme sous-
5 n ;
schéma de ]Pk(S(t))) entre deux sous-schémas de rang
maximum et de méme nature, c'est-a-dire obtenus par

(t')

spécialisation et changement de base a partir de Sq'

(t").

et S Si on veut appliquer 2.2.2, il faut considérer
des sous-schémas plus généraux que ceux qu'on a envisagés
jusqu'ici. Pour 1les introduire, il nous faut passer

par quelques généralités.

3.1 Les opérations sur le schéma de Hilbert

Soient x et y deux points du schéma de Hilbert
de corps résiduels k(x) et k(y). Si on pose

T = Spec k(x) x Spec k(y) = Spec(k(x) = k(y)),
n
T
Soit R leur réunion, définie par 1'intersection des

on dispose sur IP_ de deux sous-schémas tautologiques.

idéaux et J leur intersection, définie par la somme

des idéaux. Comme T est le Spec d'un corps, R et J

sont T-plats et définissent deux nouveaux points du
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schéma de Hilbert gqu'on note xuUy et xNy. Ce sont
la réunion et l'intersection de x et y. Chacune de
ces deux opérations est commutative et associative
mais aucune des deux n'est ni algébrique, ni distributive
par rapport & l'autre (considérer trois droites concou-
rantes dans ]PZ).

Avec ces opérations, on peut désigner facilement
de nouveaux points du schéma de Hilbert. Par exemple
soit a: N*—N une fonction a support fini. On lui

associe le point
s oD g2
a * “a(1) a(2)

I1 se trouve que, toujours pour des questions de degré,

(t)

v S U...USa(t)U...

ces points sont encore insuffisants pour 1l'application
de 2.2.2 qu'on a en vue. Il faut donc considérer des
sous-schémas ponctuels plus généraux que ceux définis

par les puissances d'un idéal maximal.

3.2 Escaliers et points associés

On va considérer ceux qui sont essentiellement
les plus simples des sous-schémas ponctuels, a savoir

les sous-schémas mondmiaux.

Définition 3.2.1(cf.[BG] ): un escalier (de dimension n)

. n . . 5 e o

est une partie de IN dont le complémentaire C vérifie
. . n .

1'inclusion C +IN <C ; nous imposons en outre que

cette partie soit finie (ce n'est pas l'usage).

Définition 3.2.2 : soit e un escalier. Le e-point

N ; n ey
modéle M® est le sous-schéma de Ak dont 1'idéal est
engendré par les mondmes d'exposant hors de e.

On appellera colongueur d'un escalier e la colongueur du
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e-point modéle. C'est bien sir le cardinal de e. On

le notera |e].

Exemple 3.2.3 : disons qu'un escalier e est régulier

s'il est défini par une inégalité Xp+eea4X < t. Les

escaliers réguliers forment wune suite croissante.
Les e-points modéles correspondants sont les voisinages

infinitésimaux de 1'origine dans AE. On notera (t)
1'escalier défini par Xy+eoo#X < t.

Exemple 3.2.4 : on notera €:=g 1'escalier de W

défini par 1'inéquation 2)(1+...+2xn +anZ. C'est

-1
un escalier de colongueur n+2.

Exemple 3.2.5 : dans ]NZ, un escalier e est repéré

par une suite finie [e°""’e2-l] de la fagon suivante :
2 est le plus petit entier tel que (£,0) soit hors
de e et pour i< &, e, est le plus petit entier tel
que (i,ei) soit hors de e. La suite e, est non-croissante
et on a 1'égalité |e|= ey+...+ LRE

3.2.6 Le e-point générique

On sait [G] que les morphismes du schéma projectif
M dans P s'organisent en un schéma R® dans lequel

les plongements constituent un ouvert, soit Qe.
Proposition : Q% est irréductible.

Preuve : Il suffit de voir que le schéma des plongements
de M® dans A" est irréductible. Or celui-li est un
ouvert dans V(Hom(H“(@Me),kn)).l

Au-dessus de Qe, on dispose donc du plongement tautologi-

que de M® dans ]PQI(I3 . L'image de ce plongement reste
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évidemment Qe—plate et définit donc un morphisme naturel
T de Q% dans 1le schéma de Hilbert. On appellera
e-point générique l'image par T du point générique de Q°.
On notera P® le e-point générique.

Remarquons que si e' se déduit de e par l'action du
groupe symétrique EL sur ]Nn, alors P% et Pe’ sont
égaux.

3.2.7 Autres e-points

Plus généralement on appellera e-point tout point

de 1'image de Q% dans le schéma de Hilbert.

Exemple : soit D wun diviseur irréductible de r".
Alors les plongements de M® dans " 3 support dans
D constituent un sous-schéma irréductible Q; de Qe.
En fait Qe est un fibré localement trivial de base ]Pn
et dont la fibre est un ouvert d'un espace affine;
et Q% est la restriction a4 D de ce fibré. On dira
que 1l'image dans le schéma de Hilbert du point générique

de Q% est le e-point extraverti générique sur D. On
le notera Pg .
3.3 Les candidats

On dispose maintenant d'une panoplie de sous-schémas
ponctuels qui nous permet de réduire la conjecture

2.3.1 a4 une conjecture concernant des sous-schémas

rangés. I1 nous faut encore la

Définition 3.3.1 : nous dirons que l'escalier e est

convenable s'il est emboité entre deux escaliers régu-
liers consécutifs (ou de fagon équivalente) si le
e-point modéle est emboité entre deux voisinages

infinitésimaux consécutifs.
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Conjecture 3.3.2 : pour tout entier n>1, il existe

un entier d(n) tel que pour tout d>d(n) et pour tout t,

si q et r désignent le quotient et le reste de la

(d+m) (t+n-1)’ alors il existe un
n n

(t)

q

division de par
escalier convenable e de colongueur r tel que PU S
soit rangé de niveau d.

Cette conjecture implique 1la conjecture 2.3.1 grice
a 2.2.2. En fait pour démontrer des petits bouts de
cette conjecture, on devra considérer des configurations

de e-points plus compliquées.

4. La méthode d'Horace

Elle repose d'une part sur le théoréeme de semi-

continuité et d'autre part sur la suite exacte résiduelle
ci-dessous. Il est d'ailleurs bien étonnant que nous

n'ayons pas dégagé cette suite exacte plus tdt.

4.1 La suite exacte résiduelle

Soit X une variété quasi-projective (dans la suite
X =]Pn). Soit K une extension du corps de base k et
soit D un diviseur de Cartier sur XK. I1 lui correspond

deux suites exactes de restriction :

i
Q —» 0)( (—D) —-—»0)( L@D —_—0

K K
0 —=0 2.0 (p) 22 g (p) —mo
XK XK D
Soit Y un sous-schéma de Xg d'idéal I,. L'image p(IY)
de IY dans Gb est 1'idéal d'un sous-schéma Y" de D,

qu'on appelle la trace de Y sur D. On vérifie facilement
que Y" est l'intersection de Y et D. Par ailleurs le

noyau du morphisme obtenu en composant i(D) avec la
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restriction de G& (D) vers GY(D) est 1'idéal d'un
sous-schéma Y' de K XK qu'on appelle (schéma) résiduel
de Y par rapport a D. Par construction, on a la suite
exacte des faisceaux sur XK qu'on appellera suite

exacte résiduelle

(4.1.1) 0 —=Iy,(-D) —=Iy —=1Iy, j —>=0

ou Iyw p désigne le faisceau d'idéaux de Y" dans D.
b

Signalons que si Y est de dimension zéro, alors Y'

et Y" le sont aussi et qu'on a 1'égalité

(4.1.2) colongueurK Y = colongueur, Y' + colongueurK Y,

K

4.2 Le lemme d'Horace

Soit L un faisceau inversible sur X (dans la suite,
c'est an(d)). Soit Z un point du schéma de Hilbert H
de X. Soit A un systéme linéaire sur X de point générique
§ . Soit T une spécialisation du point (Z,6) de HxA,

de corps résiduel K. On note D, le diviseur tautologique

T

de XT et YT 1'autre sous-schéma tautologique de XT.

1
Comme en (4.1), on note Y% la trace de YT sur DT et YT

son résiduel. Ce résiduel est un T-point de H, dont on
note Y¥ 1'image dans H.

Pour que H°(XZ,I ® L) soit nul, il suffit que

Z
les deux conditions suivantes soient remplies :
(condition en basse dimension, ou dime) :

He(D.,I. " g L) =0;
ik N0 R

(condition en bas degré, ou deégue) : HO(XY"IYi m LEA))=0.
T
Preuve : Par changement de base, la dégue implique

1'égalité H°(XT,IY g L(-A))=0. La suite exacte résiduel-

T
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le de YT par rapport a DT donne la suite exacte de

la cohomologie :
0 ->H°(XT,IY',rn L(-A))~ H°(XT,I

= L) —>H°(DT,I g L).

T

Les termes extrémes étant nuls, H°(XT,IYTn L) est nul,

Yy 1,0

et par généralisation H°(XZ,IZn L) 1l'est aussi. i}

4.3 Mode d'emploi. Le point Z est donné.

On commence par choisir le diviseur D. On convient de
dire qu'on exploite D pour dire qu'on applique le
lemme d'Horace avec D pour diviseur. Choisir D, c'est
choisir le systéme A et 1l'image de T dans A. Ensuite
on choisit T. Pour ce faire, on choisit une extension
K de k(D) et un point de H i valewr dans K. En pratique
on décrira géométriquement T comme réunion de points
génériques assujettis a4 certaines conditions. Une
fois T choisi, on vérifie la dime et la dégue. Ce sont
des énoncés de méme nature que 1l'énoncé initial, qu'on

peut donc aussi prouver en invoquant le lemme d'Horace.

4.4 Calculs de résiduels

Avant de voir comment la méthode s'applique, il va
falloir calculer les schémas résiduels. On va traiter ici
les cas dont on aura besoin plus loin. D'abord on
remarque que le résiduel d'une réunion disjointe est la
réunion (disjointe) des résiduels (bien siir, on entend
que deux points du schéma de Hilbert sont disjoints

si leur intersection est vide).

Exemple 4.4.1 : Soit e un escalier. On introduit sa trace
T n-1 T n-1

e" sur N par e -{(xl,...,xn_l)e]N |(xl,...,xn_1,g)
€ e}, et son résiduel e' par e'={(x1,...,an]N |

(x,5.005x_ .,14x )} € e. Alors on vérifie que la trace du
1 ’“n-1 n
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n
: est M et que son résiduel

. s e n-

e-point modele M  sur A
e' , 5 5

est M . Ce résultat ne concerne que le diviseur trés

. . n- A . .
particulier A 1. Pour 1l'étendre introduisons la

Définition 4.4.2 : soit P un e-point et D un diviseur

rencontrant D. On dira que D est un diviseur directeur

pour P si, au voisinage étale de P, le couple (P,D)
se déduit du couple (Me,An_l) par changement de base.
Soit Q%(D) 1le sous-schéma de Q; des morphismes dont
l'image admet D pour diviseur directeur. Si D est irré-
ductible, on voit en fibrant Q%(D) sur D-Sing D que Q°(D)
1'est aussi et on note PS(D) 1'image de son point généri-
que dans le schéma de Hilbert. On dira que e est

extraverti si P; = Pe(D).

Exemples 4.4.3 : les escaliers réguliers sont extravertis:

en effet si e est régulier, un e-point est défini
par des mondmes dans tout systeme de coordonnées. On
en déduit que si D est un diviseur réduit, le résiduel de
P(D) est Pe'(D) et sa trace est le e"-point générique
dans D.

On a la caractérisation suivante des escaliers extravertis:

Proposition 4.4.4 : Pour qu'un escalier e soit extraverti,

il suffit qu'il ait la propriété suivante
si (al,...,qn) est dans e avec a > 0 alors (al""’ui—l’

ai-l, CTREERRr I an+1) est dans e.

o n

Preuve : Localement dans la topologie étale de A", un

diviseur générique passant par O a une équation
= . a. X.
n isn-1 171

ou les a; sont des unités a valeurs dans 1'henselisé de

X

1'anneau local.
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On va montrer que le changement de base
(xl,...,xn)F—»\xl,...,xn_l,xn -Tay xi)
conserve M€.
Pour cela, on pose x' = x - a., x. et il nous suffit de
n 1 1 a
a, n-1 ,an
,e+e,a ) hors de e, x;1..x x! " est
- 1 n 1 ann‘l n
dans 1'idéal de M, ce qui, en développant x['1 , résulte

de 1'hypothése.

montrer que pour (a

Exemples 4.4.5 : a) L'escalier € (cf. 3.2.4) est
2
2_1] de IN

(cf.3.2.5) est extraverti si la suite e est strictement

extraverti. b) Un escalier [eg,...,e

décroissante.

4.4.6 Le cas des courbes nodales

Soit D une courbe nodale dans une surface, N un noeud de
D, § la direction tangente a 1l'une des branches.
I1 existe dans l'henselisé de 1l'anneau local un systeme
de paramétres (x,y) tel que xy=0 soit une équation
de D et que x=0 soit tangente a §. Soit alors e un
escalier de ]NZ. L'image inverse de M© par (x,y) ne
dépend pas du systéme choisi (parce qu'un autre systéme
s'écrit (x',y') avec x'=ax, y'=by ol a et b sont des
unités). On note pS cette image inverse. La trace de

DNS

Ple)NG sur D est la réunion des traces sur les deux
branches (qu'on calcule comme en 4.4.1) et le résiduel

el
est PDN(S avec
e' ={(al,02)€e| (a1+1, uz+l)€e}.

4.5 Un_exemple

L'énoncé suivant répond & une question soulevée
par J.Dixmier :

Proposition : w6(2,10) = wé(Z,lO) = 20.
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Preuve : Soit donc Z la réunion générique de dix 654321-
points, autrement-dit, Z= S(I(())) On prend pour A le
systeme complet de degré cing et on exploite la quintique

(6), (6)
-+ -UPy

rationnelle générique D. On prend T= P
ou PO""’PS sont les six points doubles de D et
6"" P9 sont des copies du point générique de D.
La dime se vérifie sur la normalisée D de D, ou l'image
réciproque de la trace est un diviseur de degré
4x6 + 6x2x6 = 96, alors que l'image inverse de (’)D(IQ)

est un fibré de degré §5x 19 = 95.

Y, (d=19) Y'r (d=14)

La dégue dit que H°(Iy,(14)) est nul avec

T
T - P40 G E S0,

Pour 1a demontrer, on va exploiter la cubique rationnelle

.UP

générique C. Donc A1 est un systéme de degré trois. On

prend r _p(#) (41, p(5) (5)

1=Fo Wh oS By

V.. UP

ol P, est le point singulier de C, Pl""’PS’ 6’ 7, 8
sont des copies du point générique de C, et P9 est
le point générique de la conique C' circonscrite a

P PZ P3 P4 P5 I1 faut vérifier le

Lemme : T, est spécialisation de Y,i‘.

Preuve : Il suffit de montrer que la réunion CUC' de la
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cubique rationnelle générique et de la conique (générique)

passant par Pl""’P se généralise en courbe irréducti-

5

ble ayant six noeuds en P,,...,P Comme 1'espace des

quintiques ayant wune singularité en PO,...,PS est
un projectif de dimension au moins deux, il suffit

5

de voir qu'une telle courbe irréductible existe. Il
suffit par conséquent de prouver que le schéma des quin-
tiques réductibles et singuliéres en Po,...,PS est
de dimension au plus un. Or une telle courbe est réunion
d'une conique passant par cing des six points avec
une cubique passant par les six points et singuliére au
sixiéme. Comme il n'y a que six coniques possibles, il
nous suffit par exemple de montrer que le schéma des
cubiques singuliéres en P, et passant par Pl""’pS est
de dimension un. Ceci se démontre par exemple en spécia-
lisant PI’PZ’P3’P4 de fagon que PO P1 P2 et PO P3 P4
soient alignés. [

I1 reste a vérifier la dime et la dégue. La dime se
vérifie comme précédemment en considérant la normalisée

de C. Reste donc i prouver la dégue.

Yy (d=14) Y'r (d=11)
1 1

Cette fois on exploite une deuxiéme conique générique

Cz. On prend donc pour A2 le systéme complet de degré
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deux. On prend

_ p(2),p(3) (3),p(4)  p(4)  o(4) ,(5)
P2 = P0 LJP1 u...uPS UP6 UP7 UP8 UP9
ou PO’PI’PZ’P3’P6’P7’P8 sont des copies du point généri-

que de Cz, P, est le point générique du plan, P_ est le

5

% P4 et P9 est le point

générique de la conique C circonscrite a P1 P2 P3 P4 PS.
On vérifie que T2 ainsi défini est spécialisation de Y%l:
cela résulte du fait que LuC2 se généralise en la cubi-

4

point générique de la droite L:=

que a point double en P0 générique.

(3)

IT (d=11)

La dime est claire. Pour montrer la degue, on exploite
deux fois L en spécialisant d'abord P6 dans L puis P7 en

Q). Aprés quoi on exploite la droite P8 P9. Les dessins

correspondants sont les suivants :
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5' 4 (2) (2)

(2) Yf (d=6)
5

Maintenant on exploite une deuxiéme droite générique Ll’
en spécialisant C en réunion LluL2 de deux droites

énériques. Donc A, est de degré un et on prend
g q 6 p

T6=P(§2)u PI(Z)U Pz(z)u P3(2)u P UP uPéuP(Z)u P9(4)

4775 8
ou PO’P()’PS sont des copies du point générique de
CZ’ L est la droite PO P6, P4 est LhLZ, P5 est LhLl,
Pl et P2 sont les points d'intersection de 02 avecl.z,
P3 est un point d'intersection de C2 avec Ll’ et P9 est

le point générique de Ll'
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La dime est claire et pour montrer la dégue, on exploite
Ll en y spécialisant P8, puis on exploite LZ’ puis
la droite %)Pg et enfin la conique CZ' Les figures

correspondantes sont les suivantes :

1) (2

(2)

Y, :=Y! (d=3)
8

Y. =p (d=0) 1§

4.6 RSle des accessoires

Pour 1l'aide a la conception de preuves générales
d'existence de schémas rangés, la méthode d'Horace
est fournie avec divers accessoires. La principale dif-
ficulté réside dans 1l'ajustage : ajuster une fois D
choisi, c'est trouver T tel que Y% ait la bonne colon-
gueur. Ainsi dans l'exemple 4.5, on a travaillé avec une
quintique parce qu'on n'aurait pas su ajuster sur une
courbe de plus bas degré. On exposera deux techniques
d'ajustage: la collision et 1'introversion (cf.infra
§5). La deuxiéme difficulté réside dans l'amorcage :

dans IP2, on espére toujours trouver un diviseur sur
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lequel on sache ajuster, et on ne s'inquiéte pas de la
dime, parce qu'on connait bien la théorie des diviseurs
sur les courbes. Dans IP" n=>3, en revanche, on a
peur des diviseurs de degré autres que un, ou a la
rigueur deux, sur lesquels on ne sait pas grand chose.
On dispose alors d'une technique d'amorgage, qui permet
de travailler avec un hyperplan méme si on ne sait pas

ajuster (cf.infra §6).

5. Techniques d'ajustage

Le principal accessoire de la méthode d'Horace
est la technique de collision, déja utilisée avec
des courbes en [HH 1] et [Hi 1]. Elle consiste 3 spécia-
liser une réunion disjointe de deux sous-schémas en un
schéma connexe. On va donc exposer quels nouveaux sous-
schémas on obtient dans les cas qui nous intéressent
ce sont les e-points introduits précédemment. C'est par
collision entre des e-points de type régulier qu'on fait
apparaitre des e-points de type irrégulier et c'est
pour cette raison qu'on a considéré des escaliers
généraux. La collision des e-points est décrite en
(5.1). On montre ensuite comment les collisions permet-
tent d'ajuster par expulsion (5.2) et par absorption aux
noeuds (5.3). Les e-points de type irrégulier sont
anisotropes en ce sens que la colongueur de leur trace
sur les diviseurs lisses (passant par leur support)
n'est pas constante. Ceci offre une nouvelle possibilité

d'ajustage, c'est 1l'introversion (5.4).

5.1 Collisions de e-points

5.1.1 Somme de deux escaliers. Ici, on fait jouer un
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réle particulier 4 la derniére variable : on peut décrire

tout escalier e par 1l'unique fonction /e\:]Nn_1 —> N

dont il est 1''"hypographe"

e ={(x,y) e N"! x I | y<8(x)}.
Inversement, pour qu'une fonction g: ]Nn—l —= N i
support fini provienne d'un escalier (i.e. ait wun
escalier pour hypographe) il suffit qu'elle soit décrois-
sante (i.e. Vx V x' g(x+x')<g(x)).

On définit la somme e +e, de deux escaliers par

1 72

A A . sps s . .
la formule & 48, = & +& ui définit bien un escalier
17%2 = %17 9
parce que la somme de deux fonctions décroissantes a

support fini est encore décroissante a support fini.

5.1.2 Proposition : Soient e' et e" deux escaliers de

somme e. Alors
e s . e! el
a) P~ est spécialisation de P U P .

b) Si D est un diviseur irréductible (i.e. un point du
schéma des diviseurs) alors Ple) est spécialisation de
1 n 1 "
P; u P® , et Pe(D) est spécialisation de P (D)UP® .

Preuve : Pour a dans Al, notons t, la translation de A"
définie par tz(x',xp) = (x',xp+a). Il suffit de prouver
que ME est spécialisation de Me'L ta(Me"). Cette derniere
réunion est plate sur Al- o} et, le schéma de Hilbert étant
propre, se prolonge en une famille plate UcA'x Al.

On va voir que U(O) est M®. C'est un sous-schéma de
colongueur égale a4 la somme des colongueurs de e' et e",
donc a la colongueur de e. Il nous suffit donc de
prouver que M® contient U(0). Soit x'@ xg un mondme
s'annulant sur MS. On a B>&(a) = &'(a) + €"(a). On peut
donc écrire B = B' + B" avec B'>0'(a) p>%"(a). Le
polyndme x'? xgl(xn-a)n" s'annule donc sur U(a) pour a

non nul. Par semi-continuité, il s'annule aussi sur U(a)
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pour a nul. on voit donc que tout mondme s 'annulant sur
e
M  s'annule sur U(0). §

5.2 Expulsion par collision

Supposons par exemple que le support el de /é" soit

1 L
plus grand que celui e} de ®'. La trace sur D de P; UPe'
e

D

"
el-point, comme celle de P; . Donc en spécialisant
1 " 1
P;uPe en P;, la trace de P; est remplacée par
n
celle de P; . En ce sens le e'-point est "expulsé", au

profit du e"-point. Voyons sur un exemple comment

est un e!-point dans D, tandis que la trace de P_ est un

ce mécanisme permet d'ajuster.

Proposition 5.2 : Dans ]P2, Sié) est rangée de niveau 8.
Preuve : On exploite d'abord 1la cubique générique D,
en prenant (2) (2)

T = P0 u...uP14

avec PO’Pl’Pz génériques et P3,...,P14 génériques dans D.
La dime est vérifiée parce que @D(2P3+...+2P14) n'est
pas isomorphe a Op(8). Pour démontrer la dégue, on

7 o p(2) , 0@  5(2)
calcule Y,'r = Po \JP1 uP2 UP3U...UP14 avec PO’PI’_PZ

génériques et P3,...,P14 génériques dans D. On voudrait
spécialiser sur D un ou deux parmi les points PO’PI’PZ'
Mais on constate que un, c'est pas assez, et deux, c'est

trop. On spécialise alors P1 dans D et Po(z)u P14 en Pgl

en vertu de 5.1.2 b) avec e'=1 et e"=21. On peut ainsi

exploiter D : la dime est vérifiée comme précédemment.
(2) 11
P2 v PlU PD

rangé de niveau deux. On s'en convainc en exploitant

Pour 1la dégue, il faut montrer que est

successivement les droites P P, et P, Pll)l. | |

5.3 Absorption par collision aux noeuds

On va montrer comment des collisions aux noeuds
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permettent d'augmenter la colongueur de la trace. On
donne pour modéle une deuxiéme démonstration de 1l'égalité
w6(10) =20 (cf.4.5). On se contente d'accompagner les
dessins de quelques commentaires, la méthode consistant

toujours a appliquer plusieurs fois le lemme d'Horace.

On commence ¢omme dans la premiére démonstration :
d=19
d°D=5

Les fléches indiquent la courbe, ou plutdt la branche de
courbe directrice.

d=9
d°D,=4

3)

211
1
b )

Ici on aura di démontrer que DZUL2 se déforme en
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quintique rationnelle irréductible de fagon qu'on
puisse déformer simultanément les six noeuds choisis.
Pour cela on prouve que la variété des quintiques
ayant six points singuliers donnés parmi lesquels trois
alignés et les autre généraux est de dimension exactement
deux (coincidence troublante: c'est un énoncé de postula-
tion du type de ceux qu'on rencontre dans les récurrences
de la méthode d'Horace). Cette variété est la variété
des quartiques ayant trois points doubles imposés
et trois points simples alignés imposés. Sa dimension
se calcule en spécialisant 1'un des points doubles
sur la droite.

d=5

d°D,=1
3

21, 21 11

'3 Y3

Enfin d=4, D

point.

est la quartique, Y 6 est Yé et YA est un

4 4

Cette démonstration est donc plus courte que la premiére,
mais je ne sais pas encore laquelle se généralisera le

mieux (sans doute un mélange des deux).

5.4 Introversion
On a vu que les collisions engendrent des schémas

ponctuels anisotropes. C'est cette anisotropie qu'on veut
maintenant mettre au profit de l'ajustage.

Définitions : on dira que l'escalier e est introverti
s'il n'est pas extraverti et s'il existe une permutation

o telle que o(e) soit extraverti. Dans ce cas, pour
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tout diviseur réduit D, on appellera introversion la
spécialisation de PS en PY(D) et plus généralement la
spécialisation d'une réunion disjointe P;LJR en Pe(D)LJR.

On utilisera systématiquement 1'introversion aux

paragraphes 7,8 et 9.

6. Techniques d'amorgage

Pour montrer qu'un point Z est rangé, lorsqu'on ne
sait pas ajuster sur le diviseur D, on dispose de
la technique d'amorgage pour se réduire a 1'étude
d'un autre point du schéma de Hilbert. On expose ci-
dessous deux lemmes d'amorgage. Le premier, qui n'est
pourtant qu'une remarque triviale, aurait déja suffi
pour démontrer le théoréme 9.1. Le second lemme est de
formulation plus délicate, mais contribue a4 une preuve

plus simple du théoréme 9.1.

6.1 Version de base

6.1.1 Premier lemme d'amorgage. Soit Z un point d'un

schéma de Hilbert H de X. Soit ' une sous-variété
du schéma de Hilbert de X, de point générique Y (on dira
que Y est le sous-schéma d'amorgage; dans la suite ce

sera une courbe, la courbe d'amorcage). Soit T une

spécialisation du point (Z,5) de HxI. On note Y, et Cp
les deux sous—ichémas tautologiques de XT’ !f" leur
intersection et YT leur réunion.

Pour que H°(XZ,IZ g L) soit nul, il suffit que les
deux conditions suivantes soient réalisées
(condition d'amorgage ou amorce) HO(HT’IXFECT g L) =0.

(condition transformée) H°(XT,IQ s L)=0.
T

Preuve : évidente.
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6.1.2 Mode d'emploi. Pour le cas ou Z est de dimension

zéro, on prendra pour 8 une courbe de fagon qu'on
puisse d'une part "ajuster" la colongueur de Y
et d'autre part qu'on puisse appliquer le lemme d'Horace

~ A ’» . .
a YT. Le résiduel contiendra une courbe dont on aura

hite de s'affranchir en la spécialisant dans un diviseur

d'exploitation.

6.1.3 Exemple. Montrons que dans IP3, ng) est rangé.

I1 s'agit de montrer que si Pl,...,P sont des copies du
point générique de ]P3, szhJ...Llpéz) est rangé de
niveau trois. On prend pour courbe d'amorgage la réunion
des quatre droites P, P, P3 P4, P4 PS et P5 P3 (on

pourrait ne prendre que P PZ)' L'amorce est clairement

1
vérifiée. Pour vérifier la transformée, on exploite le

plan D qui contient P, P, P3. La dime est vérifiée
grice au point d'intersection de P, B avec D et la

120) @

dégue dit que la réunion de P1 P2 avec PI(Z)\_)P2 UP,UPUP

37475
n'est pas sur une quadrique, ce qui est clair.

6.2 Version de luxe

6.2.1 Notations. Soit T un schéma de Hilbert de courbes

de S. Pour tout I'-schéma S, on note CS le sous-schéma
tautologique de XS. Soit A un schéma de Hilbert de
diviseurs de Cartier linéairement équivalents de X.
Pour tout A-schéma S, on note DS le diviseur tautologi-
que de XS. Soit H un troisiéme schéma de Hilbert de X.
Pour tout H-schéma S, on note YS le sous-schéma tautolo-
gique " correspondant de Xs. Pour tout point T d'un
A x H-schéma on note Y; et Y% la trace et le résiduel de
Y, vis-a-vis de D;. Pour tout point T d'un T x H-schéma,
on note Y%" la trace de YT sur CT' Pour tout point T
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d'un AxT-schéma, on note C¥ la trace de CT sur DT.
Si T est un tel point, pour lequel C; est non singulier
de dimension zéro, on notera K(T) une extension finie
du corps résiduel k(T) telle que CR(T) ait (CT-DT) points
K(T)-rationnels, ou (CT-DT) désigne le nombre d'inter-
section. On note FK(T) et GK(T) deux parties complémen-
taires de CR(T)' Enfin pour un point R d'un schéma de
Hilbert Hilb CS’ on notera PR le sous-schéma tautologique

de CR.

6.2.2 Second lemme d'amorcage. Soit T un point de

I' xAxH tel que C; soit non singulier et disjoint de YT.
Soit Tl 1'image de T dans 'xA et S l'image de Y% dans
le schéma de Hilbert Hilb D,I.1 . Soit R un point du
schéma de Hilbert Hilb CK(S) ayant méme image dans
Hilb CS que IF'. On suppose que les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

(amorce) R admet dans Hilb C une spécialisation Q

K(S)

telle que PQ contienne FQ et soit disjoint de GQ et telle

1
que les groupes HO(CQ’IPQ B L(—GQ)) et H (CQ’IPQ B LGGQ))
soient nuls.

(dime) H°(D L) =0.

I

b

K(S) Yl'('(S)uFK(S) ’ DK(S)_
(dégue) Ho(Xg, , Iy, = L(-8)) = 0 ou Y; désigne le point

T . . ve
correspondant & Y* dans le schéma de Hilbert Hilb X.
Alors si Z désigne le point générique de H, H°(XZ,IZ g L)

est nul.

Preuve : Remarquons d'abord que, du fait de 1'amorce,
1'entier r:=#GK(T) est déterminé par la relation
(Cp * L)-colongueur Yp - r = g - 1
ou (CT *L) désigne le nombre d'intersection et g le

le genre arithmétique de CT'
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Soit U 1'ouvert des points x de Hilb CK(S) vérifiant
H"(CX,Ip 8 L(—G )) = H (C IP g L( G )) 0. Dans U on
a aussi Ho(C ’IP g L(- A)) et H (C I&n L) =
Notons 7 la premiére projection de U XCK(S)' Notons aussi
P le sous-schéma universel, jg son idéal et 09 son
faisceau structural. Alors, d'aprés le théoréme de
changement de base (cf.[H1] III. 12 11), les faisceaux
(L = (9 ) Tr (J’ e L(- GK(S))) R} m, (gl L(—GK(S)))
m,, (J ] L) et R! ., (u:‘@n L) sont localement libres sur U.
En partlculler ﬂ_“_(f@n L) est un sous-fibré de rang r
de 7, L comme on le voit en prenant 1'image directe
de la suite
0 ——u‘%l L—L —L na)?——-o.

La fibre en Q de ce sous-fibré ne rencontre H°(C L(-—D ))

I, = L( G )) est nul. Par su1te
Q

qu'en zéro puisque H°(Cq,
la composition

n(.ﬁ g L) —7m,L— 7 (L &0, )

K(S)

fait de m, (.ﬂ? g L) un sous-fibré de rang r dem, (Ln@cu(s))
La fibre en Q de ce sous-fibré est H°(CQ,IFQ cy * L).

Soit maintenant o dans H°(XT,I m L). Sa trace 0 sur D

YT T
s'annule sur Y; et son image dans H°(C,’I'.,L) est dans celle
de HO(CT’IY,i!'

. ’ ey o
une section encore notée o0 dans H(DK(S)’IY"S. L)

g L). Si on remonte 0 sur K(S), on obtient

dont 1'image dans HO(C! L) est dans celle de

’
HO(CK(S)’IPR g L). Mais gr(f)a vu que HO(CK(S)’IPR' L)
est la fibre en R du sous-fibré n_;(_(.f‘? g L) de ﬂ_x_(Ln(DCR(S))
et d'aprés la dime, au point Q, la fibre de ce sous-fibré
ne rencontre l'image de HO(DK(S)’IYR(S)‘ L) qu'en iéro.
I1 en est donc de méme au point R c'est-a-dire que O est
nulle. On conclut comme pour le lemme d'Horace en

utilisant la suite exacte résiduelle et la dégue.l}
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6.3 Remarques et perspectives

Un trait caractéristique de la technique d'amorgage
est que le schéma résiduel n'est plus rangé. On aura
hite de s'affranchir de cette source d'erreur en spécia-
lisant la courbe d'amorgage dans un diviseur d'exploita-
tion. Dans le présent travail, les courbes d'amorgage
sont trés simples (droites et coniques) et cette spécia-
lisation peut se faire "en une seule fois". Pour n et t
plus grands, il faudra peut-&tre considérer des courbes
moins banales qu'on ne pourra spécialiser dans des
diviseurs d'exploitation qu'en plusieurs fois. On
disposera pour ce faire des résultats de [HH 3]; tandis
que pour contrdler 1l'intersection des courbes d'amorcgage

avec les diviseurs, on disposera de [P] thm.9.

7. lecas n=t =2

Ce paragraphe est essentiellement consacré a la
démonstration du
Théoréme 7.1 : Soit d>5. Soit q la partie entiére de
(d+—l)6@ij . Si d est divisible par trois la réunion de
S(Z) avec le point générique est rangée de niveau d.
Sc(12)

Sinon est rangée de niveau d.

Comme toujours en pareil cas, on démontre par récur-
rence un résultat plus fort

Proposition 7.2 : Soient d,q,8,c des entiers non-négatifs

vérifiant :

Q-H)z(ﬁ =3q + 28 +e, 6<1, d&+e<d.

Soit D la droite générique de 1P2, et SE(D) sa partie
5 e . P . 2
générique a € éléments. Alors si § est nul S( )U Se(D)

est rangé de niveau d, et si § vaut un, S(2)u Se(D)UPZ(D)
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est rangé (ici 2 désigne 1'escalier extraverti de
colongueur deux), sauf si (q,8,e) prend 1l'une des
deux valeurs (2,0,0) et (5,0,0).

Preuve : Pour d=1, le résultat est évident. On raisonne
donc par récurrence en supposant désormais d=2.
Soit a l'entier défini par
d + 128 +e€+ 2a<d + 2.

Si 26+e vaut d+1, alors § vaut un et &+e vaut d.
Si d est différent de trois et cinq, on exploite D en
introvertissant le (1,1)-point. Si d vaut trois on
exploite d'abord la droite joignant les (2)-points puis D.
Si d vaut cing, on exploite d'abord la conique contenant
les cinqg (2)-points en y spécialisant 1l'un des quatre
1-points, puis on exploite D. On peut donc désormais

supposer a positif. Montrons a<gq :

On a
an+2-(226+e) . (d+1)6(d+2) _ 263+e
et on conclut parce que (d+1)(d+2) ma jore g2 .
6 2

Si 8+€ + 2a vaut d+1, on exploite D en y spécialisant
a (2)-points. La dime est claire et la deégue est
1'hypothése de récurrence avec q' = gq-a , 6'=0, €'= a+6.

Si 8+e+2a vaut d, alors § vaut un. On exploite D en y
spécialisanta (2)-points et en introvertissant le
(1,1)-point. La dime est claire et la dégue est 1'hypo-
thése de récurrence avec q'=g-a, 6&=0, e'=a.

Si §+e+ 2a vaut d+2, alors § est nul. Si € est non
nul, on exploite D en y spécialisant a (2)-points et en
expulsant un 1-point. La dime est claire et la degue
est 1'hypothése de récurrence avec q'=g-a , 8'=1 ,

e'=a-1.
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I1 reste a traiter le cas ou § et € sont nuls et d est

pair. On a donc d=8. On exploite la cubique générique C

en y spécialisant 32—d (1)-points. La dime est claire.

Pour prouver la dégue, on spécialise C en réunion

2uL3 de trois droites avec d-2 des %d
1-points résiduels sur L1 et les autres sur L2. Puis

on exploite L1 puis on spécialise L2 en D et on applique

générique Llu L

1'hypothése de récurrence avec

qlz.&'_l)%h'_z)_:g_g. ,6'=O,E'="%—d+2-l

Corollaire 7.3 : Pour q différent de 2 et 35,

S(Z) est
q

de rang maximum dans ]P2. Pour m différent de 2 et §5,

, < .o
wz(m) est égal a u)2(m).

Preuve : Pour m>7, 1l'énoncé découle de 7.1 et 2.2.2.b).

De méme, on conclut par 2. 2 2.b) pour P(z) (Z)UP:;(Z)
(2) @, P2y p(2)

qui est emboité entre P ) P2 v P3 et P 3 v P4

qui sont rangés; ainsi que pour P(z) gz)u sz)u P4(12)

qui est emboité entre Piz)u P(z)u Péz) U P4 et
(2) (2) (2) (2) L

v P5 VRV P7 & ainsi que pour
P(Z)u.. UP(Z) qui est emboité entre P(z) o100 P;ZLPszuP()

et P%u...ngz) ;2), qui sont rangés d'aprés 7.2.1

8. lecasn=2,t=3

Ce paragraphe est consacré essentiellement a la
démonstration du
Théoréme 8.1 : Soit d>7. Si _____(d+1)2(d+2)

0<e<5 alors si €=0, 533) est rangée de niveau d et si

= 6q +€ avec

€=>1 il existe un escalier convenable e de colongueur €

(3) p®

tel que S soit rangé de niveau d.

Comme au paragraphe précédent on va démontrer par
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récurrence un résultat plus fin. Pour cela introduisons
1l'ensemble d'escaliers :

I ={[3,2,1],[2,2,1,1],(2,2,1 , [2,1,1],[ 2,1] , [2],[1,1], 1]}
L'ordre précédent permet d'identifier toute fonction
sur I par la suite de ses huit valeurs. Comme les
seuls entiers intervenant dans la description de ces
escaliers sont 1,2 et 3, on omettra les virgules (et les
crochets) dans 1'écriture des éléments de I. Pour
i=i, i, ... dans I on pose |i|:=il+iz+... et i'::il.
On introduit la partie suivante de I :

I':={2211, 221, 211, 2, 11} .
Enfin si a est une fonction non-négative sur I, on note

R 1la réunion générique de a (3)-points avec a

321 2211
2211-points (extravertis) sur la droite générique

D, 221-points (extravertis) sur D, a 211-points

42211
(extravertis) sur D, a

211

(2)-points sur D, a, ll-points

21
a1

et a, 1-points sur D. Remarquons que comme le groupe

des permutations de deux éléments n'a qu'un élément

2

(introvertis) sur D, 11-points (extravertis) sur D

non trivial, on peut parler d'introversion méme pour un

escalier e extraverti : dans ce cas, 1l'introversion

e o(e)(D).

I)enP

est la spécialisation de P On peut alors
énoncer la

Proposition 8.2 : Soit d=>5 et a une fonction non-

négative sur I. On suppose

. . _ (d+1)(d+2)

1) fg& il a; = 2

o . " - _

ii) i=;§3) i! 3iSd , si i;§3) i ai—d alors 3221151
<o.

(111)1261[, a, <2

Enfin on suppose que a n'est pas l'un des sept octuplets
exceptionnels suivants : 21001000, 40010000, 40001001,

374



HIRSCHOWITZ

30200000, 50000006, 50000104, 50000202. Alors Ra est

rangée de niveau d.

Preuve : Traitons d'abord un & un tous les cas avec d=§

(dans 1'ordre lexicographique décroissant).

30001000 : I1 suffit d'exploiter 3 coniques passant par
les 4 points.

30000101 : exploiter la conique passant par les 5 points.

30000011 : ce cas est une généralisation du précédent.

30000003 : idem.

21001000 : c'est l'exception.

21000101 : exploiter successivement la droite L joignant
les (3)-points, puis D, puis a nouveau L et
enfin la droite sur laquelle le 211-point
résiduel a wune trace de colongueur trois.

21000011 :

21000003 : ces cas sont des généralisations du précédent.

21110000 : exploiter la droite L joignant les (3)-points,
puis D, en introvertissant le 31-point.

20101001 : exploiter d'abord L, puis D.

20100012 : exploiter L puis D.

20011010 : exploiter L puis D.

12001000 : exploiter deux fois D.

On suppose désormais d=>6, et on raisonne par récurrence.

On veut exploiter D. Montrons d'abord que .2& i' a,=>d+5.
(d+1)(d+2) A *

———2—-——-=Ei aiSZEi'ai+4

et 1'inégalité annoncée découle de d+5s(d—+14)-£9ﬁl - 2.

De fait on a

s = - <n<s2.
Supposons donc igzx it ay d+1 3a+ B avec 0<B<2

Si B est nul, on spécialise g (3)-points sur D (on a

bien a<a ) et il ne reste qu'a vérifier les hypothéses

321
de récurrence. Si B est non nul, il faut procéder a

un ou deux ajustements par introversion ou expulsion. Les
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i-points avec 1i=2211, 221, 211, 11 sont susceptibles
d'étre introvertis, tandis que les i-points avec i=21,2,1
sont susceptibles d'étre expulsés. Chaque introversion
et chaque expulsion modifie la congruence modulo trois
de la colongueur de la trace. Il suffit donc que i;§21 a;
vaille au moins deux pour qu'on puisse ajuster : en effet

d'une part 1'inégalité Xi' ai_>_d+5 assure que a est

suffisamment grand pour permettre deux expulsi3c2>rlls si
nécessaire, et d'autre part 13}2] i' a, est suffisamment
petit pour permettre deux ajustements si nécessaire,
sauf dans le cas litigieux ou i;ezf;l i! a; vaut d, et ou
les ajustements ne peuvent porter que sur des 2211-points
ou des 1l-points. On a alors a=xy00000z avec 0<y<l1,
z=d-2y et on peut traiter ce cas comme généralisation
du cas xy00010z' avec z'=z-2, ou l'ajustement est
réalisé par expulsion du 2-point.

Supposons donc i;§zl aiz 2. Comme on vient d'expliquer,
on va faire 0,1 ou 2 ajustements et il faut choisir
le type des deux points qu'on va envisager d'introvertir
ou d'expulser : on opte pour 1l'ordre de préférence :
2211, 221, 211, 11, 2, 21, 1, qui a 1l'avantage de
préserver la condition (iii). Une fois ainsi déterminé
le type des deux points sur lesquels va porter 1l'ajuste-
ment, il se peut que subsiste une alternative. Ainsi par

exemple si a = 1 avec D=2, on peut aussi bien

2217 2211
introvertir le 221-point que le 211-point. On opte
pour le méme ordre de préférence que précédemment :
2211, 221, 211, 11, 2, 21, 1 (comme on 1l'a dit plus
haut, si B est nul, on ne spécialise que a 321-points
sur D). On a ainsi déterminé une spécialisation Y

de Ra dont la colongueur de la trace sur D est d+1. Il
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reste donc a vérifier la deégue. Le résiduel est wune
réunion générique Rb et il faut voir si b vérifie les
hypothéses de récurrence. La condition i) est automatique

et on a déja vu que iii) est vérifiée. Pour prouver

ii) on observe 1l'inégalité 13221 i! biS%(dH) + % = 2d3+6.
Pour d>10ona Zdj,;6<d-l 5
2d+6

Pour 7<d<9, on a B 3_J5d-1- Si b2211=3, cela
signifie qu'on a expulsé deux 2l-points. Vu la stratégie

choisie, cela implique =0 d'ou en

22117 32217 211

fait - 2
<= -1 .
i§321 i bi_ 3(d+1)<d 1
_ 2d+6 . .
Pour d=6, on a 3 <d. Pour que i;eznll bi vaille 6,
il faut que a511% 2221 vaille deux et que D vaille zéro,

et que a, ., a, a,; a,, a,;; et a, soient nuls. Le
seul cas possible est 1'exception 30200000. On a donc
DIEET biSS- Si b =2, comme précédemment on a

iF321 2211 9
i biS §(d+1)< d-1.

350117 2221 3117 0 et &4y

.

I1 reste a traiter les cas ou b est une exception. Le

plus simple consiste a examiner tous les cas pour

d=6,7,8.

d=6 : Si b=21001000, alors a,, = a, = a,,
— 1 1

a321+3221— 4 avec a221$1. On trouve 1l'exception 40001001

0, =1et
et les généralisations de 30101100; pour cet octuplet,
la stratégie choisie conduit a b=30000101.

d=7 :

Si b=30200000 alors a ne peut &tre que 1l'exception
50000202.

Si b=40010000 alors a=xy000ztu avec y<1 .

Si y=1 alors x=4 et a=41000014 d'ou b=40000101.

Si y=0 alors x=5 et z+t<1l. Si z=1, alors a est une
exception; si z=0 alors a=50000014 et b=40001001.
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Il faut donc choisir une autre stratégie : on exploite
deux fois la conique passant par les cinq (3)-points
en spécialisant un 1l-point dessus la seconde fois. Puis

on exploite D.

Si  b=40001001, alors 35511= 0 et a,, <1. Si a51= 1y

_ _ : s i : :
alors a321— 4, et 1= 0 (puisqu'on n'a pas introverti
3= 0

le 221-point). On a a,,<1. Si =1, alors
et a ne vérifie pas ii). Si a,, = 0, a ne vérifie pas ii).

215 a1
217

2217 0, alors a321= 5 et a211_<_l. Si

=1 alors a est généralisation de 50010100. Ici

Si maintenant a
2211
encore on change de stratégie en exploitant deux fois
la conique passant par les cinq 321-points, la seconde
en y spécialisant le 2-point. Puis on exploite D en
introvertissant le 211-point. Si a est nul, alors

211
151. Si a,,= 1, alors a est généralisation de 50001101.

a

2 21

On change de stratégie pour exploiter comme plus haut
deux fois la conique et une fois D. Si a= 0 alors a,

n'étant pas une exception vaut 50000014, cas déja
traité plus haut.

d=8 :

Si b=50000006, on voit que ii) est impossible.
Si b=50000104, de méme ii) est impossible.

Si b=50000202, alors a1t a5,

de sorte que i) est impossible.

l=2 et a21=2 de

I1 faut maintenant aborder les cas avec 12611' a; <1 (ce
sont en fait les seuls qui nous intéressent). On commence

par traiter un par un les cas initiaux :

d=6 : a,,,= 1 c'est une exception.
d=7 : si 35991= 1, on exploite D et on trouve b=(30012000).
si 30117 0, on exploite successivement deux des

coniques passant par cing des six 321-points.
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d=8 : a, =1: on exploite wune autre droite D', en y
spécialisant trois 321-points, puis on spécialise
D' en D, et on exploite D, ce qui raméne au cas (30001000).
d=9 , al=1 : on exploite D en y spécialisant trois
321-points, ce qui raméne au cas (60003000).

d=10 : si a1
trois 321-points ce qui raméne au cas (70013000).
8L Ago1”
coniques génériques en spécialisant quatre 321-points

= 1 alors on exploite D en y spécialisant
0, on exploite la réunion CuC' de deux

a 1'intersection CuUC' et trois autres 321-points
sur chacune des deux coniques. Puis on exploite C
en y spécialisant le dernier 321-point, puis C' en
spécialisant dans CUC' un 21-point et 1-point.

d=11 : on exploite une autre droite générique D' en
y spécialisant quatre J321-points, puis on spécialise
D' en D, ce qui raméne soit au cas (90004000) soit
au cas (81004000).

d=12 , al—.—l : on exploite D en y spécialisant quatre
321-points, ce qui raméne au cas (11,0,0,0,4,0,0,0).
d=13 , a21=1 : on exploite D en y spécialisant quatre
321-points, ce qui raméne au cas (13,0,0,0,4,0,0,1).
d=14 : on exploite une autre droite générique D' en
y spécialisant cinq 321-points, puis on spécialise
D' en D, ce qui raméne soit au cas (15,0,0,0,5,0,0,0)
soit au cas (14,1,0,0,5,0,0,0).

Abordons enfin le cas général d=15. On exploite
d'abord la cubique générique C en y spécialisant d
321-points. Puis on spécialise C en réunion C'UD'
de la conique et de la droite génériques, avec d-3
des d 21-points résiduels sur C' et les trois autres

sur D'. On exploite C' en expulsant 1l'un des d-3 21-points.
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On spécialise C' en réunion D"UD™M de deux droites
génériques, les d-4 1-points résiduels allant sur D",
et le 2211-point allant sur D"™. On exploite D" puis
on spécialise D' et D™ en D, ce qui raméne & un cas
(x 1003000) ou (x 2003000) (si d=2,7,10 ou 11 mod 12),
4 un cas (x1003001) (si d=0 ou 9 mod 12), A& un cas
( x 1004000) (si d=1,4,5,8 mod 12) et & un cas (x 1013000)
(si d=3 ou 6 mod 12). Les hypothéses de récurrence
sont bien vérifiées, sauf pour d=15, auquel cas on

exploite D ce qui raméne au cas (60010013). [

Corollaire 8.3 : Pour m différent de 2 et 5, on a

1'égalité u)3(2,m) =wé(2,m). Plus précisément, pour
m>6, si S désigne la partie générique a4 m éléments
de IPZ, alors S(3) est de rang maximum.

Preuve : pour m>6, on applique 2.2.2 (et 8.1). Pour m=1,
1'égalité u)3(2,1)=3 est évidente. Pour m=3, toute

(3)

courbe de degré au plus cing contenant S contient
le triangle de sommets dans S. Comme S n'est pas aligné,
une telle courbe est de degré au moins cing et
wy(2,3) = 5 = w}(2,3). Pour m=d, s(3)
d'aprés 2.2.2 b) : on applique 8.2 dans les cas (30001000)

et (40000004).

est de rang maximum

9. lecasn=3,t=2

Ce ©paragraphe est consacré principalement i 1la

démonstration du
Théoréme 9.1 : Soit d>3, d # 4. Si

avec 6$e$3, alors siec est nul, S

(d+l)(dgz)(d+3) =4q+¢€
(2)

est rangée de

niveau d et si e est non nul, il existe un escalier
convenable (i peu prés unique) e de colongueur € tel que

S((l?')u P® soit rangé de niveau d dans ]P3.
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La démonstration présente beaucoup d'analogies avec
celle du paragraphe précédent. On formule un énoncé
plus précis dont la preuve est plus facile dans les
cas auxiliaires (g+8+y>2) que dans les cas fondamentaux

pour lesquels on utilise une courbe d'amorgage.

Conventions 9.2 : Dans ce paragraphe, D désigne un

plan de ]P3. On n'exploitera pas d'autre diviseur
que des plans. Les 1-points sont des points réduits,
les 2-points, ou (11)-points sont des points dou-
bles, les 21-points sont des 2l1-points dans un plan,
tandis que les 31-points sont définis par des carrés
d'idéaux maximaux (ce ne sont pas des 31-points dans
un plan). On dira qu'un 2l1-point & support dans D
est introverti s'il est contenu dans D, extraverti

sinon.

Proposition 9.3 : Soient d,q,e,8,Y des entiers non

négatifs vérifiant (d;:;) =4q +€+ 28 + 3y, d=3 et
. ) (d+1)(d+2)
§<2,v<1, si y=1, alors 8§=€=0, et enfin e+<5$—2———-6.
Alors 1la réunion générique de q 3l-points hors de
D avec € 1-points dans D, § 2-points extravertis sur D
et y 2l-points extravertis sur D est rangée (de niveau D),

sauf si d=4, q=8, et y=1.

Preuve : Traitons d'abord le cas ou d vaut trois.
On a y=0. Le cas q=5 a été traité en 6.3. Le cas q=4,0=2
en est une généralisation, ainsi que le cas q=4,0=1,e=2.
Voyons le cas ol q=4,6=0,e=4. On exploite 1le plan
générique D' sur lequel on spécialise trois 31-points
et un 1-point. La dime résulte de 7.2 et la deégue
se vérifie facilement, par exemple en spécialisant

le dernier 31-point dans D.
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On raisonne désormais par récurrence en supposant d>4.
On traite d'abord le cas ou l'ajustage dans un plan
est possible. L'introversion et 1l'expulsion modifiant
la congruence modulo trois de la colongueur de 1la
trace, l'ajustage est possible par exemple dés que
€+8+y=22. Il est aussi trivialement possible si €+8+y

——-(d+1)2(d+2) est divisible par trois

vaut 0 ou 1 et que
ce qui est le cas lorsque d n'est pas divisible par
trois. Enfin 1'ajustage est possible, méme si d est
divisible par trois lorsque €+8 vaut un (mais nous
ne nous en servirons pas).

Traitons plus en détail le cas ou €+&+Y vaut au moins

deux. «On a donc Yy nul et €+6>2. On a
g(d+3)2(d+l)(d+2)
4 3 :

e+ 8+ 39> 2

Soient a et B les entiers vérifiant
€E+6+ 3a-DB = -(—d-+—1)2(d—+2) o<p<2.

On a 2<a<q, et as(d“%’(dﬂ) Sd(%”) -6 -2, si d>5.

Si B est nul, on spécialise a 3l-points dans D et,
grice a4 7.2, on se réduit a 1l'hypothése de récurrence
avec q'=gq-a , €'=6+a , &'= y'=0.

Si B vaut 1 et € n'est pas nul, on spécialise a 3l-points
sur D en expulsant un 1-point. Grdce & 7.2, on se
réduit ainsi & 1l'hypothése de récurrence avec

q'=q-a , €'=a-1+8 , ¢&=1, v'=0.

Si B vaut 1 et € est nul alors 6§ vaut deux. On spécialise
a-1 31-points sur D et on introvertit les 2-points.
La dime ne résulte pas directement de 7.2 mais on
s'y raméne en exploitant la droite joignant les 2-points
(i1 faut y spécialiser [-dlzl] 21-points et si d est
pair, introvertir 1l'un des deux 2-points). Quant a la de-

gue c'est 1'hypothése de récurrence avec q'=q-o+l,e'=0-1,8=y"=(\
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Si B vaut deux et § est non nul, on spécialise a-1
31-points sur D et on introvertit un 2-point. La condi-
tion en basse dimension résulte de 7.2 et on est réduit
a 1l'hypothése de récurrence avec
q'=q-a+ 1, e€e'=a-1, §&'=7y'=0.
Enfin si B vaut deux et € vaut au moins deux, on spécia-
lise @ 31-points sur D en expulsant deux 1-points,
ce qui nous réduit & 1'hypothése de récurrence avec
q'=q-a, €'=a-2, §&=2, y'=0.
I1 nous reste a traiter le cas fondamental ou e+8+y<l1.
Si d n'est pas divisible par trois, on exploite le
plan générique D' qu'on spécialise ensuite en D (on
ne détaille pas ce cas, qui est analogue au cas 0=0
ci-dessus). On peut donc supposer d=3d' dans la suite.
On va appliquer le second lemme d'amorgage (6.2.2).
On prend pour ' le schéma de Hilbert des coniques
et pour A le point fermé D. Pour T, on prend la réunion
générique de d 31-points sur la conique générique Cr
3(d'24d') 3d'24+0d'

avec ———p— 31-points dans d, avec q - 3

31-points génériques et, si € est non nul, avec P® ol e
est l'escalier convenable de longueur e(—(d)'—l)wfiﬁ=4q+e,
03554). On convient que, si € est nul, P® est le
sous-schéma vide.

L'amorce se vérifie en spécialisant un des d 31-points

de CT sur C,'[!. La dime résulte de 7.2. La deéegue dit que

12 1
la réunion générique de q - _3_d__2_+_9d_ 31-points avec d
3(d'?+d') . e
22— —— - points de D et P~ n'est

31-points sur CT’ 3

pas sur une surface de degré d-1. Pour la prouver,
on exploite le plan D' de la conique C en y spécialisant
2— . .

d—(# 31-points et encore un point de D. Aprés exploita-

tion de C, la dime dit que la réunion générique dans D'
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de d points sur la conique avec _d_26:_5_q 21-points et
encore un point (sur DND') est rangée de niveau d-3.
On spécialise la conique en réunion de deux droites
avec le point de DND' sur L, ainsi

2 1
que d-3 des d points de C, les trois autres allant

génériques Llu L

sur L et on exploite Ll' Le résultat découle alors

s
de 7.§ sauf pour d=6, auquel cas le résultat est quand
méme vrai parce que la réunion générique d'un 21-point
avec trois points alignés est rangée de niveau deux.
On reste avec une dégue qui dit que la réunion générique
de q—3d'2-2d' 21-points avec ﬁgﬂ points de D' dont d

3d'2+3d'-2
2

sur C, points de D et P® est rangée de

niveau d-2.
2_
On définit f et g par 3d—'2——251—'+—2=3f—g, 0<g<2.
2—
On spécialise D' en D, g des 5‘—6—52 points "libres"

2
W points

de D' entrant en collision avec g des
de D. On spécialise encore f 31-points dans D, sauf si
la colongueur de e est trois, auquel cas d vaut au
moins neuf, f est non nul et on spécialise P® en un
21-point introverti dans D et on spécialise seulement
(f-1) 31-points dans D. Puis on exploite D. La dime
dit que 1la réunion générique de 3d'2+2d'—1—g points
de D dont d sur C avec f 21-points est rangée dans D.
Elle se démontre en spécialisant C en réunion de deux

droites Llu L2 1

12 {
en spécialisant les 3d'2+2d'—1-g points en 3d +§d !

avec d-1 points sur L, et un sur L,,
21-points et en exploitant Ll’ ce qui nous raméne a 7.2.
La dégue dit, si la colongueur de e est trois que la
réunion générique de q-3d'2—2d'—f+l 31-points avec f+g-1
point de D est rangée de niveau d-3 et sinon que 1la

réunion générique de q—3d'2-2d'-f 31-points avec f+g
g
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points de D et P® est rangée de niveau d-3. Aprés
spécialisation éventuelle de P° en Pe(D), cette degue

résulte de 1'hypothése de récurrence. [

Corollaire 9.4 : Pour m différent de 2,3 et O, est

5(2)
3 m
de rang maximum dans IP°. Pour m différent de 3 et 9,

m2(3,m) est égal a wé(3,m).

Preuve : pour m égal a wun, tout est clair. Il est
aussi clair que ng) n'est pas contenu dans un plan.
pour voir que s@)  est de rang maximum, on applique

2.2.2.b) avec S(z) et la réunion générique d'un (2)-point

5

avec trois 2-points, dont on montre facilement qu'elle

;2) est emboité entre

(2)
8

est rangée. Pour m=5,6,7,8, S

2)

Sg et la réunion générique de S avec un 2-point

et un point, qui est rangée d'aprés 9.3. Cette réunion
(2)
(2) "

dans 814 et pour ces valeurs de m S

est contenue dans S pour 10<m <14 qui est contenu

(2)
m
toujours par 2.2.2.b). Pour m>14, on conclut par

est rangée

2.2.2.b) et le théoréme 9.1. Signalons qu'on a parlé

d'inclusion abusivement : ces inclusions sont a compren-

dre sur des extensions communes aux corps résiduels.[l

10. Conclusion au goiit du jour

Les démonstrations données ne donnent pas d'algorithme

(2)

pour trouver une partie finie S telle que S ou
5(3) soit de rang maximum. Cependant il n'est pas
difficile, sur 1le plan théorique, de concevoir un tel
algorithme : on a montré que certaines matrices a
coefficients polynomiaux sont de rang maximum. On peut
calculer ces coefficients, puis les mineurs maximaux
de la matrice etendéterminer un non nul. Il ne reste

plus, étant donné un polyndme non nul (sur AMH9) qu'a
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trouver un point ou ce polyndme n'est pas nul, ce

qui ne présente pas de difficulté.
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