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UNICITE DE LA SUITE SPECTRALE D'UN FIBRE
Michel André

For a Kan fibration, the spectral sequences due to A. Dress
and to M. André are isomorphic Serre spectral sequences in simplicial

theory.

Le but de ce travail est de démontrer que, pour une fibration
au sens de Kan, les suites spectrales (de Serre en théorie simplicials)

construites par A. Dress [2] et M. André [1] sont isomorphes.
Soit A un anneau de base quelconque.

RAPPELS _SIMPLICIAUX.Soit X un ensemble simplicial.

DEFINITION 1. Un systéme simplicial F (de A-modules sur X) associe un

A-module F(x) & chaque simplexe x
x e X ou x ¢+ A[n]—4X
et un homomorphisme de A-modules
F (x,0) : F(x)e——F(xa)
ad chaque application simpliciale o
X € Xn et a : Alml— ANl
le tout avec les conditions usuelles de compatibilité

F(x,id) = id F(x,aB) = F(x0,B) o F(x,a).

On peut définir un systéme simplicial en utilisant les ssules appli-
cations simpliciales suivantss :
a; : A[n-1]—oA[n] 0<ig<n#do
donnant les opérateurs de face
ellx) = xe>
n n
d'une part et d'autre part
s; : A[n+11_4A[n] 0<isgn

donnant les opérateurs de dégénérescence

ci(x] = xsi
0025-2611/82/0040/0327/$02.80
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2 ANDRE

La donnés d'un systéme simplicial conduit & de 1'homologie. Le A-modu-

le Hn(X.F) est le n-8me module d'homologie du complexs K(X,F) muni

d'une différentislle de degré -1 et composé des A-modules suivants
Kn(X.F) = Zx e X F(x).

n
Lorsque X est é&gal & A[0] , alors un systeéme simplicial est un module

gimplicial.

DEFINITION 2. On a la notion duale de syst@me cosimplicial : '1'homanor-

phisme F(x,a) a alors F(xo) comme source et F(x) comme but. La donnée
d'un systeme cosimplicial conduit & de la cohomologie. Le A-module
H"(X,F) est le n-dme module de cohomologie du complexe K(X,F) muni
d'une différentielle de degré +1 st composé des A-modules suivants

n
KEOXGF) = T an(x).

DEFINITION 3. Un systéme local F est un systéme & la fois simplicial

et cosimplicial, autrement dit il s’'agit d'un systéme simplicial F

pour lequel les homomorphismes F(x,a@) sont tous des isomorphismes ou
encore d'un systeéme cosimplicial F pour lequsl lss homomorphismas

F (x,a) sont tous des isomorphismes
E(x) = F(x) et Flx,a) = F(x,a) %,

Un A-module M donne un systéme local dit constant et noté encors M

avec M(x) toujours égal & M et avec M(x,a) toujours égal a id.

REMARQUE 4. Beaucoup de démonstrations &lémentaires d’'algeébre homolo-
gique ss rameénent & des arguments de suites spectralss dégénérées. Il
est utile d’avoir la terminologie suivante. Pour cela considérons un
complexe double K .4 (avec des graduations positives et avec des diffs-
rentielles de degré -1). L'homologis obtenug en laissant varier p
(respectivement q) est notée H(p)(respactlvsment H(q)) en degré n st

(p q) dénote 1'homologie totale Sous 1'hypothese

H{R) (el (K, gl =0 s nAo

on a un isomorphisme naturel

(p) ,(q) = u(p,q)

H H K g H K

k 0 [ p.q] k L p.q]

que l'on dit dd 2 uns évidence premidrs de type (p|g). Sous 1'hypo-

thése
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ANDRE 3

(p) ,(q) - ;
H it H A [Kp.q] 0 si m # O

on a un isomorphisme naturel
(p) 1(q) (p,q)
H H K = {7 K
0 koL p.q] K [ p.q]
que l'on dit dG & une évidence seconde de type (p|q). La différentielle

totale est la somme de la premiére avec le signe + et de la seconde avec

le signe *. Rappelons que l'on a sans aucune hypothese

(p) (q) ~ 1 lpig)
H 0 H 0 [Kp.q] H 0 [Kp'q].

DEFINITION 5. A 1l'ensembls simplicial X, on peut associer un nouvel
ensemble simplicial X# (1l'assoupli de X). Les simplexes y sont définis

comme suit :

#

< 0n,0 “ O > € X
0’71’ 'Y Tn n

est un n-simplexe de X* et consiste en une chaine d'applications sim-

pliciales composables

. o 3 o a i o
A[1n] n.A[ln_l] n ;... 1.A[10] 0, X
On a les opérateurs de dégénérescence suivants
0;(< a

A SEERETL >) = <0.,e0.,0,,1d,0q, 1rereeo,

0 0 i i+ n

et on a les opératesurs de face suivants

s:( ALY EERR L >) = < Qgreses0 Gy qoenesly >

(pour i = n, on admet que "o_ a "

n %nel signifie que o, doit &tre suppri-

mé, donc on a

n =

en(< Qgs Oqsesest >) = < Ggelysesesd o >
de maniére précise).

DEFINITION 6. Un systéme simplicial F sur X donne un systeme simplicial
sF sur X” et un syst@ms cosimplicial cF sur Xﬁ . Pour le systems sim-

plicial, on a les définitions suivantes :

sF(<aU....,an >) = F(aO)
sF(<a0,...,an >,s7) = id
) = id i # 0

SF(<(!0----;C!” >, e

3 O3 H 3 e

sF(<u0,....an >,e_) = F(ao,ull.
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4 ANDRE

Pour le systéme cosimplicial, on a les définitions suivantes :

cF(< aU....,an>) = F(ao...an]
i .
cF(< ao....,an>,sn) id
i o )
cF(< agreecsa .en) = id i # n

cF(< agseeasa e = F(ao"'an-l"an)'

n n

LEMME 7. Avec un systéme simplicial F gur X il existe un isomorphisme

naturel ¥
Hn(X.F) E Hn(X ,sF).

DEMONSTRATION. On utilise le complexe double K dont le A-module K

est la somme directe des modules suivants : & 1l’'indice

P.q

A[p]_B_..A['Lq] %g... X ALig] % X

correspond le A-module F(ao). On a un isomorphisme d'évidence premiére

de type (p|g) en utilisant 1'indice ao,....aq.B,id systématiquement
HooGE) = n(Peadp g
n n p.g
et un de type (q|p) en utilisant l'acyclicité de A[iq]
Hoofery 2 WP g
n n p.q

REMARQUE 8. Dualement un systéme cosimplicial F sur X donne un syste-

me simplicial sF sur X' avec
sF (< Ggseeea >) = F(ao...an)
et un systéme cosimplicial cF sur X“’avec
cF(< Ggreees >) = F(ao).
Le lemme dual concerne alors la cohomologie
W, F) 2 HT O, o).

REMARQUE 8. Si F est un systéme local sur X, on a donc un systéme sim-

plicial F sur X, un systéme simplicial sF sur X’, un systéme cosimpli-

#

cial F sur X, un systeéme simplicial sF sur X*. Mais alors sF st sF

sont isomorphes de maniére naturells, puisqus les modules
S_E_(< aon---;an >) - E(Go)
sF(< agreeesa >) = E(uo...an)

sont isomorphes de maniére naturelle grédce & 1l'isomorphisme
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ANDRE 5
1...anJ.

De méme cf et cf sort isomorphes de maniére naturelle.

E(ao,a

DEUX SUITES SPECTRALES. Soit Q un ensemble bisimplicial.
EEEESSSCSESSSSSSSmEsSSSTo==
DEFINITION 10. La q-&me fibre (ou misux la g-&me grossse fibre)de Q
gst l'ensemble simplicial Fq 2 donné par 1'égalité suivante
(F_Q) = Q .
q P P.Q
La grosse fibre dépend de q de maniére simpliciale.

Soit M un A-module quelconque.

REMARQUE 11. L'homologie de la grosse fibre, elle aussi, dépend de q
de maniére simpliciale. Autrement dit il existe pour chaque sntier

p >0 un A-module simplicial Hp(FQ,M) qui est égal au A-module sui-
vant en degré q : Hp(FqQ,M).

PROPOSITION 12. Avec un ensemble bisimplicial st avec un A-module M,

il existe une suite spectrales du premier guadrant

H (FQ,M H ’ .
Hy [HO(FRMI] ===> H (2,n)

DEMONSTRATION. Considérons le complexe double K(Q,M) composé des A-
modules suivants

Kovg " Zwe q M.

r.q
I1 lui correspond une suite spectrale du premier quadrant en laissant
varier en premier lieu p et en second lieu q. Comme aboutissement de

la suite spectrale on a évidemment

HPeO ik 1 = W (.M.

n p,q n

Comme début de la suite spectrale on a les modules suivants
E1

Q.p

Cela donne un complexe (avec g variable) dont 1'homologie en degré q

= H_(F_Q,M).
P q

donne le terme Ei " annoncé de la suite spsctrals.
L

Pour retrouver la situation classique de la topologie
(suites spectrales de Serre-Kan) il reste & bien choisir un certain
ensemble bisimplicial et & écrire chacune des grosses fibres comme une

réunion disjointe de petites fibres.
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6 ANDRE

Considérons une application d'ensembles simpliciaux

T+ X—pY.
Il existe deux maniéres de lui associer un ensemble bisimplicial rai-
sonnable. La premi2re est dus a8 M. André (avec la notation B ci-dessous)
et la seconde est due & A. Dress (avec la notation D ci-dessous). La
premi@re a l'avantage de donner des fibres simples et a 1l'inconvénient
de faire apparaitre la base sous la forme Y#. La seconde a l'avantage
de faire apparaitre la base sous la forme Y et a 1l'inconvénient de
donner des fibres moins simples. Mais les deux méthodes se confondent

dans le cas d'une fibration au sens de Kan.

DEFINITION 13. Un élément de Bp " est un carré commutatif du type

2

suivant
Alpl »X
B l
o ™
Y Y Y
a1 alig _E‘_L..__.A[jU]__O_, Y

DEFINITION 14. Un élément de Dp q est un carré commutatif du type

suivant
A[p]xA[q]—B—bx

n m

Alql—X—» Y

n étant la seconde projection du produit cartésien.

REMARQUE 15. A chaque simplexe de Y

y: Aln]—aY

on associe une fibrs de premiére espéce

Fy = Aln] Xy X

*
et une fibre de seconde espeécs Fy qui découle de 1l'application simpli-

ciale cenaonique
F.—sAln]
y

*
et qui est définis par 1'égalité suivante. Un p-simplexe de Fy est un

élément de Dp n avec Y égal a y.

’

332



ANDRE 7
REMARQUE 16. Avec la situation suivante
Alml Yy arn) Y Ly
on a une application d'ensembles simpliciaux
o(y,u) : F
e w—y

et une application d'ensembles simpliciaux

s .
yu
Donc la fibre de premiére espéce a un caractére cosimplicial et la fibre

©*(y,p) : F; _JF

de seconde espéce a un caracteére simplicial. On peut identifisr Fy st
*

Fy lorsque y est un O-simplexe.

I1 s'agit maintenant de réinterpréter deux fois la proposition 12

de nature générale.

Comme la fibre F_ dépend de y de maniére cosimplicials, pour chague
entier p > 0 il existe donc un syst@me cosimplicial Cp sur Y donnant
lisu & 1'égalité suivante

C (y) = H(F ,M).
P Py

Par ailleurs la grosse fibre FqB est une réunion disjointe de fibres

de premieére espéce

FB =1 #r .
q <YD,...,Yq> € Yq Yg- "Yq
Par conséquent on a les isomorphismes suivants
H (F B,M) = I H (F M) =
<Y s000, >
P qQ YD Yq P Yp Yq

- 4
z C(y «..y ) = K _(Y',sC).
Ygrree¥y> P Yottt Tq Q P

Mais alors on a les isomorphismes suivants sn passant & 1’'homologie
= - ~ A
NG: M (K(Y¥,sc )1 = H_(YF,sC ).

Hq[ p( 'M] q[ (Y ,s b 1 q P
Par ailleurs il existe un isomorphisme d'évidence premiérse de type (p|q)
concernant le complexe double K(B,M) et apparu dans le lemme 7

H (B,M) = H (X,M).

n n

On a donc le résultat suivant (concernant une suite spectrales de pre-

midre espice pour ainsi dire).
PROPOSITION 17. Soit m : X— une application simplicials, & consgidé-
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ANDRE

rer avec ses fibres de premigre espéce F . Alors il existe un ensemble

bisimplicial B pour lequel la suite spectrals de la proposition 12 a

la forme suivante
#
H (Y",8C_ ) =—==H (X,M)
q P n

avec Cp(y) ggal a Hp(Fy.M] pour ls systéme cosimplicial Cp sur Y.

Comme la fibre F* dépend de y de maniére simpliciale, pour cha-
que entier p>0 il existe donc un systéms simplicial Sp sur Y donnant

lieu & 1'égalité suivante
*
S (y) = H (F ,M).
pY pFy M

Par ailleurs la grosse fibre FqD est une réunion disjointe de fibres

de seconde espéce

F D ] :
= F .
qQ YEY Y
Par conséquent on a les iBOIIOI‘phiSmBS suivants

H (FD,M) = £ H (F*M) 2 2
p' g y Mo FY ZY SP(YJ Kq(Y.SpJ.

Mais alors on a les isomorphismes suivants en passant & 1'homologie

H [H_(FD,M)1 % H_[KC(Y, z
q- p q[( Sp)] Hq(Y.SpJ.

Par ailleurs il existe un isomorphisme d'évidence premiére de type
(p|q) concernant le complexe double K(D,M)

H (D,M) = H_(X,M)
n n

(la démonstration forme le deuxi@me paragraphe de [2]). On a donc le

résultat suivant (concernant une suite spectrale de seconde gspécs

pour ainsi dire).

PROPOSITION 18. Soitm: X—3Y une application simpliciale, & consi-

*
dérer avec ses fibres de seconde sspéce F . Alors il existe un ensem-

ble bisimplicial D pour lequel la suite spectrale de la proposition

12 a la forme suivante

H (Y,S J=—=pH (X,M)
q p°T g 'n

avec S (y) égal aH (F;.M] pour le systdme simplicial Sp sur Y.

P P
COMPARAISON DES_FIBRES. Soit toujoursm: X—3Y une application sim-
pliciale quelconque. Il e’agit maintenant de comparer les dsux espacess
de fibres F et F* rencontrées ci-dessus.
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ANDRE 9

LEMME 18. Avec la situation suivante

Alm] X, aln] X, v
il existe une application simpliciale canonique

fly,u) : A[m] x F* .
y,u [ y———aFyu
DEMONSTRATION. Soit un k-simplexe de A[m]

a : A[kl_5A[m] (sans condition)
et soit un k-simplexe de F;

b : A[k] x A[n]—=X (avec condition).
En utilisant l'application diagonale, on forme alors une application
simpliciale c par composition

Alk] —5A[k] x A[Kk] —5 ALK] x ALm]—5ALK] x ALnl—=X.
La condition sur b entraine la commutativité du carré suivant
A[k]_E_+X
a m

[m]—Y%,
On a donc 1@ un k-simplexe de Fyu'
REMARQUE 20. L'application simpliciale f(y, H) est naturelle dans ls
sens suivant. D'une part il s'agit d'un isomorphisme dans le cas sim-
ple od m et n sont nuls : c'est 1'isomorphisme qui permet d'identifier
les fibres F; st Fy dans le cas d'un O-simplexe y. D'autre part au

diagramme commutatif suivant
AlmI_* 5 AIn] Y 5y
lo T l id
ul yl
[m']__)A[n’]__)Y
correspond le carré commutatif suivant

A[m] x F* F
L] Y7, yu

’ F‘
Alm'] x y—,—-}Fy,u,
concernant les applications simpliciales suivantes
ply,u) , fly',u') , o x0* (y,7) , o (y'u',a).

Remarquer l'orientation réciproque des flaches ost T.
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En passant & 1'homologie, le lemme et la remarque donnent le

résultat suivant, compte tenu de 1'isomorphisme canonique
H  (A[m] x F*,M) = H_(F*,M).
P y P Yy

PROPOSITION 21. Avec la situation suivante

Alm]—E>a[n 1Ly

il existe un homomorphisme naturel

(y>1) 5 S ( — C E
Pty N s y) p(yu]

Lorsque m et n sont nuls, il s'agit d'un isomorphisme. Au carré com-

mutatif suivant

AlmI—E>arn1—Lsy
[} T l id
Afm' 1EA[n 1Yy

correspond le carré commutatif suivant

Sp(y pE(y o) C (yu)

Sp(y 57T C (y’u'.o]
Sp(y') pE(y e (y u’]

COROLLAIRE 22. Lorsque m : X—- Y est une fibration au sens de Kan,

alors il existe un systéme local sur Y dont Sp est 1'aspect simpli-

cial et dont Cp est l'aspect cosimplicial.

DEMONSTRATION. Lorsque m est un fibré, alors les fibres de premiére
espeéce ont toutes la méme homologie et Cp(y.r) est toujours un iso-
morphisme et les fibres de seconde espéce ont toutes la mé&me homolo-
gie et Sp(y,T) est toujours un isomorphisme. Il suffit de contrdler
que p (y,u) est toujours un isomorphisme pour &tre certains que S_ et
C_ sont les deux aspects d'un méme systéme local. Gréce a la naturai
lité, on se raméne au cas od m et n sont nuls et dans ce cas 1l'iso-
morphisme est donné de maniére explicite. Plus précisément avec la

situation suivante
Alm]—E>A[n]-L>y
on fixe un O-simplexe de A[m]

B : A[0]—>A[m].
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ANDRE 1

On considéere alors un premier diagramme commutatif

Ar01-EEarn1—Loy
B id id
Alml—E+a[n]-Yoy
qui démontre que pp[y.u) est un isomorphisme si pp(y,uB) en est un,

puisque 1'on a deux isomorphismes
S (y,id) et C _(yu,B).
p y ) yu

On considere ensuite un second diagramme commutatif

Ar01-EE s ArnYoy

id uB id
[g]_lg_+A[g]¥E§»y

qui démontre que pp(y,uB) est un isomorphisme puisque l'on a trais
isomorphismes
p_(yuB,id), S (y,uB), C_(yuB,id).
P y p y P y
La proposition précédente démontre donc le corollaire.
Lorsque m est une fibration au sens de Kan, les suites spectra-
les des propositions 17 et 18 commencent de la méme maniére. En effet

le corollaire 22, la remarque 8 et le lemme 7 donnent les isomorphis-

mes suivants

n

H (Y™ ,sc ) = H (W,ss) = H (v,5).
q p q p q p

Il reste a démontrer qu'en fait les deux suites spectrales sont iso-
morphes. Sans hypothése sur m, on a seulement une application de la
suite spectrale de la proposition 18 dans la suite spectrale de la
proposition 17. Essayons de donner une démonstration compacte du théo-
réme d'isomorphisme du cas fibré (isomorphisme des suites spectrales

a8 partir des termes E2]. Pour cela faisons avec les ensembles trisim-

pliciaux ce qui a été fait ci-dessus avec les ensembles bisimpliciaux.

REMARQUE 23. Soit Q un ensemble trisimplicial. La grosse fibre de bi-
degré (r,s) de @ est l'ensemble simplicial Fr SQ donné par l'égalite

suivante

(Fr,sg]p = Qp.r,s'
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12 ANDRE

Cette grosse fibre dépend de son bidegré de maniére bisimpliciale.
Passons & 1'homologie. Pour chaque entier p 2 0, il existe un A-module
bisimplicial

H (FQ,M)
p

qui est égal au A-module suivant en bidegré (r,s)

On considére aussi le complexe triple associé K(Q,M) et la suite spec-
trale correspondante du type indiqué ci-dessous
H(r:s] H[p) R H(p,r,s)'
J i n
On a donc & nouveau une suite spectrale

H [H (Fe,M)]=—> H (Q,M)
q P n

ol Hq est de 1'homologie totale (concernant les deux derniéres gradua-

tions : q = r+s).

DEFINITION 24. Voici 1l'ensemble trisimplicial qui est utilisé dans la

démonstration du théoréme d'isomorphisme des suites spectrales. Un

élément de Cp . est un diagramme commutatif du type suivant
Alp] Alpl x ALjyl—Y— X
B & a a, " a l L
S 1 0 M

A[r]——*A[js]————*...——**A[jo]———*
La grosse fibre de bidegré (r,s) est une réunion disjointe de petites
fibres. A chaque bisimplexe
<a0,....as|ﬁ>
correspond la petite fibre qui est l’ensemble simplicial suivant
3 *
A[Js]x Fuo.

En degré p, son homologie est le module suivant

e

Hp(A[jS] x F& M)

H (F* ,M)
0 B

0
c'est-a-dire S _(a,).
p O

REMARQUE 25. Il existe un homomorphisme naturel

v : K(C,M)—— K(B,M)
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ANDRE 13
dont voici la définition en bref. Au trisimplexe de la définition 24

correspond 1'élément nul si r n'est pas nul et si r est nul le bisim-

plexe
Alp] = X
§ m
[0 (o1 a
AL 1 —2= o, L ALjg) 0, v

avec l'application simpliciale c construite selon la démonstration du

lemme 19, & partir des données suivantes

REMARQUE 26. Il existe un homomorphisme naturel
w : K(C,M)———— K(D,M)

dont voici la définition en bref. Au trisimplexe de la définition 24
correspond 1’élément nul si s n’'est pas nul et si s est nul 1le bisim-
plexe

Alplx A[P]_lLiE_i_§l+x

I a8 l"

A[ p]lm—Y.

Cette définition n'utilise que la naturalité de la fibre de seconde

espece.

THEOREME 27. Pour une fibration m au sens de Kan, les suites spectra-

les des propositions 17 et 18 sont isomorphes de maniére naturelle.

DEMONSTRATION. Gréace aux homomorphismes v et w définis dans les remar-
ques 25 et 26, on a la situation suivante
suite spectrale de premiére espéce due & B
suite’g:ectrale auxiliaire due a C
uite spectrale de seconde espéce due a D.
Pour démontrer qu'il s'agit de deux isomorphismes, il suffit de démon-
trer que c'est bien le cas au niveau des termes E2. Les arguments &

utiliser sont déja apparus précédemment. En voici un résumé.

Commengons par Ez(v). Le calcul du terme E1 de la suite spectra-

le auxiliaire fait considérer 1'indice suivant
B .. % ! . %
Alr]—* A[JS]———+ N A[JD]———* Y

avec 1'homologie en degré p de l'ensemble simplicial
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14 ANDRE
s *
A[Jsl X Fuo

autrement dit avec 1l'homologie en degré p de 1l'ensemble simplicial

o see O
0 s

selon le corollaire 22. Mais alors 1'homomorphisme Ellv) est obtenu
par la simple suppression de B. Cette suppression conduit & un iso-
morphisme en homologie par une évidence premiére de type (s|r] le
degré p étant Fixé évidence premiére due a l'acyclicité de A[J e

L'homomorphisme E (v) est donc un isomorphisme pour chaque bldegré

Terminons par E (w). Le calcul du terme E1 de la suite spectrale

auxiliaire fait considérer 1'indice suivant
B %s % %g
Alr]—> A[js]———+ P A[jU]———* Y

avec l'homologie en degré p de l'ensemble simplicial
s *
A[JS] X F“D

autrement dit avec 1'homologie en degré p de l'ensemble simplicial

*

Fa
0

évidemment. Mais alors 1'homomorphisme El(w) est obtenu par la simple
composition de uo,....as.B. Cette composition conduit & un isomorphis-
me en homologie par une évidence premiére de type (r|s), le degré p
étant fixé, évidence premiére déja apparue dans la démonstration du

lemme 7 et due & la bonne utilisation de 1'indice
aD....,aS,B,1d.

L'homomorphisme Ez(w] est donc un isomorphisme pour chaque bidegré.
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