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TOPOLOGIEN AUF SCHNITTMODULN
KOHARENTER KOMPLEX- UND REELL-ANALYTISCHER
GARBEN

Wolfram Decker

In this paper we consider coherent complex-analytic
sheaves F on a complex-analytic space X, and study two ca-
nonical topologies, inductive resp. projective locally con-
vex, on I (A,F) for subsets AC X. We are interested in con-
ditions on A for which these topologies coincide, and get
as a main result that this is the case for real analytic
spaces which can be imbedded in some IR” and have the origi-
nal X as a complexification. By complexification we apply
our results to coherent real-analytic sheaves.

Einleitung
Sei (X,Ox) C-analytischer Raum mit abzdhlbarer Topolo-

gie, F eine kohdrente OX-Garbe. Wir betrachten in dieser Ar-
beit auf den C-Vektorrdumen T (A,F) fiir Ac X verschiedene lo-
kalkonvexe Topologien. Ist A offen, so versehen wir T (A,F)
mit der kanonischen Fréchet-Topologie und bezeichnen den zu-
gehdrigen Raum mit F(A,F)Fr. Ist A beliebig, so sei
FI,A.F=l$m F(U,F)Fr, wobei U die offenen Umgebungen von A
durchl&duft, und FP’¢’A‘F=%EE FI,K’ wobei ¢ ein projektives

€¢
System von Kompakta von A ist, das alle kompakten konvergen-

ten Folgen von A enthdlt (fiir solche ¢ kdnnen wir zeigen:

r(a,F) = lim r(U,F) = lim r(K,F)). Ist speziell ¢ das System
€9 ei .=

aller Kompakta von A, §o sei FP,A"'FP,¢,A'

Fiir den Fall einer komplex-analytischen Mannigfaltig-

keit V und der Strukturgarbe O= Ov werden solche Topologien
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2 DECKER

in [14] und [15] untersucht. Insbesondere wird in [15],
Théor. 1.2 unter Benutzung von Ergebnissen aus [14] gezeigt:
OI,A

Mannigfaltigkeit mit Komplexifizierung V ist.

=(}P A’ falls A Teilmenge einer reell-analytischen
14

Ist A offen oder kompakt, so gilt trivialerweise

Fr.a=Fp.ar

fern analytische Teilmengen A in Stein'schem X. Unser Haupt-

Ein weiteres Beispiel fiir diese Gleichheit lie-

interesse in dieser Arbeit gilt jedoch dem Fall, daB (A,ﬁﬁ)
ein IR- analytischer Raum mit Komplexifizierung (X,OX) ist.
Nach [1] ist (A,RA) in den IJ’ einbettbar fiir alle 22 n+N,
wenn (A”RA) n-dimensional und lokal vom Typ N ist. Fiir
solche A zeigen wir: FI,A = FP,A' Wir wenden dieses Ergeb-
nis auf kohdrente reell-analytische Garben an und erhalten
so die Existenz und Eindeutigkeit einer kanonischen Topolo-
gie auf den Schnittmoduln solcher Garben.

Wir benutzen die Ergebnisse von Martineau fiir den Spe-
zialfall nicht mit. Dadurch, daB wir mit Trdgern von gleich-
stetigen Mengen an Stelle von Tr&dgern von Funktionalen ar-
beiten, kommen wir ohne eine Verallgemeinerung von Théor.
1.1 in [15] aus.

Im einzelnen gehen wir wie folgt vor: In 1. .zeigen wir:

r(A,F) = lim r(U,F) = lim r(K,F) fiir Ac X und ¢ wie oben.
U =)

In 2. fiilhren wir FI,A und FP,¢,A ein und erhalten erste Ei-

genschaften der betreffenden R&ume und ihrer Dualr&ume.

Insbesondere sehen wir: Existiert zu jeder in Fi A gleich-
’

stetigen Menge E ein Kompaktum K in A und eine gleichsteti-

v
ge Menge EK in FI,K'

von E), so folgt F = F . In 3. untersuchen wir Eigen-
I,A P,A

von der E herkommt (d.h.: Ist K Tr&ger

schaften von Trdgern von gleichstetigen Mengen in I‘(X,F)%r
und geben insbesondere eine hinreichende Bedingung dafiir an,
daB der Durchschnitt von zwei Tr&gern wieder Tr&dger ist. In
4. benutzen wir dieses Ergebnis um zu zeigen: FI,A = FP,A
fiir A analytisch in Stein'schem X. In 5. treffen wir einige
Vorbereitungen und zeigen dann analog zu den Beweisen in 4.
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DECKER 3

FI,IR“ = FP,]R“ fiir koh&rente OU-Garben auf einer offenen Um-
gebung U des R" im CM™. In 6. zeigen wir das angekiindigte
Hauptergebnis durch Zurilickfiihren auf den Fall in 5.

Soweit im Text nicht eingefiihrt, verwenden wir die De-
finitionen und Bezeichnungen von [6],[%2] (lokalkonvexe topo-
logische Vektorr&ume sind nicht notwendig separiert) und [9].

Bei Herrn Prof. Dr. Trautmann bedanke ich mich recht

herzlich fiir die Anregung zu dieser Arbeit.

1. Die C-Vektorraumstruktur auf den Schnittmoduln

Im folgenden - bis einschlieBlich 4. - bezeichne (X,Gx)
stets einen C-analytischen Raum mit abz&hlbarer Topologie,
F einen kohdrenten ox—Modul. Fir UC X offen sei
(U,0y) := (U,04]0).

(1.1) Fir U,vc X offen, Vc U, bezeichne
r\[';::rg(F) : T(U,F) — T'(V,F) den Restriktionshomomorphis-

mus.

(1.1.1) Fir Ac X bilden die T (U,F), wobei U die offe-
nen Umgebungen von A in X durchl&duft, zusammen mit den Re-
striktionshomomorphismen ein induktives Spektrum von C-Vek-

torrdumen. Fp = r(A,F) bezeichne den zu diesem Spektrum gehd-
renden induktiven Limes. Fiir AC BC X erhalten wir einen ka-
B
A

der fiir A und B offen mit dem Restriktionshomomorphismus

nonischen Restriktionshomomorphismus r) := ri(F) : FB — F

A'
aus (1.1) iUbereinstimmt.

(1.1.2) Sei Ac X,¢ eine Familie von Teilmengen von A
mit der folgenden Eigenschaft: Zu C,D€ ¢ gibt es ein E€ ¢
mit CUDCE. Zusammen mit den Restriktionshomomorphismen
bilden die (FC)CE 6
rdumen. F bezeichne den zugehdrigen projektiven Limes.

¢,A "o
Fir C€ ¢ sei rc(cp) : F

ein projektives Spektrum von C-Vektor-

— F_, die kanonische Projektion.
¢ ,A C

Die Definition von FA= r(A,F) wird es uns in 2. erlau-
ben, eine kanonische induktive lokalkonvexe Topologie auf
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4 : DECKER

r(A,F) einzufiihren. Um T (A,F) auch mit projektiven lokal-
konvexen Topologien zu versehen, bendtigen wir den folgen-
den Satz:

(1.2) SATZ: Sei AcX,¢ wie in (1.1.2). ¢ enthalte zu-
sdtzlich alle kompakten, konvergenten Folgen in A. Dann

gilt: F¢ x = Fy und ré(d’) = r‘é fiir alle C€ ¢.
’

Beweis: Durch f — (ré(f)) € ¢ erhalten wir einen Homomor-
. . . _ A . S .
phismus w.FA — F¢'A mit C(¢)°cp =Tg. © ist injektiv wegen

der zusdtzlichen Voraussetzung an ¢ und surjektiv wegen dem
folgenden Lemma, das eine Verallgemeinerung von [10], Lem-

me 1 zu Théoréme 2 bis ist.

(1.2.1) LEMMA: Fiir alle kompakten, konvergenten Folgen
K in A sei gKEF gegeben mit: aus K€ K, folgt ry (gK )—gKl

Dann existiert eine offene Umgebung U von A ﬂ X und
n g€ r(U,F) mit:
Fiir alle kompakten, konvergenten Folgen K in A ist

_ .U, U
9g = rK(g ).

Beweis: (i) Sei x € A. Wegen der zusdtzlichen Voraussetzung
an ¢ existiert dann, wie man sofort bestéitigt, eine offene
Umgebung W von x in X und ein Reprdsentant g von g, = Fixd
auf W ; SO daB fiir alle YyEW,NA gilt: gY‘r (g ).

(ii) Sei (U_) eine lokalendliche Verfelnerung von

X'XEA
(wx)xEA' so daB8 fiir alle x€ A gilt: U, ist offene Teilmen-
3 . X . ‘
ge von W, und AC }éﬁ Ux‘ Wiederum mit g~ bezeichnen wir die
Einschrédnkung von gx auf U . Sei x€A, x€ Uy = Uyn Uz' Dann
existiert wegen (i) eine offene Umgebung V. von x,V. cU_,
U yz yz yz
mit rVy (gy) = rvz (g®). Wir wenden nun [7], Chapitre II,
yz yz
lemme 3.8.1 an. Wir erhalten fiir alle X€ A eine offene Umge-

3

bung U*¥ von x mit folgenden Eigenschaften:
a) Ist x€U nA, so istUCVYz
b) Ist U¥n Uy#¢, so existiert ein z€ A mit v¥u U¥c U

Sei x€ A. Dann existiert y€ A mit x€ U,. Wegen a) ist
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DECKER 5

8]
UXC:Uy und gUx i=r i(gy) ist unabhingig von der Wahl von y
U X

definiert. Wegen b) definieren die (gU ) ein Element

XEA
ger(u,r), U==;§A Ux, mit den gewilinschten Eigenschaften.

2. Topologien auf den Schnittmoduln

(2.1) SATZ: Fiir Uc X offen k6nnen wir I'(U,F) mit einer
lokalkonvexen Topologie versehen, so daB T (U,F) zu einem

Fréchet-Raum wird mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Ist UcX offen, so ist filir alle x€ U die Restrik-

tionsabbildung rg: r(u,F)— F, stetig, wobei F, mit der

Folgentopologie versehen ist. (Zur Definition und zu den Ei-
genschaften der Folgentopologie verweisen wir auf [8]). Da-

rilberhinaus ist die Fréchet-Topologie auf I (U,F) durch die-

se Eigenschaft eindeutig bestimmt; sie heiBt auch kanonische

Fréchet-Topologie auf I (U,F). I (U,F)p,. bezeichne I (U,F) ver-

sehen mit der kanonischen Fréchet-Topologie.
(ii) Fir U,Vvc X offen, VC U, ist

U i i
ry: I‘L(IU,F)Fr — I‘(V,F)Fr stetig. Ist zus&dtzlich vccU, so
ist ry kompakt.

(iii) Fir Uc X offen ist I‘(U,F)Fr nuklear, (FS)-Raum
und insbesondere Montel-Raum.

Beweis: (i) und der erste Teil von (ii) finden sich z.B. in
[9]. Fiir den 2. Teil von (ii) und die Nuklearit&dt verweisen
wir auf [4]. Da8s r(U,F),,. auch (S)-Raum ist, folgt dann aus
(ii) mit Hilfe des Satzes von der offenen Abbildung fiir
Fréchet-Riume (siehe z.B. [12], chap. 3, § 17, theor. 1)
und der Charakterisierung vollstdndiger Schwartz-Rdume in
Te6l, § 22, 3.4, satz.

(2.2) DEFINITION: Sei K< X kompakt. Dann sei
FI,K = lém F(U,F)Fr, wobei U die offenen Umgebungen von K

in X durchlduft.
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6 DECKER

(2.2.1) SATZ: FI x ist separierter (LS)-Raum, insbe-
’

sondere nuklear, D(FS)-Raum, also auch vollstdndig und Mon-

tel-Raum.
Beweis: Wir wdhlen eine abz&dhlbare Umgebungsbasis wvon K aus
offenen Mengen (Un)ne let Un+1CCUn fiir alle n€ N . Dann

ist FI,K=%P(Un’F)Fr ein (LS)-Raum wegen (2.1). FI,K ist
separiert, denn die kanonische Injektion FI,K = ngFx ist
stetig, wenn wir jedes Fx mit der Folgentopologie, die se-

pariert ist, versehen. Mit Hilfe von (2.1), (iii) folgt aus
[6]1, § 27, 2.8, satz, das FI,K nuklear ist; wegen [6], § 25,
2.9, Korollar 2 ist FI,K Montelraum, also insbesondere re-

flexiv und somit wegen [6], § 26, 2.2, Satz ein D(FS)-Raum.

(2.3) Sei AcC X beliebig, ¢ ein System von kompakten
Teilmengen von A mit den Eigenschaften aus (1.2). Wegen
(1.2) kénnen wir definieren:

(2.3.1) DEFINITION: (i) Sei FI,A=1ig; I'(U,F)g,., wobei
U die offenen Umgebungen von A in X durchlduft.

(ii) Sei F im F .Existiert fiir jedes Kompak-

P,o,A Fgg LK

tum L in A ein K€ ¢ mit Lc K, so schreiben wir FP A fir
tum 20 A €eln mic S0 schrelben wlir SR SHE
F

P,¢,A"
(2.3.2) BEMERKUNG: Leicht ergeben sich die folgenden
Eigenschaften:
. : . B
(i) Sind AcBc X, so sind % FI,B —_— FI,A und
H FP B FP a stetig. Die identische Abbildung von F
’ 4
auf F ist stetig. Insbesondere ist FI A separiert.
14
(ii) Ist Kc X kompakt, so gilt: FI K=FP K* Ist UcX
’ 14

offen, so gilt: FI,U= F(U'F)Fr'—'%é—TNF(Un’F)Fr fir jede rela-

I,A

tiv-kompakte,offene Ausschépfung (Un)ne N von U. Insbeson-
dere ist die identische Abbildung von F auf F stetig

P,U I,U
und somit wegen (i) FI,U=FP,U"
(iii) FI A ist ultrabornologisch.
’
(iv) F ist nuklear und vollstdndig.

P,¢,A
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DECKER 7

(2.4) Werden in dieser Arbeit Dualriume betrachtet, so

seien sie jeweils mit der starken Dualtopologie versehen.

(2.4.1) BEMERKUNG: Existiert zu jeder in Fi a gleich-
’
stetigen Menge E ein Kompaktum K€ ¢ und eine gleichstetige
. .. t A _ - |
Menge EKC FI,K mit rK(EK)-—E, so folgt FI,A FP,¢,A' Dabei
wird FP 6,A vermbge der zur Identitd@t transponierten Abbil-
{4 ’

dung als linearer Teilraum von Fi A aufgefaBt, A und ¢ sei-
’

en wie in (2.3).

3. Trdger von Funktionalen

Bemerkung (2.4.1) fiihrt uns zur folgenden Definition,
die sich von der Definition in [14] unterscheidet, damitwir
uns Begriffe ersparen, die fiir diese Arbeit liberfliissig

sind.

(3.1) DEFINITION: Seien ECF(X'F)fr gleichstetig,
TET(X,F)p., ACKX.
A heiBt Trédger von E (bzw. T), wenn eine gleichstetige

Menge E, in F! (bzw. ein T, EF! _) existiert mit
T X A=— "I,A R P A I,A’ —/—————— —
rA(EA)==E (bzw. rA(TA)==T). Ep (bzw. TA) heiBt dann eine

Fortsetzung von E (bzw. T) auf A.

In Verbindung mit den Eigenschaften strikter, kompak-
ter, projektiver Spektren flihrt uns Bemerkung (2.4.1) ins-
besondere auf die Frage, wann die Restriktionsabbildung
I'(X,F) ~—— FI,K
hat. Dies ist fiir P(X,Ox)—konvexe Kompakta in Stein'schen
Riumen der Fall. Wir stellen zundchst einige Eigenschaften

fiir ein Kompaktum K in X ein dichtes Bild

dieser Kompakta zusammen.

(3.2) DEFINITION: Seien Uc X offen und K< U kompakt.
u,x = {xeu| [E(x)| s [[£]l; fir alle £€ I(X,04)}.
K heiBt P(U,OU)-konvex, wenn K==KU U U heiBt F(X,Ox)-kon—
’
vex, wenn fiir jedes Kompaktum L in U auch Ly x Wieder
22 23 W aled X X=egel

kompakt ist.

Wir setzen: K
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8 DECKER

Wir setzen fiir den Rest dieses Paragraphen voraus, daB
(x,ox) ein Stein'scher Raum ist.

(3.2.1) SATZ: Sei Kc X kompakt. Dann gilt:
(i) Kx X besitzt eine Umgebungsbasis aus offenen
14

T (X,0y) -konvexen Mengen.

(ii) Besitzt K eine Umgebungsbasis aus offenen

I‘(X,ox)-konvexen Mengen, so ist K I‘(X,Ox)-konvex.

Beweis: (i) findet sich in[16], § 1, (ii) ist eine triviale

Folgerung aus dem ndchsten Satz.

(3.2.2) SATZ: Sei Uc X offen. Dann sind &quivalent:

(i) U ist I‘(X,Ox)-konvex.
. i : X
(ii) (U,OU) ist Stein'sch und ry s I‘(X,Ox) —_— 1‘(U,(5U)Fr
hat dichtes Bild.
(iii) Fiir alle Kc U kompakt gilt: KU U=K
’

X,X"
Beweis: (i)<=>(ii) findet sich in [2], Anhang zu Kap. VI,
§ 4, (i) =—>(iii) in [16], § 1 und (iii) == (i) ist trivial.

(3.2.3) SATZ: (i) Sei UcX offen und I’(X,OX)-konvex.
Dann hat rX: r(Xx,F) — r(U,F)p, dichtes Bild.

U
(ii) Sei K€ X kompakt und I‘(X,OX)—konvex. Dann hat
rX: I (X,F) — F; g dichtes Bild.

Beweis: Fiir (i) verweisen wir wieder auf [2], Anhang zu Kap.
VI, §4, (ii) ergibt sich mit Hilfe von (3.2.1), (i) aus (i).

Wir sind nun in der Lage, einige Eigenschaften von Tr&d-

gern von Funktionalen angeben zu k&nnen.

(3.3) SATZ: Seien TE€ I‘(X,F)l',.r, K und L Kompakta (offe-
ne Mengen) in X mit KUL ist I‘(X,OX)—konvex. Dann gilt: Mit
K und L ist auch KNL Trdger von T.

Beweis: U sei die Uberdeckung von KU L durch K und L,
CO(U,F) 7 C‘l (U, F) und 5° seien kanonisch definiert. Dann er-
halten wir C°(WF) = F F - C1 (ULF) =F und Kern 6%=

I,KI,L I,KNL
F1,KkuL.wobei wir jeweils die lokalkonvexe Topologie von
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DECKER 9

der rechten auf die linke Seite {libertragen. Mit Tx bzw. L
bezeichnen wir die kanonischen Projektionen von c® (,F) auf
bzw. FI,L'

TK bzw. TL seien Fortsetzungen von T auf K bzw. L. We-

Er .k

gen [5], Prop. 3, Theorem B fiir Stein'sche Riume und (3.2.1),
(i) ist H'(KUL,F) =0 und damit auch H'(u,F) =0. Also ist
§°: c®w,F) — C1(Ul,F) surjektiv. Jedes fE€ C1 (W, F) hat
folglich eine Darstellung

L ; .
f= ri n L(fK) - Ixn L(fL) mit (fK,fL) € c®(w,F). Wir setzen
TKnL(f) = (TKowK-TLowL) (fK,fL). Mit Hilfe von (3.2.3)

ergibt sich, daB wir so eine wohldefinierte lineare Abbil-

F — € erhalten. Aus T 08° =

dung Ty 01, Fr xny KNL

] _ " . o _
'1Ko1rK TLO L folgt, daB TKﬂL auch stetig ist, da 6 sur

jektiver topologischer Homomorphismus ist (siehe z.B. [17],

(5.6), Lemma). T ist eine Fortsetzung von T auf KNL.

KNL
(3.3.1) COROLLAR: Seien K und L wie in (3.3),
EC I‘(X,F)F'.r gleichstetig. Dann gilt: Mit K und L ist auch

KNL Trdger von E.

(3.4) SATZ: K und L seien I‘(X,Ox)—konvexe Kompakta
(offene Mengen) in X. Weiter gelte fiir alle TE I‘(X,F)I;.r:

Mit K und L ist auch KNnL Trdger von T. Dann ist
HY(KUL,F) =0 fiir alle 12 1.

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Beweis von
(3.3). Mit K und L ist auch KnL T (X,0y4)-konvex. Also gilt
fir alle 121 : H (KnL,F) =HY(K,F) =HL(L,F) =0 und somit
Hl(K UL,F) =Hl(’Ul,F) . Also bleibt zu zeigen: I-I1 W, F) =0.

o

Dies ist &dquivalent zur Surjektivitdt von §°%; §° ist

© injektiv ist und wenn gilt:

genau dann surjektiv, wenn t&
Im (t6°) =Im(t6°) in F! _@®F! ([14], Préliminaires,
I,K I,L

Théor. 4).
. X
Mit rK nL
injektiv.

Mit Hilfe von [6], § 14, 4.1., Satz erhdlt man:

((3.2.3)) hat auch 6° dichtes Bild. Also ist
t.o
§
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10 DECKER

mm(%°) = F

L 5

I,KUL" Sei nun (TK,TL)GIm( 2 FI KOFI L°

t X _t X, . \
Dann folgt: rK(TK) = rL( TL) ist ein Element TE€ I‘(X,F)Fr.
Mit K und L ist auch KNL Trdger von T. Ist TKn L eine Fort-

setzung von T auf KnL, so folgt mit Hilfe von (3.2.3)

O(TK n L) = (TK,TL) r woraus sich die Behauptung ergibt.

(3.5) SATZ: E sei gleichstetige Menge in T (X,04) g,
{i) Sei U< X offen und I (X,04)-konvex. Dann ist U ge-

nau dann Trdger von E, wenn es einen kompakten T (X,0y)-kon-
vexen Trdger K€ U von E gibt.

(ii) Sei K< X kompakt und I’(X,Ox)—konvex. Dann ist K
genau dann Trdger von E, wenn jede offene, I‘(x,ox)-konvexe

Umgebung von K in X Trédger von E ist.

Beweis: (i) Die Richtung von rechts nach links ist trivial.
Sei U Trdger von E und (Kn)ne N Ausschépfung von

U, die aus I‘(X,Ox)-konvexen Kompakta besteht. Dann ist we-

gen (3.2.3), (ii) bzw. (2.1), (ii) (Fp g 1T) e ©in
14
striktes, kompaktes, projektives Spektrurrtll mit
Fo.u %FI K- Mit [6], § 26, 2.4., Satz folgt
FI; v= 1ig\ FI K ist separierter (LS)-Raum mit reguldrem

neN

Spektrum (Fi K ,r) ([6], § 25, 2.7., Korollar 1), wo-
’
n

neN
raus sich die Behauptung ergibt (D(FS)-Rdume sind insbeson-
dere infratonneliert).

(ii) Die Richtung von links nach rechts ist trivial.
Seien (U )nGIN eine Umgebungsbasis von K aus offenen,
I‘(X,Ox) konvexen Mengen ((3.2.1)) und E C I‘(U F) gleich-

stetig mit trXU (E ) =E fir alle n€e N . Fdr nE N 1st

ErX e (U, F) L n_Cn I (X,F)}_ injektiv wegen (3.2.3), (i),so

daanu jedem T € E genau ein TU EE existiert mit

trg (Ty )—T Wegen [6], § 26, 1. 2., Satz gilt algebraisch:

r.-"n @r(u /F) gy Also ist By:= ((Ty x| TEE} eine
neEN

Teilmenge von F! die wegen [12], Chap. 3, § 4, Prop. 5

I,K
gleichstetig ist.
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4. Analytische Mengen in Stein'schen Rdumen

Im folgenden sei X Stein'sch und AcC X analytisch.

(4.1) LEMMA: Sei Kc X kompakt und T (X,0y)-konvex.

(i) Sei L ein Kompaktum in A. Dann ist die F(X,OX)-kon-
vexe Hillle von KUL von der Form KUL', wo L' ein Kompaktum
in A ist.

(ii) KU A hat eine Umgebungsbasis aus offenen,

r(x,ox)-konvexen Mengen.

Beweis: Analog zu den Beweisen von Lemme 1 und 2 zu Prop.
2.7., Chap. I, in [14].

(4.1.1) LEMMA: Es gilt: ra: I (X,F) —> F
tes Bild.

I,A hat dich-

Beweis: Wegen (4.1) besitzt A eine Umgebungsbasis aus offe-
nen, F(X,Ox)—konvexen Mengen, so daB sich die Behauptung
aus (3.2.3), (i) ergibt.

(4.2) SATZ: Seien EC r‘(x,F)lj..r gleichstetig, A Trédger
von E und K ein kompakter, F(X,GX)—konvexer Trédger vonkE in X.

Dann ist KN A F(X,GX)—konvexer Trdger von E.

Beweis: Sei U eine offene Umgebung von KN A in X. Dann exi-
stieren offene Umgebungen U1 von A und U2 von K mit U1ﬂUf:U;
dabei k&nnen wir U1 wegen (4.1), (ii) und U2 wegen (3.2.1),
(i) F(X,OX)—konvex wdhlen. Wegen (4.1), (ii) existiert eine
offene, F(X,ox)-konvexe Umgebung U3 von KUA mit U3C U1UU2.

Mit U,.NU

11U, und Uan3 ist auch U1nuan3 F(X,ox)—konvexer Tra-

ger von E ((3.3.1)), da (U1nU3) u (UzﬂU3) = U3 F(X,OX)-kon-
vex ist. Da 01002003C U ergibt sich die Behauptung aus
(3.2.1), (ii) und (3.5), (ii).

(4.2.1) COROLLAR: Es gilt: F F

I,A”"P,A"
A gleichstetig. Wegen (4.1.1) ist

Beweis: Sei ECZFi
trX:F' —_— I‘(X,F)l',r injektiv, so daB wir E als gleichste-
’

tige Menge in I‘(X,F)f-r mit Trdger A auffassen kdnnen. Wegen
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(3.5), (i) existiert ein kompakter, r(x,Ox)-konvexer Trédger
K von E in X. Wegen (4.2) ist KN A kompakter Trdger von E,

woraus sich die Behauptung ergibt.

5. Der Fall R"c ¢®

Wir bendtigen zundchst einige Vorbereitungen.

(5.1) Holomorphkonvexe Kompakta und gute Kompakta.

In [11] und [19] werden holomorphkonvexe Kompakta, in [14]
gute Kompakta definiert und untersucht. Wir bendtigen le-
diglich die folgenden S&tze filir eine Stein'sche Mannigfal-
tigkeit V mit Strukturgarbe O=Ov und ein Kompaktum Kc V.

(5.1.1) SATZ: Fir alle T€ F(V'O)I'?‘r gilt: K ist Tré&ger

von T & KV,V ist Trdger von T. Mit anderen Worten: Jedes

Kompaktum ist ein gutes Kompaktum.

Beweis: Wir k&nnen uns auf den Fall V=C" beschrinken ([14],
Chap. I, lemme 4 zu Théor. 1.1'); fiir diesen Fall wird der
Beweis in [3] gefiihrt.

(5.1.2) SATZ: Sei ry(T(V,0)) dicht in Oy x- Dann sind

dquivalent:
(i) K ist I‘(V,Ov)-konvex.

(ii) K ist holomorph-konvex.
(iii) Flir jedes r€ N und jeden Garbenhomomorphismus
a :or—+615t H1 (K, Kern o) =0.

Beweis: (i) => (ii): [19], Théor. (1.2) (ii) == (i): we-
gen (5.1.1) ist K ein gutes Kompaktum, so daB wegen der Vor-

aussetzung an K und [14], Chap. I, Prop. 1.10 folgt:

K

V’v:o — 0 ist Isomorphismus. Mit [19], Prop.

K I'KV,V I,K

1.4, folgt dann K, =K. (ii) == (iii): [11], Théor. (3.3).
’

(iii) = (ii): Analog zu dem Beweis von [11], Theorem (3.4),

ergdnzt um einen kanonischen DichtheitsschluB.

r

Im folgenden betrachten wir den R" kanonisch als Teil-
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menge des c”. Mit ,"(; (bzw. niR) bezeichnen wir die Projek-
tion auf die i-te komplexe (bzw. reelle) Komponente. Weiter
sei O=C?cn

(5.2) Stark IR"-saturierte Kompakta im c”.

(5.2.1) DEFINITION: (i) Sei Kc C kompakt. K heiBt
R-saturiert, wenn KNIR die (kanonische) Projektion von K
auf R umfaBt.

(ii) Sei Kc P kompakt. K heiBt stark an—saturiert,
wenn es Kompakta K;cC gibt, 1sisn, mit: X; ist konvex,

IR-saturiert ng (K)c K; flir 1<isn und es gilt:
KNR"=(I,K;) NR".

(5.2.2) BEMERKUNG: Seien U eine offene, Stein'sche Um-
gebung vom R" im ¢" und Kc U kompakt. Dann existiert LC U
kompakt, stark R"-saturiert und I‘(U,OU)—konvex mit KC L.

Beweis: Bezeichnen wir mit Li' 1<1isn, die konvexe Hiille
c IR(K) in €, so hat die I‘(U,OU)-konvexe Hiille von

von m/ (K) U L
KU ( (iﬁ,lLi) n R™) die gewiinschten Eigenschaften.

(5.2.3) SATZ: Sei U eine offene, I'(CI!“,O)-konvexe Umge-
bung wvom r" im ¢". seien Lc R" kompakt und Kc U kompakt,

I'(U,OU)-konvex und stark R"-saturiert. Dann ist K UL

T (U,OU) -konvex.

Beweis: Kompakte Teilmengen des R"” sind polynom-konvex (sie-
he z.B. [14], Chap. I, Prop. 3.8) und insbesondere I‘(U,()U)-
konvex. Kompakta in U sind genau dann I‘(U,OU)-konvex, wenn
sie r(c?,0)-konvex sind ((3.2.2)). Wir zeigen: Fiir jede ko-
hirente O-Garbe F tiber C" und jedes Ter (C",F)}_ gilt: Mit
K und L ist auch KNL Tr&dger von T. Wegen (3.4) ist dann
H"(KU L,F) =0 flir solche F und wegen [14], Chap. I. Prop.
2.3 ist xE (r(¢™,0)) dicht in O; gup- Also ergibt sich die
Behauptung aus (5.1.2).

Seien F kohdrente O-Garbe und TE€ I‘(Cn,F)F'.r mit Triger K

und L. Seien Kiv» 1sisn, Kompakta wie in (5.2.1), (ii),

n
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II=I:$

R 1=y
und L

1' L 12isn, die konvexe Hiille von (1r (L)) U (K NIR)
40,L;. Aus [14], Chap. I, Prop. 3.7. folgt. KULlSt
polynom-konvex und insbesondere r(c”,0)-konvex. Mit K und L

1

sind K und I und somit wegen (3.3) auch Kn I und auch
Ln(KnL) = KNL Trdger von T.

(5.2.4) COROLLAR: Seien U und K wie in (5.2.3). Dann
besitzt KU R" eine Umgebungsbasis aus offenen I‘(U,OU)—kon—

vexen Mengen.

Beweis: Sei @ = LOC L1 C.iaC Lm.. . eine kompakte Ausscho-
pfung vom Rr"

Sei V eine offene Umgebung von KU R" in U. Wir nehmen
an, daB wir fiir ein m€ N eine Folge von Kompakta
NoseoodNp g
schaften:

(i) LpchNpcV fir Osps<m-1.

(ii) Np ist stark R"- saturiert und I'(U,OU)-konvex fir
O<psm-1

(iii) Np ist Umgebung von Np-1 fir 1spsm-1.

C V konstruiert haben mit den folgenden Eigen-

Wir konstruieren Nm mit den Eigenschaften (i), (ii),
(iii).

Seien dazu I, kompakte, konvexe Umgebung von der kon-
vexen Hdlle von Triz (L ) u n]R
L:=l 1L . Wegen (5 2.3) ist LUNm 1
da8 wegen (3.2.1), (i) eine offene, I‘(U,OU)—konvexe Umge-

(N,_4) in R, 1£isn, und
I (U,0p) -konvex, so

bung W von LU N -1 in V existiert. Wir wéhlen eine kompakte
m—-1 in W und setzen M:= (L+iR" ) n M.
Dann hat Nm :=MW,W=MU,U die gewlinschten Eigenschaften.

Umgebung M von LUN

Beginnend mit N°=K erhalten wir so eine aufsteigende
Folge von Kompakta in V mit den Eigenschaften (i), (ii) und
(iii). ¥ Fn%{va ist offene, I (U,O)-konvexe Umgebung von
KUR" in V.

(5.3) SATZ: Seien U eine offene, I (C",0)-konvexe Umge-
bung vom r" im ch , F eine kohdrente G -Garbe, EC ”U’OU)F"r
gleichstetig mit Tré&ger R" und K ein kompakter, stark
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]Rn- saturierter,I‘(U,OU)—konvexer Trédger von E in U.

Dann ist KN R"® Trédger von E.
Beweis: Mit Hilfe von (5.2.4) analog zum Beweis von (4.2).

(5.3.1) COROLLAR: Seien U eine offene Umgebung vom r"
im ¢" und F eine kohdrente O -Garbe. Dann gilt:
F

I,R0 = Fp,mn -
Beweis: Mit Hilfe von (5.2.2) und (5.3) analog zum Beweis
von (4.2.1).

6. IR-analytische R&dume

(X,'R.X) bezeichne im folgenden stets einen IR- analyti-
schen Raum mit abz&hlbarer Topologie; dabei seien R- analy-
tische R&ume v0llig analog zu C-analytischen R&umen defi-
niert (insbesondere sind sie kohdrent, aber nicht notwendig
reduziert). Mit A—X= iRXG R C erhalten wir einen C-algebrier-
ten Raum (X,stx). Zu (X,RX) existiert stets eime Komplexifi-
zierung (X,OS'() mit abzdhlbarer Topologie, d.h. ein C-analy-
tischer Raum ()~(,O>~(), so daB Xc X abgeschlossen und 0)~(|x
isomorph ist zu "'x im Sinne von Garben von C-Algebren ([18],
Theor. 12).

Wir wenden nun die Ergebnisse von 5. auf IR- analyti-
sche Rdume an. Dazu bendtigen wir den folgenden Satz, der
sich z.B. in [1] (Spezialfall von Theorem 7) findet.

(6.1) SATZ: Ist (X,’Rx) n-dimensional und lokal vom Typ
r Tx (X) <=), so ist X einbettbar in den
lRl fir alle 12 n+N, d.h. fiir alle 12 n+N existiert eine

kohdrente nmr
ist zu (Y,Ry), wo Y = supp(R_; ,) und R, = 'Y'
ist zu y)« ¥O L

R /J R /J

N (d.h. N = sug dim
XE

Idealgarbe I auf ]Rl, so daB (X,Ry) isomorph

(6.2) SATZ: (X,’R,X) erfiille die Voraussetzungenvon (6.1),

(;(,O;() sei Komplexifizierung von (X,Ry) mit abz&hlbarer To-

pologie und F sei kohdrente Gg—Garbe. Dann gilt: FI ,X = FP,X'
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Beweis: Seien 1,I und Y wie in (6.1) mit (X,mx)§=(Y,RY)ver—
mége eines R- analytischen Isomorphismus ¢.

Nach [5], prop. 15, existieren eine offene Umgebung U
vom Ig'und eine kohédrente OU—Idealgarbe J auf U mit (?,O?)
ist Komplexifizierung von (Y,Ry,) mit ¥nmrl= Y, wo
¥ = supp «)q/J) und Og ==OU/S'Y. Nach [18], Theorem 17, kdn-
nen wir ¢ zu einem C-analytischen Isomorphismus von einer
offenen Umgebung von X in X auf eine offene Umgebung von Y
in ¥ fortsetzen. Wir k&nnen uns also darauf beschrinken zu
zeigen: FI,Y:= P,Y fdr jede kohdrente oy—Garbe F.

Bezeichnet i : Y — U die kanonische Einbettung, so ist
i*? koh&rente(}U-Garbe und es gilt mit (5.3.1):

F = (1, F) = (i,F) 1° FP,Y

I,Y 1

I, R P, R

(6.3) SATZ: (X,Rx) sei wie in (6.1), F eine kohdrente
Ax-Garbe. Fiir Uc X offen k&nnen wir T (U,F) mit einer lokal-

konvexen Topologie versehen, so daB T (U,F) zu einem ultra-

bornologischen Raum mit ¥-Netz (fiir diesen Begriff verwei-

sen wir auf [13]) wird, so daB gilt:
(i) Fir alle x€ U ist der Restriktionshomomorphismus

rz: r(v,F) — F, stetig, wobei F_ mit der Folgentopologie

versehen ist. Dariiber hinaus ist die lokalkonvexe Topologie

auf r(U,F) durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt und
heiBt auch kanonische Topologie auf I (U,F). F(U,F)k bezeichne

r(u,F) versehen mit der kanonischen Topologie.

(ii) Fir vc U offen ist der Restriktionshomomorphismus
g : I (U,F), —> T(V,F), stetig.
(iii) I‘(U,F)k ist nuklear, vollstdndig und Montel-

Raum.

Beweis: Existenz: Wegen [5], Prop. 2 existiert eine
Komplexifizierung (X,Oi) von (X,Rx) mit abzdhlbarer Topolo-
gie und eine kohdrente Gg-Garbe F iiber X mit F|X=F. Wegen
(6.2) gilt fiir UC X offen: ?I,U “P,U
((2.3.2),(iii)) und besitzt ein $-Netz wegen (2.2.1) und
[13], § 35, 4., (7) und (11). Wir versehen Tr(U,F) = I (U,F)

ist ultrabornologisch
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mit dieser Topologie. Die Stetigkeit der rg fiir x€ U folgt
aus (2.1).

Eindeutigkeit: Ein abgeschlossener Teilraum eines Rau-
mes (bzw. das Produkt einer Folge von Rdumen) mit ®-Netz ist
wieder ein Raum mit @-Netz ([13], § 35, 4., (1) bzw. (6));
wegen des Satzes von der offenen Abbildung aus der de Wil-
de'schen Theorie ([13], § 35, 3., (1)) verliuft der Beweis
analog zum Beweis im C-analytischen Fall ([9], Kap. V, § 6,
Satz 4).

(ii) und (iii) ergeben sich aus (2.3.2).
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