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6 -KOMPAKTE RAUME
Norbert Brunner
The theorem, that o-compact spaces are Lindeldf, is equi-
valent to the countable axiom of choice. Variants of this

theorem are compared with weak versions of the axiom of
choice,

1. Schwache Lindel&f Rdume

Ein Raum ist o-kompakt, wenn er von einer abzdhl-
baren Folge kompakter Mengen iiberdeckt wird. Wie Alexandroff
und Urysohn bewiesen haben, impliziert das abzdhlbare Aus-
wahlaxiom ( = ACY w= {0, 1, «..}):

(1e1.) Jeder o -kompakte Raum ist Lindeldf,

AC 1ist fur den Beweis wesentlich, was Jech [4] als erster

bemerkt hatte.
(1.2.) Im Cohen-Halpern-Levy-Modell ist R nicht
Lindeldf. R ist jedoch schwach Lindeldf,

1.1, DEFINITION. Ein Raum ist schwach Lindeldf, wenn jede
offene Uberdeckung eine abzdhlbare Verfeinerung hat.

Unmittelbare Konsequenzen von 1.1, sind. ,

(1.3.) Lindeldf Réume sind schwach Lindeldf.

(1.4.) Rdume mit einer abzihlbaren Basis sind schwach
Lindeldf.
Wegen (1.2.) milssen schwache Lindeldf Rsume nicht Lindelsf
sein, und es stellt sich das Problem, ob (1.5.) vom Auswahl-
axiom abhéngt.

(1+5.) Jeder o-kompakte Raum ist schwach Lindeldf.
Im Abschnitt 2 untersuchen wir Varianten von (1.5.), im 3.
Abschnitt (1.1.,) fiir Rdume ohne isolierte Punkte. Der Ver=-
fasser méchte dem Referee fiir einige Verbesserungsvorschlige

danken.
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2 BRUNNER

2. Aquivalenz zum abziéhlbaren Auswahlaxiom

Wir arbeiten im folgenden in ZFO, der Zermelo
Fraenkel 'schen Mengentheorie ohne Fundierungsaxiom oder
Auswahlaxiom (abgekiirzt: AC). ACE&n ist das Auswahlaxiom
fiir abzdhlbare Familien endlicher Mengen.

2.1. LEMMA. ACQ; ist in ZF® dquivelent zu: g-kompakte,
Jparakompakte T2 Réume sind schwach Lindeldf.

Beweis:

"+ ": Sei X parakompakt und T, und (Kn)nem eine Folge kom-
pakter Mengen mit X = v{K :new}. O sei eine offene tber-
deckung von X und P eine lokal-endliche Verfeinerung von 0O
durch offene Mengen. Wir zeigen, daB P abzghlbar ist. Dazu
geniligt es zu bemerken (wegen AC;En)’ daB Pn= iVeP:VhKn £ 0}
endlich ist. Q sei die Menge der offenen Mengen, die nur
endlich viele Elemente von P treffen. Weil P lokal-endlich
ist, tiberdeckt Q K, und weil Kn kompakt ist, gibt es eine
endliche Teilfamilie Q' von Q, die Kn {iberdeckt.

{VeP:VnuQ' # 0} ist endlich und enthdlt P . 4
"&e " Sei (Fn)new eine Folge nicht leerer, endlicher Mengen.
Wir konstruieren eine Auswahlfunktion. X=U{Fn:new} mit der
diskreten Topologie ist selbstversténdlich para-kompakt,

T, und © -kompakt. Ist O die offene Uberdeckung von X durch
Singletons {x}, x€X, und P eine abzihlbare Verfeinerung, so
ist 0=P und X=VUP ist abz#hlbar. Eine Auswahlfunktion defi-
niert man mit einer Abzdhlung von X. QUED

— — — ——

lokal-kompakte T, Raum ist schwach Lindeldf.

Beweis: Wegen 2.,1. gilt ACE&n (diskrete Réume sind lokal-
kompakt)., Es geniigt, folgendes abzihlbare multiple Auswahl-
axiom MC? zu beweisen: Ist (Fn)new eine Folge nicht-leerer
Mengen, so gibt es eine Folge zEn)new nicht-leerer end-
lichqr Mengen mit En EF . In der Definition von MCY“ kann man

voraussetzen, daB8 alle Fa paarweise disjunkt und unendlich
sind.
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BRUNNER 3

F; = Fufp Y, p, = F, ist die Alexandroff'sche Ein-

punktkompaktifizierung der diskreten Topologie auf Fo .
_u{F tnew} ist die topologische Summe. X ist c-kompakt,
T, und lokal-kompakt. 0 = {F \{p}.peF s new} ist eine offene

Uberdeckung von X und P sei eine abziéhlbare Verfeinerung;

P = {Vn:newl. k(n) sei die kleinste Zahl k¢w mit Pp € Vpe
Wir setzen E =F \Vk(n)' Weil V k(n) offen ist und

P, €V, k(n)? ist E, endlich. Weil P eine Verfeinerung von O
ist, gibt es m und PeF, mit Py evk(n) sF‘\{p} Daraus folgt

n=m und p€E . (E)) ist die gesuchte MC“’Funktion.
nes QUED

ACQ ist das Auswahlaxiom fiir abzihlbare Familien htchstens
abzdghlbarer, nicht-leerer Mengen. Sind alle Mengen Fn von
2.2. abzdhlbar, so folgt 2.3.2.

2.3, KOROLLAR. In ZF° gilt:

(1) AC“ ist #quivalent zu (1.1.).

(2) Sind 9o -kompakte, lokal-kompakte Réume mit abzihl-
baren Umgebungsbasen Lindeldf, so gilt Ag.

Die Umkehrung von 2.3.2. gilt nicht, da das Cohen Modell
nach Mathias das Auswahlaxiom fiir Familien wohlordenbarer
Mengen erfiillt, aber R nach (1.2.) nicht Lindeldf ist

(vgl. [3]). Andererseits sind nach [2] im Fraenkel-Halpern-
Modell, wo AC® und das Auswehlaxiom ACpy, flr Familien end-
licher Mengen falsch sind, o -kompakte T2 Rdume mit abz#hl-
baren Umgebungsbasen wohlordenbar und daher Lindeldf. Man
kann daher 2.3.2. nicht verbessern.

3, Riume ohne isolierte Punkte

(1.1.) kann man abschwichen, indem man die Voraus-
setzungen an den o -kompakten Raum verschdrft. Analysiert
man die Beweise vom vorigen Abschnitt, wo es gentigte, (1.1.)
fiir Rdume vorauszusetzen, die eine Vereinigung zweier dis-
kreter Teilmengen waren, so gewinnt das Problem Interesse,
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4 BRUNNER

die Klasse der RHiume ohne isolierte Punkte zu untersuchen.

3.1. SATZ:. In ZF® wird AC;y impliziert von: Jede o©-kom-
pakte, ultrametrische abelsche Gruppe ohne isolierte Punkte

ist Lindelsf.

Beweis: Verzichtet man auf die Voraussetzung, daB die Gruppe
nicht diskret ist, folgt AC;;n analog wie in 2.1. durch die
Konstruktion einer diskreten Gruppe. Eine Metrik 4 ist eine
Ultrametrik, wenn d(x,y)<max {d(x,z), d(z,y)}. Aus dieser
Ungleichung folgt die Dreiecksgleichung. Wie in [1] bewiesen
wurde, ist ACfln zum partiellen Auswahlaxiom PACE&n dqui-
valent, welches aussagt: Ist (Fn)new eine Folge disjunkter
endlicher Mengen, dann ist F=U({F :new} Dedekind-unendlich.

Auf X= [F1°Y » dem System der endlichen Teilmengen von
F, definieren wir eine Baire-Metrik: d(x,x)=0 und
d(x,y) = -;1-1—1 , wenn (xAy)f'\Fn # ¢ und (xAy)r\Fm =  fur
alle m €n, wobeli A die symmetrische Differenz ist. Wie man
leicht verifiziert gilt: d ist eine Ultrametrik ohne isolier-
te Punkte, (X,4a) ist eine abel'sche Gruppe mit x-1=x,
d(xay, x'ay') ¢max {d(x,x'), d(y,y*')} und
d(zax, zA4y) = d(x,y). Da X =ufP(u{Fm:men}): ne€w} o-finit
ist, ist 3.1. bewiesen, sobald wir zeigen: Ist X Lindeldf,
dann ist F D-unendlich, ‘

Dazu definieren wir fir a¢F O(a)= {x€X:a¢x}. Jeder xe€X
liegt in einem O(a) und ist asb, so ist 0(a)$0(b). O(a) ist
offen. Ist némlich x€0(a) und a€F n? SO impliziert
d(x,y)< EIT y€0(a). Denn wegen d(x,y)< E%T ist (xAy)nF =0
und wegen a¢ann auch a¢ynFn. Wegen Lindeldf gibt es eine
abzghlbare Familie A €F mit X=v{0(a):a€A}. A ist unendlich.
Andernfalls wire A€X in einem O(a), a€A, eine Unmdglich~-
keit. QUED

3,2, SATZ. Wenn jeder © -kompakte, reguldére Raum ohne iso-
lierte Punkte Lindeldf ist, folgt in ZF°: Jede unendliche
Menge hat eine unendliche, abzihlbare Teilmenge.

Beweis. Wie allgemein bekannt ist, folgt ACfin aus der Con-
clusio von 3.2, Sei A eine unendliche Menge, X = [a1<%,
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BRUNNER 5

Die Intervalle [E,F°] = {xeX:E sx&F®}, F® = A\F,
ENnF=0, sind eine Basis fiir die Topologie. X ist T, und
nulldimensional und daher regulir ([5]) und X hat keine
isolierten Punkte. Wenn X LindelSf ist, hat die offene
tberdeckung {[¢, {a}®): a€Al eine unendliche, abzihlbare
Teililberdeckung und A dsher eine unendliche, abzdhlbare
Teilmenge (vgl. 3.1.). Es genligt daher zu zeigen, daB X
o-kompakt ist.

Wir zeigen mit Induktion, daB X = LAl sn’ die Menge
der htchstens n-elementigen Teilmengen von A, in der Spur-
topologie kompekt ist. Fur n=0, X,= {0}, ist das trivial.
Sei Xn kompakt und O eine offene Uberdeckung von Xn+1’
Q S0 sei eine endliche Uberdeckung von X,» V= UQ. VWegen
® €V gibt es eine endliche Menge F £A mit X_,,n[0, F®lev
(V ist offen in Xn+1). Jedes x€X . ,\V enthélt somit Ele-
mente von F. Die Abbildung fa(x) = xUfa}, aep, ist stetig,
weil das Urbild von [fa(x), E®] ¢ ¢ das Intervall [x,E°)
enthdlt. Da stetige Bilder und endliche Vereinigungen kom-
pakter Mengen kompakt sind, ist es auch
K = U{féxnmeFJ €X,,q+ Es gibt somit eine endliche Uber-
deckung P£ O von K. Weil X ,\V in K enthalten ist, ist
PuUQ eine endliche Uberdeckung von X 41° QUED
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