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EINE KONSTRUKTION VON LIE-ALGEBREN AUS JORDAN-
TRIPEL-SYSTEMEN

Gerd Rhinow

We describe a construction of Lie-algebras L(W,J) from
Jordan-triples W and J, as it was first mentioned by
U.Hirzebruch in [5].L(W,J) comprises Meyberg's construction
L(J) and gives in real case compact forms and Cartan-de-
compositions, where all components are written in terms of
Jordan-triples. It turns out, that in the real simple case
each L(W,J) is characterized by the existence of elements

u # 0 and oe R with (ad u)3= aad u,This paper gives a summary

of the main part of the author's dissertation.

O.Einleitung

Jede einfache Koecher-Tits-Konstruktion einer Lie-Algebra aus
einem endlichdimensionalen komplexen Jordan-Tripelsystem (JTS)
148t sich bekanntlich charakterisieren durch die Existenz eines
nichttrivialen Elementes u mit (ad u)3= ad u. Reelle Formen
solcher Lie-Algebren sind jedoch nicht in jedem Fall wieder
Koecher-Tits -Konstruktionen, da beispielsweise kompakte
einfache reelle Lie-Algebren kein nichttriviales Element u

mit (ad u)3= ad u enthalten k&nnen,wohl aber Elemente w * O
mit (ad w)3=-ad w.Von daher liegt die Frage nahe, ob im reellen
Fall ein Konstruktionsverfahren fiir Lie-Algebren entwickelbar
ist,welches durch die Existenz eines Elementes u #* O mit

(ad u)3= x ad u charakterisiert werden kann.
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2 RHINOW

In §1 stellen wir einige fiir die Lie-Algebra L(W,J) wichtige
Hilfsmittel zusammen; insbesondere diskutieren wir die Kon-
struktion eines JTS WeJ aus JTS W und J.

In §2 geben wir das Konstruktionsverfahren der Lie-Algebra
L(W,J) an. Den verhdltnismdBig groRen Schreibaufwand (vgl.[S])
machen wir bei spdteren Rechnungen wieder wett. Ein direkter
Beweis fiir die Tatsache, daB die bekannten Koecher-Tits-Kon-
struktionen von Lie-Algebren aus Jordan-Algebren bzw.
Jordan-Tripelsystemen durch Lie-Algebren der Gestalt L (W,J)
beschrieben werden kénnen, f&llt dabei mit ab.

In den §§3,4 entwickeln wir neben einem fiir unsere Zwecke
"schonen" Radikalbegriff die Killingform von L(W,J) in Termen
der JTS W und J.Aus dieser Form lesen wir unter anderem die

folgenden Resultate direkt ab:

Ist das reelle JTS J kompakt, so ist die Lie-Algebra L (W,J)

genau dann kompakt, wenn die Spurform des JTS W negativ definit

ist.Ist die Spurform auf W positiv definit,so erh&lt man

mit kompaktem JTS J eine Cartaninvolution auf L[ (W,J) mit der

(-1) ~Komponente WeJ.

Die folgenden §§ behandeln das noch offene Problem:

9 sei endlichdimensionale reelle einfache Liealgebra, u # O

habe in © die Eigenschaft (ad u) 3=—ad u.In 9 konstruiere man

ein reelles JTS J so, daBg}==L(W,J) gilt mit geeignetem W.

Eine allgemeine LOsung k&nnen wir fir die folgenden Typen

angeben: Typ I: Es gibt eine Cartan'sche Teilalgebra k“%
und eine Cartanzerlegungq=%$1° mit ‘RC}:.

Typ ;I:%ist eine normale reelle Form von %C.
Drei verbleibende mdgliche Fédlle fﬁrf& werden im einzelnen

behandelt. AbschliefRend erhalten wir den folgenden Satz:
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RHINOW 3

Eine endlichdimensionale einfache Lie-Algebra > iber R
ist genau dann von der Konstruktion L (W,J), wenn Elemente

uefi\ﬁO}, o e R existieren mit (ad u)3 = oad u.

1. Das Jordan-Tripelsystem WeJd

K sei ein kommutativer K&rper mit von 2,3 verschiedener Charak-
teristik und W ein zweidimensionaler K-Vektorraum. Vermdge
[xyz]: = 0(x,y)Tz erhdlt man auf W genau dann ein einfaches
Lie-Tripel-System (LTS), wenn o eine nichttriviale schief-
symmetrische Bilinearform auf W ist und Te EndKW, det T ¥ O,
der Identitdt o(Tx,y) + o(x,Ty) = O geniigt.Das Lie-Tripel
wird durch o und T eindeutig bestimmt, wir wollen daher die
Schreibweise (W,o0,T) benutzen.

Die Form <x,y>0,T: = o0(Tx,y) auf W ist symmetrisch und nicht
ausgeartet. Wegen o(x,y)z + o(y,z)x + o(z,x)y = O fir alle
X,Y,2z aus W erhdlt man [x y 2z] = <y,z)0'Tx = (z,x)G,Ty,
wodurch das LTS (W,o,T) durch  , >0,T festgelegt ist.

Sei andererseits<{ ):WxW——K irgendeine nicht ausgeartete
symmetrische Bilinearform. Bekanntlich erhdlt man auf W
vermdge {xyz} : = {x,y)z +{y,2)x - {z,X)y ein einfaches JTS,
das wir mit (W,< > ) bezeichnen und dessen Spurform A sich
mit A(x,y) = %Sp (1(x,y) + l(y,x)) = 2<x,y) berechnet.
Definiert man dazu [xyz] : = %({xyz}-{yxz}) fir x,y,z

aus W,so ist [ }] wiederum ein LTS , filir das wie oben be-
schrieben ein Paar o,T existiert mit [xyz] = o(x,y)Tz.

Sind jetzt ( , >1,< Y zwei nicht ausgeartete symmetrische
Bilinearformen auf W, so ist A€ EndKW genau dann ein JT-Iso-
morphismus von (W,< %) nach (W,< >2), wenn (x,y}1 = <Ax,Ay>2

gilt;die Isomorphieklassen der einfachen JTS (W,< >) stehen
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4 RHINOW

also in 1-1-Beziehung zu den Aquivalenzklassen der nichtausge-
arteten quadratischen Formen auf W.
Im Falle K = € gibt es bekanntlich nur eine, im Falle K = R

jedoch drei solcher Aquivalenzklassen, etwa vertreten durch

SO 1 o -4 ©
(1.1 By =l 1);132 -(O 1);33—(0 -1),

Rechnet man danach die zugehdrigen LTS auf W aus, so kann
man bzgl. einer geeigneten Basis {e1,e2} von W jeweils

Oi(e1le2) =1 (i=1,2,3) und

O 1 o A o -4
1 =la o]? T2 =&‘ 0) i T3 ={4 o | setzen.

Zusammenfassend erhalten wir das folgende Ergebnis:

(1.2) T

(1.3) LEMMA,. (1) Jedes zweidimensionale LTS (W,o0,T) erhilt

man wie beschrieben durch Alternierung aus

einem JTS auf W, das durch eine symmetrische

Bilinearform erkldrt ist.

(2)Die Isomorphieklassen der einfachen LTS (W,o0,T)

entsprechen den Isomorphieklassen der einfachen

JTS (W, ¢ >).

Auf (W,< >) bestdtigt man leicht die folgenden Idendité&ten:
(1.4)  A{xy{uvw}} = {{xyulvw} = {u{yxviw} = {uv{xyw}}.

Das Paar (W,< >) ist also ein assoziatives Tripelsystem erster
und zweiter Art, symmetrisch im ersten und dritten

Argument (ATS).

Mit ein wenié Rechenaufwand lassen sich ATS durch das folgende

bemerkenswerte Ergebnis charakterisieren:

178



RHINOW 5

(1.5) LEMMA. Ein Tripelsystem A iber K ist genau dann

ein ATS, wenn fiir jedes JTS B iiber K auf dem

Vektorraum AeB vermdge

{asx,bsy,coz}AOB = (a/bsc) s o{x,y,2},
ein JTS erkldrt wird.

Im Falle A = (W, >) haben wir also fiir jedes JTS J {iber K

in WeJ vermdge {asx,bey,cez} : = {a,b,c}wo {x,y,z}J fiir a,b,c aus
aus W und x,y,z aus J ein JTS.Durch Alternieren in den ersten
beiden Argumenten erhalten wir bis auf skalare Vielfache

ein LTS auf WeJ mit der Gestalt

(1.4) [a®x,bey,cez] = <a,bdce(l(x,y1(y,x))=z

WeJd
+[a,b,c]w ®(l(x,y)+1(y,x))z

wobei 1 die Linksmultiplikation des JTS J bedeute.

Wir bemerken noch, daB die Hermitefizierung (vgl [8]) eines

reellen JTS J stets durch eine Konstruktion WeJ realisiert

werden kann. Ist ndmlich (W,< >) ein zweidimensionales kom-

paktes JTS, so ist die Fortsetzung ¢ der Zuordnung

X+—s -e ®X, iX——>e. ®X mit geeigneter Basis {e,,e,} von W
g 17€2

1 2
(vgl. (1.1)) ein Tripelisomorphismus der Hermitefizierung
H(J) nach WeJ, wobei WeJ vermdge (a+iB)aex: = & ((a+iB)d” (asx))

als C-Vektorraum aufgefaBt wird. Insbesondere erhalten wir
daraus, daR WeJd, aufgefaBt als komplexer Vektorraum, genau
dann ein Hermitesches JTS (vgl.Prop.3.15 in [8]) ist, wenn
J kompakt ist.

2. Die Lie-Algebra L (W,J)

Zundchst interessieren wir uns fiir Einbettungen des LTS WeJ
in Lie-Algebren. (W,o0,T) sei einfaches zweidimensionales LTS

iiber K, J ein JTS liber K. Mit D(J) bezeichnen wir die
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6 RHINOW

Lie-Algebra der inneren Derivationen von J, mit M(J) den von
der Menge {1(x,y)+1l(y,x); X,yeJ} erzeugten Unterraum von
EndKJ und verifizieren sofort mit m(x,y):=1(x,y)+1l(y,x);

d(x,y):=1(x,y)-1(y,x)

[D,d(x,y)] = d(Dx,y)+d(x,Dy) mit DeD(J)

(D,m(x,y)] = m(Dx,y)+m(x,Dy) mit DeD(J)
(2.1)

[M:d(xly)] = m(MXIY)-m(X,MY) mit MQM(J)

[M,m(x,y)] = d(Mx,y)-d(x,My) mit MeM(J)
Auf der &duBeren direkten Summe L (W,J) := D(J)eM(J)dWed

148t sich damit in naheliegender Weise eine Lie-Algebra

definieren durch (vgl.[5])

(2.2) [D10M1®aox,D2$M20boy] := [D, ,D2] -detT M, ,M,] +<a,b>o'Td(x,y)
Q[D1,M2]—[D2,Mﬂ +o(a,b)m(x,y)

®b0D1y-asD X+TbaM, y-Ta®M,Xx.

2 1 2

Als erstes bemerken wir, daB jede Tits-Konstruktion einer
Lie~Algebra aus einer Jordan-Algebra mit Einselement isomorph
ist zu einer Konstruktion L(W,J):
Ist ndmlich J eine Jordan-Algebra iiber K mit Einselement e,
so 1ld8t sich J vermﬁge{x,y,z}:= % ((xy)z+(yz)x-(zx)y) als JTS
iiber K auffassen. Man erhdlt m(x,y) = L(x-y) und
d(x,y) = [L(x),L(yﬂ . (L sei dabei die Linksmultiplikation der
Jordan-Algebra J.) In jeder einfachen dreidimensionalen K-Lie-
Algebra Y gibt es bekanntlich eine K-Basis {a1,a2,a3} von Y
und Elemente o,BEK/{0} mit

[a1,a2] = a3i [az,a3] = 0a,;i [a3,a1] = Ba,.
Fiir y := Aa1+ua2+va3 ¢Y hat man Sp(adyy)2 = =2 (A%+u2+v2aB).
Wir setzen W:= Kazexa3, 0:WxW——K als schiefsymmetrische
Bilinearform mit c(az,a3) = o und TeEndKW sei erkldrt durch

Ta, = a5, Ta, = -Baz. Wir haben detT # O und wegen Sp T = O
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RHINOW 7

gilt die Identitdt o(Ta,b)+o(a,Tb) = O in W (vgl. §1).

Daher ist (W,0,T) einfaches LTS iiber K und die K-lineare Fort-

setzung von D®a1ex®ajby$a3ezo————*D@m(x,e)@ajby®a3oz von

L(Y,J) nach L(W,J) ist ein Isomorphismus von Lie-Algebren,

wenn wir in L(Y,J) nur innere Derivationen von J zulassen.

Beweis.

Flir jedes endlichdimensionale JTS J iiber K

ist die Meyberg-Konstruktion L(J) eine Lie-

Algebra von der Gestalt L(W,J).

(W,0,T) sei das einfache zweidimensionale LTS
iber K, in dem eine Basis {e1,e2} mit

o(e1,e2) = 1 existiert und T bzgl. {e1,e2]

die Matrixgestalt(: :) , o ¥ O , besitzt.
Pann ist die Abbildung e1ox+ejby-———x+y$a7§:§7
von WeJ nach JeJ (vgl.CH.XI[9]) ein Isomor-
phismus von LTS.Damit sind L(W,J) und L(J)

als Standardeinbettungen isomorpher LTS eben-

falls isomorph.

3. Entwicklung eines Radikalbegriffs auf JTS

Die Konstruktion des LTS WeJ gibt AnlaB zur Definition eines

fiir unsere Zwecke besonders handlichen Radikalbegriffs fiir

JTS (vgl. dazu auch S. 118 £f in[9]). Der Schreibweise von

W.G.Lister in [7] folgend definieren wir filir einen K-linearen

Teilraum V von WeJ die Kette VO = vV, V

k+1 k .k

= [Weg, Vv©,v]

und finden in II Lemmata 2.1,2.2ff in[7]:

VA WeT = VXL Wed; v = (vKi; v

LTS

LTS

k+1i k+1 k

Ccv’ flir keN,.

V heiBt aufldsbar, wenn Vk = {0} fir ein k aus N und WeJ

enthdlt genau ein maximal aufldsbares LT-Ideal RadLTWeJ.

Ist nun U ein JT-Ideal in J, so ist WeU ein LT-Ideal
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8 RHINOW

in WeJd und ein Induktionsbeweis zeigt mit den Definitionen

U(o) := U, U(k+1) = {J,U(k),U(k)}+{U(k),J,U(k)}
(3.1) (Wo) X = weu ¥
Damit wird man das JT-Ideal U aufldsbar nennen, wenn U(k) = {0}

fiir ein k aus N gilt. Ist nun in J jede aufsteigende Kette
von JT-Idealen stationdr, so ist mit der obigen Konstruktion
ein (eindeutig bestimmtes) maximal aufl&sbares JT-Ideal RadJTJ
gegeben und mit wohlbekannter SchluBweise (vgl.Lemma 2.6 II in
{71und Th.2.9 in [9]) erhdlt man die zu erwartenden Ergeb-
nisse:
(3.2) SATzZ. (") RadLT(WoJ) = W-RadJTJ

('') char K = 0, dim,J<» ,dann ist J genau

K

dann halbeinfach, wenn es direkte Summe

einfacher JT-Ideale ist.

Nach (3.1) ist J genau dann halbeinfaches JTS, wenn WeJ
halbeinfaches LTS ist. Mit Hilfe entsprechender Aussagen
iiber Standardeinbettungen von LTS in Lie-Algebren

(vgl. Kor.1 zu I Satz 2.10 in [10]) erhalten wir daher sofort:

(3.3) sATzZ. L(w,J) ist fiir jedes einfache LTS W als

Standardeinbettung des LTS WeJ genau dann

halbeinfach,wenn J halbeinfaches JTS ist.
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RHINOW 9

4. Die Killingform der Lie-Algebra L (W,J)

Wir libernehmen die Voraussetzungen des letzten Abschnittes:
char K # 2,3; (W,0,T) einfaches LTS und J endlichdimensionales
JTS mit nicht ausgearteter Spurform iliber K.
O: D®M®Ba®x ———— D@Ma (-a®x) ist ein involutorischer Auto-
morphismus von L(W,J). Bezeichnen wir mit <_’_>L(W,J) die
Killingform von L(W,J), so ist zundchst folgendes ersichtlich:
(4.1) <X’X>L(W,J) = <D®M,D®M>L(W’J)+ (aex,a@k>L(w,J) mit

:= D®M®aexel (W,J). Bei der weiteren Berechnung der rechten
Seite von (4.1) bedienen wir uns der von Standardeinbettungen
her bekannten Technik (vgl. Seite 57ff in[9]).Mit ein

wenig rechnerischem Aufwand erhalten wir:

(4.2) (DQM,DGM)L(W 3 = <peM, D&M +ZSpD2—2det‘1‘-SpM2
’

D(J)eM(J)

(4.3) (asx,aox)L(w’J) = 4<a,a>W~XJ(x,x).

Diese beiden Ergebnisse werden uns insbesondere im Falle

K = R interessieren: Unter den obigen Voraussetzungen ist das
reelle LTS WeJ halbeinfach, das bedeutet, daB jede LT-Derivation
von WeJ eine innere Derivation ist (vgl.S.57, Th.10 in [9])

Wegen (2.3) kann man daher D (J)®M(J) als Teilalgebra von L(W,J)
auch als Derivationsalgebra von W®&J auffassen. Unter Aus-

nutzung der mit Induktion leicht zu beweisenden Leibnizformel

D" [xYZ] = THET [px,py,p¥z]

i+j+k=n
i,3,k%0

fir Derivationen auf LTS erhdlt man durch wortliches tbertragen

entsprechender Beweise fiir Lie-Algebren (vgl.§5 Ch.II inl[2])
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10 RHINOW

auf LTS, daB die zu Aut(WeJ) gehdrende Lie-Algebra bis

auf Isomorphie mit Der (WeJ)=0D(J)®M(J) (letzteres als Teilal-
gebra von L(W,J)) identifiziert werden kann.Jeder Automor-
phismus des LTS W®J ist bzgl. der nicht ausgearteten Form
(X'Y)“____*<X'Y>L(w,3) = 2 Sp(adX-+-adY) auf We®J eine Isometrie.
Falls nun diese Form auf W®J definit ist, so ist Aut(WeJ) als
abgeschlossene Untergruppe der Isometriengruppe bzgl.( >L(W,J)
eine kompakte Lie-Gruppe. D(J)®M(J) ist dann also eine kompakte
reelle Liealgebra. Jetzt ist das folgende Ergebnis leicht

zu beweisen:

(4.5) saTz . J sei endlichdimensionales reelles JTS mit positiv

definiter Spurform ( J ist kompakt) und (W,o0,T)

ein zweidimensionales einfaches LTS lber IR.

(*) L(wW,J) ist genau dann kompakt,wenn( ).

negativ definite Form auf W ist.

('') Die direkte Zerlegung L(W,J) = (D(J)eM(J)ewes

ist genau dann eine Cartan-Zerlegung, wenn

4 )w positiv definite Form auf W ist.

Beweis. Beachtet man detT = <e1 ’e12,<e2'e2>d fiir geeignete
Elemente e,s,e, aus W, so ist mit den obigen
Ausfiihrungen und mit (4.2),(4.3) die Behaup-
tung des Satzes bewiesen, wenn SpD2<O und
SpM2>O fiir DeD(J) und MeM(J) gilt. Dies erhellt
sich aber aus der Tatsache, daB8 D schief und M
selbstadjungiert bzgl. der positiv definiten

Spurform von J ist.
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RHINOW 11

Bei geeigneter Wahl einer Basis {e1,e2} von W kann die zu T
gehdrende Matrix genau einer der Matrizen aus (1.2) zugeordnet
werden. (4.5) zusammen mit (2.4) zeigt nun (in der Schreib-

weise von (1.2)):

T = T1 : L(W,J) ist Meyberg-Konstruktion des JTS J

T = T2 : Die Zerlegung(D(J)®M(J))® (WeJ) ist eine Cartan-
Zerlegung von L (W,J).

T = T3 : L(W,J) ist eine kompakte Lie-Algebra.

5. Klassifizierung der Lie-Algebren L(W,J)

K sei kommutativer Kérper mit von 2,3 verschiedener Charakteristik.
(W,0,T) sei einfaches zweidimensionales LTS und J endlich-
dimensionales JTS ilber K.

Ist KgK' eine Korpererweiterung, so zeigen elementare Rechnungen
L(K'eW,K'®J) = K'e®L (W,J) und
L(K'®J) = K'®L(J)
Hierbei bezeichnen K'®W bzw, K'sJ LTS bzw.JTS ilber K',welche
man in naheliegender Weise aus (W,0,T) und J erhdlt. Beachten
wir noch, daB die Spurform von K'eJ nicht ausgeartet ist,wenn

die von J selbst nicht ausgeartet ist, so 1l&dBt sich leicht

nachrechnen: (vgl. dazu auch [5])

(5.1) SATZ. Mit den obigen Voraussetzungen gilt fiir die

KOrpererweiterung K':= K((—detTﬁ):

K'®L(W,J)=L(K'®eW,K'@J)=L(K'®J) =K'®L(J).

tiber € erhdlt man also filir einfache Lie-Algebren L(W,J) genau
die Mdglichkeiten, die fiir die Koecher-Tits-Konstruktion L (J)

gegeben sind. [11] folgend, kommen einfache komplexe Lie-Algebren
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12 RHINOW

der Typen G2'F4 und E8 nicht vor, alle anderen Typen

kommen vor. tber R liegen die Dinge wie in (4.5) bewiesen
vollkommen anders. Wir werden unter anderem bald beweisen,
daB kompakte reelle Formen aller mdglicher einfacher
Koecher-Tits-Konstruktionen {iber € stets von der Konstruktion

L(W,J) sind.

6. idJe M(J)

K sei kommutativer K&rper mit von 2,3 verschiedener
Charakteristik und J ein endlichdimensionales JTS iliber K mit
nichtausgearteter Spurform )\J. Wir identifizieren J®J mit
EndKJ vermdge agb+—>ap', wobei (ab*)c := )\J(c,b)a gelten
moége. Ist {x1,...xn} eine Orthogonalbasis von J bzgl. AJ,
so ist die Menge {xix‘g ; 14i,j4n} eine K-Basis von EndKJ und
die K-lineare Fortsetzung S:Hom J—>Hom J Vvon

. x¥ s l(xi,xj) hat folgende sd&mtlich auf den

13
Seiten 55-57 in [10] nachgerechnete Eigenschaften:

(s(ab*))* = s((ab*)*), also S(A)* = s(A*)
fir AeEndKJ
(6.1)
Sp ab* e Aj(a,b)
S(idJ) = idJ; ( alle *-Bildungen bzgl. AJ)
(6.2) LEMMA. Es sei M:= { A¢End J mit S(A) = S(A)*}.

Dann gilt sS(M) = M(J).

Beweis. l(a,b)*® = 1(b,a) fiir a,beJ bedingt
S(ab*+ba*) = S(ab*+ ba*)* ,also M(J)g S(M).
Geniligt andererseits A =2 . aP* der Glei-

‘chung S(A) = S(A)* ,so folgt aus (6.1)
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RHINOW 13

Y—ﬂ il
} ,S(ab*) =/ ,s(ab*)* =§ ,S(ba*), also

sa) = 1> (5(ab*)+5 (ba*))

= %Z(l(a,b)ﬂ(b,a))e M(J) .

Aus (6.2) schlieBen wir insbesondere

(6.3) idJe M(J) .

In einer Lie-Algebra der Konstruktion L(W,J) erhdlt man

N R L .
(adL(w,J) 1dJ) = detT adL(W,J) 1dJ.D1es beweist

6.4) SATZ. char K = 0, dann existiert in jeder halb-

einfachen endlichdimensionalen Lie-Algebra

der Konstruktion L(W,J) ein X # O mit

(ad X)3 = a-ad X mit a # O.
Der Schreibweise von (1.2) folgend , 148t sich die Aussage
von (6.4) bei Wahl einer geeigneten Basis {e1,e2} des zwei-
dimensionalen einfachen LTS (W,0,T)im Falle K = R wie

folgt prédzisieren:

Die halbeinfache reelle Lie-Algebra L (W,J) enthdlt

Pa - . . 3 _ = .

in 1dJ ein Element # O mit (adL(W,J)ldJ) iadL(W,J)ldJ‘
- ; 3 _ ;

T = T1, dann (adL(W,J)ldJ) = adL(W,J)ldJ und L(W,J)

(6.5) ist nach (2.4) isomorph zu L(J).

T = T2 3

o b BLw,ni)T = A 01
- 73

Umgekehrt wissen wir schon aus der Einleitung und aus
(2.4), daB jede endlichdimensionale einfache Lie-Algebra

iiber R mit einem Element X # O mit (ad x)3 = ad X von der
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Konstruktion L(W,J) ist. Im folgenden wird uns daher der
Beweis der Behauptung beschdftigen, daB endlichdimensionale
einfache reelle Lie-Algebren mit einem Element u # O mit

(ad u)3 = - ad u auch stets von der Konstruktion L(W,J) sind.
Es ist klar, daB man dabei von der Einfachheit der Komplexi-
fizierung solcher Algebren ausgehen kann, weil andernfalls
die Reellifizierung einer einfachen komplexen Lie-Algebra
vorldge, die mit u auch iu ((ad iu)3 = ad iu) enthielte.

Der Autor dankt dem Referenten der Erstfassung dieser Arbeit
fiir Hinweise, welche im folgenden Paragraphen zu einer Ver-
allgemeinerung der im urspriinglichen Text angegebenen

Konstruktion eines JTS fiihren.

7. Uber die Konstruktion eines reellen JTS

g sei endlichdimensionale einfache Lie-Algebra mit einfacher
Komplexifizierung gf. Der Schreibweise in [4] folgend de-

3
finieren wir fiir uefg/{O} mit (ad u) = -ad u

I, = (xe9: [u,x] =0} und 7, := {yeq: Mluyll=-yh
Tu ist als (-1)-Komponente des involutorischen Automorphis-
mus' idq+2(ad%u)2:<z|—>od vermdge [xyz] := [[xy] z] ein LTS.
Elementare Rechenregeln zeigen:

(7.1) LEMMA. (') Die Abbildung -:Tu——»Tu, definiert durch

x+——»x := [u,x] ist Derivation und Automor-

phismus des LTS T 6 und es gilt
(xyz] = Uxyz] und [xyz] = [xyz],
(") {xyz}

= %([XYZ] - [xyz]) definiert ein

JTS auf T mit

[xyz] {xyz} - {yxz}

-(xyz] {xyz} + {yxz}.
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Ebenso einfach zu beweisen ist

(7.2) LEMMA. Es sei T ein involutorischer Automorphis-

mus von,g mit Tu = -u.

Fiir J :={ xeT ;i TX = X} erhalten wir:

(') J ist Untertripelsystem des JTS Tu'

(‘YT =Je@J
("'') Auf W := Ke, ® Ke, werde durch die symme-

trische Fortsetzung von

e = <e2,e2> = 1,<§1,e2) = 0 eine

nicht ausgeartete Bilinearform auf W

definiert. Dann wird durch Xh———+e1ox,

§p————;e2gy ein Isomorphismus der LTS

T, und (W,< >)eJ erkldart.

Unter den Voraussetzungen von (7.2) ist daher‘% als Stan-
dardeinbettung des LTS Tu isomorph zur Standardeinbettung
L((W,< >),J) des LTS (W,<>)®J. Wir fassen zusammen:

(7.3): SATZ: T:%——»g sei involutorischer Automorphis-

mus vonlﬂ mit tTu = -u. Dann ist‘ﬁ von der

Konstruktion L(W,J).

Wir haben nun zu beweisen, daB die Voraussetzungen von (7.3)
in der endlichdimensionalen einfachen reellen Lie-Algebra

9 mit einfacher Komplexifizierung %m und einem Element

u ¥ 0 mit (ad u)3 = -ad u stets erfiillt sind.

gf ist bis auf Isomorphie genau eine der Lie-Algebren

A ,B ,C /D ,Ec,E, (vgl. Satz 9§9 in{10]). Der Bezeichnungs-
weise von Cartan's Liste aller reellen Formen der aufge-

Typen folgend (vgl. S. 348-354 in[2]) unterscheiden wir 9
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in drei Typen:

(7.7) DEFINITION. <} sei vom Typ I, wenn fir eine Cartan-

Zerlegung | =¥€Bp eine Cartan'sche Teil-

algebra }1 von o ﬁ/kc/kexistiert.

»g sei vom Typ II, wenn % eine der reellen

Formen AnI (n>2) oder E I ist.

9 sei vom Typ III, wenn :)' eine der reellen

Formen AnII,DnI (b) (n=3) oder E IV ist.

Nach Theorem 8 auf Seite 430 und der Vorbemerkung zu §4 in [14]
ist jede reelle Form einem der in (7.7) definierten Typen
zuzurechnen. Wir bemerken noch, das ?] genau dann vom Typ I
ist, wenn der von der Konjugierung von ac'bzgl.% induzierte
involutorische Automorphismus T:M—m der kompakten

reellen Form m = X ® if ein innerer Automorphismus ist.

8. Lie-Algebren vom Typ I

Sei 42] vom Typ I, % =*k ® f Cartanzerlegung von% und /P\,
Cartan'sche Teilalgebra mit }LCA ; U * O habe in ?) die Eigen-
schaft (ad u)3 = —ad u. Mit A bezeichnen wir die Menge der
C
nichttrivialen Wurzeln von (Z]Q bzgl. zk . Zu aeA gibt es genau
C
ein H e ‘k mit a(H) = <Ha'H><a¢ fiir He »kc. Setzt man
¢- :=: RH , so induziert die Konjugierung ¢ von <
dea % 4
- % e,
bzgl.&.a eine R-lineare Abbildung ¢*: (%c ) ——*(}l T, erklirt
durch ¢* (\) (H) := A(¢(H)) fir Hek® , die A auf sich ab-
bildet. Zu ae A existiert daher ein k €€ mit ¢X =« X , ,
o o a ¢*a
X el ca‘n )*, und man kann eine Weylbasis {Hj,EOL;ngsramk%Q ,aed )

in gc mit den folgenden Eigenschaften w&dhlen (Details in [12]):
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] c,*
E, e(%)
[Ea'E—(l] = —Ha, Hj€°(¥A ‘RHO.
(8.1) ByeBy] = Ny gE g Mt N, =N, g tR
Nﬂ("3 = 0, falls o+B ¢ A
[k (=1
\ Q

(8.2)LEMMA. (") Ea€ ,kt oder Eag PC fiir jedes acA.

(*') E, und E_  liegen in derselben Komponente.

Beweis. Wegen /%.G == /}: folgt [/}»t. /ka] = /Efn: [%@:'/Pc:] < 1"ct
&t

C
Fir E, = EX ® E' hat man fiir He A%

T [ t c
o (H)E [H,E:* ]+ [#,EP%] , also B * - e(%“'-)".
Wegen dim(g® )* = 1 folgt (') und aus Eae/k¢,

T s _ T ¢
E_,¢f erhielte man -H = [E ,E_,]e X% £ = {o}.

Mit &hnlicher Argumentation schlieB8t man
(8.3) LEMMA. L) /k =: iRH

('') Fir Eae/w"gi_lt Ky

1

(*'") Fir E ep®gilt « = -1.

Dies legt eine disjunkte Zerlegung von & nahe. Wir definieren

Dy := {OtGA;EaE/k,t}

o= . c
A?.— {oed;E e %} und erhalten
(8.4) satz. h=HNe R(EHE) @ ) _ Ri(E,E_)
£ 3 AC AR
P=) Ri(Eg+E_g) ® 5 R(Eg-E_g)
pedp Pelde
Beweis. Man wende die Konjugierung ¢ auf die

Elemente E +E_,i(E -E ) mit aeb‘l bzw. auf
o -a ]

i(Eg+E_g), (Eg-E_g) mit Bel, an,

benutze (8.2) und $E, = « E_, flr aes,

o
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In :f existiert eine Cartan'sche Teilalgebra /k' ,welche iu # O
mit ((ad iu)3 = ad iu) enthdlt. Bezeichnet T einen inneren
Automorphismus von 2“\' mit 'r(/w) = /kc, so hat man in /kc
mit v := 1(iu) ein nichttriviales Element gefunden mit

(ad v)3 = ad v. Fiir ae A bedeutet dies o(v)e{0,1,-1} und da

C
die Einschrédnkung der Killingform von %m auf/k nicht ausge-

artet ist, erhd@lt man wegen (v,H) _q= Z_:<2H )o@ (vgl. [13]):
9 oAv) =4 % (J
(8.5) v = 2Ha ,womit aus (8.2) sofort

=
(8.6) iv e /R folgt.

(8.7) SATZ. /O(' = % 610 sei eine Lie-Algebra vom Typ I

und /k sei Cartan'sche Teilalgebra von 9

mit B =& . Existiert ing ein u # O mit

(ad u)3 = -ad u, so gibt es solch ein Element

auch in j .

(8.8) SATZ. 9 sei endlichdimensionale einfache reelle

Lie-Algebra vom Typ I. Gibt es in (21 ein u ¥ O
3
mit (ad u) = -ad u, dann ist ((!] von der

Konstruktion L(W,J).

Beweis. Ka =«kep sei Cartan-Zerlegung von% und )1&&2
Cartan'sche Teilalgebra mit /txc ,Q, . Nach (8.7)
gibt es in/k ein w # O mit (ad w)3 = -ad w.
Wir bezeichnen mit A wieder die Menge der nicht-
trivialen Wurzeln von ﬂ¢bzgl./k¢. Wdhlt man
mit {Hj,Ea; 1$jsrankc(1¢ ,00€ A} eine Weylbasis,

"die (8.1) geniigt, so folgt aus (8.3)

£ =ZiRHa und aus (8:5) W = =) 248

~e 4 Now
Die Abbildung H + E vaan——»—H + S VaE-a
dea oLe A
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von*gmin sich ist ein involutorischer Automorphismus, der

w auf -w abbildet und dessen Einschrénkung auf % wegen (8.4)
ein involutorischer Automorphismus der reellen Lie-Algebrag]
ist. Die Bedingungen von Satz (7.3) sind erfiillt, die Be-
hauptung ist damit bewiesen.

Unter Hinweis auf die SchluBbemerkung von §5 machen wir uns
jetzt leicht klar, daB8 jede kompakte reelle Form einer ein-
fachen komplexen Koecher-Tits-Konstruktion L von der Gestalt
L(W,J) mit geeigneten W, J sein muB.

Hat X # O in L die Eigenschaft (ad X)3 = ad X, so gibt
es eine Cartan'sche Teilalgebra /kvon L, die X enthdlt und
wir haben X =°%0:42Ha,°¢€ﬁ, A = {p%0;uWurzel von L bzgl.}\}.
Wie oben beschrieben wdhlen wir eine Weylbasis von L und

erhalten in

M =D iRH ®) _R(E+E_) > _iR(E -E_ )
A & wea o o deA a -o
bekanntlich eine kompakte reelle Form von L. Dies bedeutet
iXe m mit (ad iX)3 = -ad iX. Die Bedingungen von (8.8) sind
fir m erfﬁllt,/@ ist also von der Konstruktion L (W,J).
Da alle kompakten reellen Formen von L unter der Automorphis-

mengruppe von L paarweise konjugiert sind, folgt unsere

Behauptung.

9. Lie-Algebren vom Typ II

Die in (7.7) aufgefiihrten Lie-Algebren vom Typ II sind s&mt-
lich normale reelle Formen (vgl. S. 348-354 in[2] und

S. 414 in[14]).

(9.1) sATZ. Ist 4 normale reelle Form einer einfachen
komplexen Koecher-Tits-Kgns;:uktign’ﬂm, e}

ist 9 eine Lie-Algebra von der Gestalt L(W,J).
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[
Beweis. X # O habe ing die Eigenschaft (ad X)3 = ad X.
,k sei Cartan'sche Teilalgebra von jc' die X ent-
hdlt und A sei wieder die Menge der nichttrivi-
alen Wurzeln von ?]q: bzgl. /k . Wir haben X =) 2H .
Xi=g &
Ist {Hj,Ea;‘léjsrank z‘r’,ae& } eine Weylbasis

von%" gemdB (8.1), so erhdlt man bekanntlich

mit 3, :=§ IRHa QS RE eine normale reelle
TYN Seh @

Form vomac. Da alle normalen reellen Formen
von 3": paarweise isomorph sind (Th. 3.5 Ch.IX in[2]),

folgt die Behauptung des Satzes.

10. Lie-Algebren vom Typ III

Die Lie-Algebren AII und DnI (b) (n>»3) enthalten jeweils eine
dreidimensionale einfache Teilalgebra mit einem Element u #% O,
das (ad u)3 = —ad u geniigt. Dies komplettiert die Voraus-
setzungen von Satz3 in [3] , nach dem% als Tits-Konstruktion
L(Y,C) einer reellen Lie-Algebra aus einer Jordan-Algebra C
mit Einselement und einer dreidimensionalen einfachen Lie-
Algebra Y aufgefaBt werden kann. Nach den Ausfiihrungen in
§2 ist eine solche Lie-Algebra aber stets von der
Konstruktion L (W,J) .
Bevor wir die noch verbleibende Lie-Algebra E IV untersuchen,
bereiten wir einen Satz vor, der in gewisser Weise eine
Verallgemeinerung von (8.7) darstellt.
%sei endlichdimensionale halbeinfache reelle Lie-Algebra und J?L
Cartan'sche Teilalgebra von 42} . Definiert man

,h"' := {Xe }1'; alle Eigenwerte von ad X liegen in iR} und

A i= {Ye)ﬁ,; alle Eigenwerte von ad Y liegen in R}, so

gilt bekanntlich /k = Xﬁ: }\-. Ist cz] = % ® P eine Cartan-
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zerlegung, so beweist dariiber hinaus Theorem 2§1 in [14] die
Existenz einer unter der adjungierten Gruppe Int g zu % konju-

' 1+ 0
gierten Cartan'schen Teilalgebra /E von mit‘k <bﬁ.und /& c P,
3 £

(10.1) SATZ. »?sei endlichdimensionale halbeinfache Lie-Alge-
bra iliber R und u # O habe L‘l% die Eigenschaft

(ad w)® = -ad u. Dann gibt es eine Cartanzerle-

gung % = 'g ® P mit ue /\B. .
Beweis. % =/¥q'€9 P' sei irgendeine Cartanzerlequng und
/M sei Cartan'sche Teilalgebra von % , die
u enthdlt. Nach dem oben zitierten Satz
existiert eine Cartan'sche Teilalgebra /k' von%
mit)LMC /E‘, M-G 'P‘ und fir ein Tte¢ Intta gilt
T /h,) = /E'.Bezeichnet man mit 4 wieder die
Menge der nichttrivialen Wurzeln von(zlQ bzgl./k'c,
so gilt flir w := 1 (u) nach (8.5)
iw =°“Z);_ ZHae(/k'c)—, also
we(k“;)+n A= Xt b
Mit % 2= R, p =T () folgt die

Behauptung.

Sei nun &21 vom Typ E IV. Isto‘l =/EQJP eine Cartanzer-
legung, so ist/E isomorph zu der kompakten reellen Form 64
der einfachen komplexen Lie-Algebra F4. Ein Element u * O in—g
mit (ad u)3 = -ad u kann nach (10.1) in 64 angenommen werden,
was aber bekanntlich nicht méglich ist.

(10.2) SATZ. Die reelle Form E IV besitzt kein Element u # O

mit (ad u)3 = -ad u.
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Eine Zusammenfassung der §§6-10 beweist nunmehr

(10.3) SATZ. Eine

iber

wenn

endlichdimensionale einfache Lie-Algebralﬂ

R ist genau dann von der Gestalt L (W,J),

es Elemente X # O in< und o % O in R

gibt
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