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REGULARITATSUNTERSUCHUNGEN VON LOSUNGEN ELLIPTISCHER
SYSTEME VON QUASILINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ZWEITER ORDNUNG

Per-Anders Ivert

Solutions of general uniformly elliptic systems of quasilinear second
order partial differential equations in divergence form are studied
under the assumption that the right hand side of the system grows at
most quadratically with respect to the gradient of the solution, A
partial regularity result is obtained, asserting that in the general case,
any weak solution with sufficiently small modulus (an explicit bound is
given) has hélder continuous first order derivatives in a neighbourhood
of almost every point of the domain of definition. For diagonal systems
where the coefficients depend on the modulus, but in no other way, of
the gradient of the unknown function, it is shown that regularity in fact
holds throughout the domain,
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0, EINLEITUNG

In der folgenden Arbeit werden wir Differentialgleichungssysteme

folgender Art studieren:

0025-2611/79/0030/0053/$07.20
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2 IVERT
0 a%(x, u(x), Vux) = f(xux),Vux), i-=1,2,...,N

Der Form nach ist dies das allgemeinste System von quasilinearen

partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Divergenzform,
Das gesuchte u ist eine auf ein Teilgebiet des euklidischen Raumes

R" erklirte lRN-wertige Funktion. Wir betrachten hier nun den

Fall n > 3.

Unser Hauptergebnis, Satz II. 1, sagt aus, daB unter gewissen
Strukturbedingungen der Gradient einer L&sung hélderstetig ist,
wenn er sich durch einen konstanten Vektor hinreichend gut im L2-
Sinn approximieren 148t, und wenn die L™-Norm der Ldsung kleiner
als eine Zahl ist, die von den Parametern des Systems abhingt. Auch
M. Giaquinta und G. Modica haben, in [6], denselben Satz behandelt
und dabei auch bewiesen, daf3, wenn fi = 0, man nicht vorauszu-

setzen braucht, dal die L&sung beschrinkt ist.

Als Korollar zum Satz II, 1 erhalten wir einen Satz iiber par-
tielle Regularitit, d.h, Regularitit auBlerhalb einer abgeschlossenen
Punktmenge mit dem Lebesguemaf Null (Satz II, 2), Satz II.1 wird
auch im letzten Kapitel angewandt, hier um einen Regularitiitssatz

fir Systeme in Diagonalform zu beweisen,

Obgleich wir Systeme von ziemlich allgemeiner Form hier stud-
ieren, werden wir, um die Darstellung nicht zu ilberlasten, uns
nicht bemiihen, die Voraussetzungen an ihrer Struktur, z. B, der Re-
gularitit der Funktionen ai’ g mdglichst weit abschwichen, Wir be-
schrénken uns stets auf gleichmiBig elliptische Systeme (vgl. (0, 4)),
doch werden wir fir die rechte Seite das sogenannte quadratische
Wachstum (0,5) zulassen. Ferner werden wir uns nur mit der Re-
gularitit im Innern des Definitionsbereiches besch#ftigen, und

sehen also von Randverhiltnissen ab,
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IVERT 3
Die Resultate dieser Arbeit sind in meiner Dissertation [10]ent-
halten, Das Thema ist mir von meinem Lehrer, Herrn Prof. Dr,
Kjell - Ove Widman, vorgeschlagen worden, und ich bin ihm
groflen Dank schuldig filr sein fdrderliches Interesse und fiir viele
anregende Diskussionen, die fiir die Arbeit von unschitzbarem

Wert gewesen sind.

Bezeichnungen: ) bezeichne stets eine offene Punktmenge im eu-
1

klidischen Raum IRn, n>3 Q cc Qz bedeutet, daB {22 die ab-

geschlossene Hillle des Gebietes Ql enthilt,

M (N,n) sei der Raum der reellen Matrizen der GroBe N x n,

auf dieselbe Weise wie IRNn normiert.

Ist E ein Teilgebiet eines euklidischen Raumes, bezeichne
Cl(E;]Rv) den Raum der auf E erklirten, stetig differenzierbaren,
R wertigen Funktionen. Die Raume LP(E;RY), H™P(ERY),

Hi’)g (E;]R\’), H(l)’z(E;IRV) usw., bestehen aus ]RV-wertigen
Funktionen, deren Komponenten den gewdhnlichen Lebesgue- bzw.

Sobolevriumen LP(E), Hk'p(E), Hll(c’)g (E), H(l)’z

(E) usw, zugehdren,
Wir sehen von der Tatsache ab, daB die Elemente dieser Klassen
eigentlich keine Funktionen, sondern vielmehr Aquivalenzklassen
von fast iiberall iibereinstimmenden Funktionen sind. Wenn es sich
um Multiplikation handelt, fassen wir die Elemente dieser Riume
als Spaltenvektoren auf (d.h. wir identifizieren RY mit miv, 1)).
Den Gradienten einer skalarwertigen Funktion fassen wir dagegen

als einen Zeilenvektor auf; also wenn z.B. u € HI’Z(Q;IRN), gilt
Yu € Lz(n;‘m-(N, n)).

; 1<i:
Ist A = (al’a) eine TR(N,n)-wertige Funktion auf , be-
1=<o=n 227 % 1<i<N
zeichnet divA die IR -wertige Funktion ( Ela—x-) , die
a-"—
o

nach Divergenzbildung jeder Zeile entsteht.

osc (u,E) bezeichne die Oszillation der Funktion u im Gebiet
E, d.h. osc (4,E) = Sup |u(x) - u(y)|. Fir Mittelwerte benutzen

X,yEE -
wir das Symbol { : € E;u(x)dx := (mes E) II u(x)dx,
E
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4 IVERT

Im Folgenden wird die Summationskonvention verwendet, d.h.
tiber wiederholte Indizes wird summiert, von 1 bis n fiilr griechische

Buchstaben, von 1 bis N fir lateinische.

Statt S?:— und aLx schreiben wir Doz bzw. D_. Ableitungen
werden auch durch Indizes bezeichnet: u, = Dau, asi(x,u,g =-a% (X.u.i)
o o

usw.

Ist x_€ R", bezeichnen wir mit B(x_,R) (oder mit B(R),
wenn kein Miflverstindnis vorliegen kann) die Kugel

{xe ]Rn;lx-xol <R},

Die "Abschneidefunktion' n x,, R erkliren wir folgendermafen:

1 wenn |x-x0[ <R
(0.1) Ny ,R(x) = 2 - 1%]x-xol wenn R < |x-xo|< 2R
° 0 wenn 2R< [x-xol
Igj<N

Schwache I8sungen : Sei A = (aJ’B eine Borelfunktion

N s
OXR xT(N,n)— WN,n) und f eine Borelfunktion

0 x lRNxm(N,n)—) IRN. Wir sagen dann, daB u € HI’Z(Q;IRN)

eine schwache Ldsung des Differentialgleichungssystems

(0.2) -div A(x, u(x), Pu(x)) = f(x, u(x), vu(x))

ist, falls fur jedes ® € ‘L n H:’ 2RY) giit

(0. 3) IaJ’B(x, u,Zu) D cpJ(x) dx = Iw(x) - f(x,u, Vu) dx,
v) 8 Q

Wenn g € LI(Q;’m(N, n)) kénnen wir auch das System

(0.2") -div A(x,u(x), vu(x) = f(x,u(x), vu(x)) - div g(x)

betrachten, und wir erkliren hier eine schwache L&sung mit der

Bedingung

(0. 3! ) ‘Jaj' ﬁ(x, u, Vu)Dﬁcpjdx = Q['gp- f(x,u,Vu)dx +Qj'gj’ BDBcpj dx
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IVERT 5
fir jede Lipschitzstetige Funktion ¢ : (—)"’IRN mit ¢(x) = 0 auf
3. Wir nehmen stets an, daB die Systeme (0.2) und (0.2') gleich-
miBig elliptisch sind, und auBerdem, da A gewisse Regulaitits-
bedingungen erfillt:

|AGx, v, €)| + |V A, g)| + |V AKX, &) < ul+]E])

| veA(X. wt) s
(0.4)

J
B
o
fur gewisse positilx(le Zahlen )\ und y und fur alle
(x,u,&,m) € QxR™ xMm(N,n) x(N,n)

Js i 2
a iB(x,u.g)nan = A|n|

Fitr f nehmen wir stets die '"quadratische Wachstumsbedingung'

an:
(0. 5) 1f(x,u,8)| < alg|® + b (a,b =0 )

Unter den Voraussetzungen (0,4) und (0.5) werden (0,3) und (0. 3')
sinnvoll, Wenn g € Lz(Q:’m(N,n)), kdnnen wir offensichtlich,
nach einem Approximationsverfahren, zulassen, daB die Test-
funktion ¢ auch in (0.3') eine beliebige beschrinkte Funktion
aus H(l)‘z(n;]RN) sein kann,

1. INTEGRALABSCHATZUNGEN

Wir betrachten das System (0.2) und die Voraussetzungen (0. 4)

und (0,5). Hieraus erhalten wir

. . . . 1 . .
(1.1) aJ’ﬁ(x,u,g)g; = aJ’ﬁ(x,u,O)gjp+J%aJ'p(x,u,tg)dt gJB =

. ; 1. s
& R, u, 01y +0J2’ a;;ﬁ(x,u. )6 £, dt= 2l %-ulel =
o

h-eofe]® - e>o0.

v

Sei nun u eine beschrinkte schwache L&sung des betrachteten

Systems mit sup|u(x)] = M und
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6 IVERT
(1.2) 2aM < )
Wir wihlen in (0.3) die Testfunktion ¢ = nz(u -u), wo E=§u(x)dx

dem)
nach n die in (0.1) erklarte Funktion Nxo o, R ist. Hier

ist X € Q und 0<R<—D1st (x,aﬂ)

j‘ aj’ B(x, u,tru)['_'r]zuj

B+ Z-nnB(uj -l—lj)] dx = j’nz(u-ﬁ)' f(x, u,p u)dx.

2
(n-2aM-2)[ % |7 “ax < (- +25M) [ dx+ 2fn|on | |u-T] (1+]ou)dx

Wegen (1,2) ergibt sich

2 2 2 2 -2
(1.3) Jn%lvulax < ) fin® + |on|” [u-u|")ax
worauf die Poincaré-Sobolev-Ungleichung
n_ a2
§ (1+|wu| %)ax < c ol } (1+|vu ]2“+2 dx) "

B(R) (2R)

liefert. Wir kdénnen nun mit Hilfe von Prop. 5.1 in [5] schliefen,
daB es Zahlen p = p(n,\,p, 2, b,M) > 1 und c
. . 2p

gibt, mit |Vu| € Lloc(n) und

g =c(m, ), u, 3, b, M)

(1.4) § (1+|9u| )pdx < c ( f (1+ IVulz)dx)p
B(x R) B(x,m)

fur jede Kugel B(xo,R) mit R < Min(1, Dle, (x ,o0)).

Wir erstreben nun eine Abschitzung fir den L2-Stetigkeits-
modul des Gradienten: Sei X €N 0<Rc< §D1st(x ,38) und

rk g+ Man untersuche (0 3) mit ¢@=A [n (Apu - gh)], wo
g € "m-(N n), und Ah fir h € R" ein D1fferenzenoperator ist :
Ahf(x) = f(x+h) - f(x). Fir diesen gelten die Rechenregeln:

Ah(fg) (x) = f(x+h) Ahg(X) + g(x) Ahf(X)

[1x) A, g(x)dx = [g(x)a_, f(x) dx
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IVERT 7

Wir setzen |h| < R voraus.

(1.5)  [a (o Ax uom][n’s,0 +2nnB(AhU-£h)]dx =

h'g
IA_h[nz(Ahu -gh)] - f(x,u,vu) dx,

Man findet leicht

(1.6) Ah[aj'ﬁ(X.u(X).vu(X)] &
) .
= [ alifen, u(eh), (1-t) wu(x) + touxsh)dt A u (x) +
o & b
a
1 . i
+ [ o flxen, (1-t)u(x) + tu(x+h), vu(x))dt A u'(x) +
0
b ~aB o 43 B
+ gax'fXHh. u(x),eu(x))dt ha =: a% Ahua +av
wo ‘;30! iy 2 > Al wa [¥B| < u(L+lou])(|h|+|aul)).

Ubliches Abschitzen ergibt aus (1.5) und (1.6):

(1.7) jnzlAhVulzdxs c4I{|A_h(n2(Ahu-gh)) |(1+|vu|2) %

+ n2(1+wu|2)(1n) 24|80 P+ jon | ® |, - 80 ax

Sei p der in (1.4) angegebene Exponent, und +==1:

L
q

1 1/p
£ nlla,va|dxs o f|A_h(n2(Ahu-gh>)|qu)/q(§(1+|vu|2§’dx)/ +
B(2R) BR) EGR) ,

T

/p4

+ el f(\hl *layul 284 19 §(1+lv u| ?)Pax) §|a,u-gh| 2ax
HB)

Wir kénnen 2p < q, d.h. p < %, annehmen. Dann gilt, da |u|<M:

2 1/q 2 1/q
( §18, 70 u-gh)bx) "< 2( §|nTa,u-gn)’? <
B&R) ©* O Bém h
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8 IVERT
1/q . .1/q
<20 f1a,ul%0" T+ 21g] |n] < e (£ 0| Pa0!/Tr2)g] n).
BoR) B 6 som) 1

Ferner gilt fir fast alle x € B(3R) und fast alle h mit |h| < R:

1
Ahu(x) = J‘vu(x+th) dt-h , Ahu(x) -¢&h = ‘(])'(vu(xH.h) - g)dt-h

Also gilt
1
‘f[Ahu(x) la)dxs |h|2p j‘ IIVu(x+th)|2p dxdt < ]h]2p “vu(x)la)dx
BER) 0 BXR) B3R)

und
[ |8,p(0)-gn|? ax < 0]’ [ jgu(x) - £|% ax
BOR) BR)

Folglich erhalten wir 2p

= 1/q 1/p
fnllagul®axs e |n O faswuPPax)  ( farjpuPPax) ¢
BER) B3R)
1/p 2
+ c7\h| |&]( §(1+|Vu|2)pdx) +c, JRZL flvu-¢ |2dx <
BER) R™ BR)
2p p_ 2

sc8|h|2(p'1)( §(1+\\-,u\2)dx)"+c8|h|P‘1 |g|p‘1+c7-l-h—21- flwu-¢| 2ax.
BER) R™ B[R)

Wir schitzen auch den L2-Stetigkeitsmodul der Funktion n(vu-£) ab:

) 2
|stn@a-£) | < 20”8, 9u|? + 212} outem)-g)?
R

[ 18, (nivu-g)) | 2ax < A%jn|2C-Y
2

wo A% = ¢ R™{( f(1+lpu|Pax)P + @3-%P
BER)

P
1P Y 4eg [wtlax
B@R)
(man bemerke, daf \h[ < R).

Jetzt kdnnen wir das Integral ‘[‘lvu-g |sdx fir einen Exponent s>2
B(R)
abschéitzen. Dazu brauchen wir das folgende Lemma vom Sobolev-Typ:
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LEMMAL 1: Es sei fe L2(R”), R>0 und 0 <g < 2. Ferner
habe der Lz-Stetigkeitsmodul fur f:

uh) o= (|fern)-£0]2 a0t/?, h e B

die Eigenschaft «h) < A|h|* fir |h| < R.

Dann ist f € L°(R"): fur s = <=, und

28 < Cln,a) (AZRY+([]1(x)]) 2ax) R™¥)

s

(]| £(x)] " dx)
Beweis: Wir {ibernehmen die Beweistechnik von [13], Kap V, §3.5.
Sei f die durch Fourier-Transformation aus f entstehende Funktion,
und 8(x) = (2m|x l)a/ 2f(x). Die Fourier-Transformation erkliren wir fiir

integrables f durch f(x)=‘fe-2mx'yf(y)dy. Nun gilt

-2mixe h 2
-1 N
|n| ™"

er|x]))® = C(ma) [ |2

da das Integral offensichtlich fiir jedes x konvergiert und eine
mit dem Exponent « homogene Funktion darstellt.

Der Plancherel’sche Satz liefert

‘ﬂg(x)\zdx = C(n,qa) ﬁ‘|h|-n_a|e'2nix'hf(x) --f(x)]2 dx dh =
= Cln,a)( [ |n| ™ wh)2dn + j|h|'“'°‘w(h)2dh)s
|h|<R |h[>R
=

c'(n,0) (A% R + |17, R7).
r

g ist also L2 zugehdrig und entsteht damit durch Fourier-Trans-
formation einer L2-Funktion g mit ||g|| o = “@HLz 5
L

f ist das Riesz’sche %— - Potential von g:
o) g

n

_ _ 4 2°
f(x) = Idz(g) (x) = m n{nlx-yl gly)dy

Das Lemma von Hardy-Littlewood-Sobolev liefert nun die Behaupt-
ung (vgl, [13], Kap. 5, §1).
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10 IVERT

Wenn wir dieses Lemma auf die Funktion n(gu-£) anwenden, er-
2n

halten wir, mit s = ———— :
n-(p-1)

5 2/s
(B(%vu-gl dx) <c; R

P
2Pl farpgu|®)ax) +
BER)

+ ¢ Rn'l(RZ’pM])p'1 + ¢

10

1- 2
1o B 7 Jvu-g| ax.
B3R

2
(1.8) ( f|vu-g|%ax " sc, ( fwu-g|Pax + B2 furjou|Diaxl® +
BR) BER) BER)

1
+ 2P PPT ),

Diese Abschitzung ist also unter den Voraussetzungen (0,4), (0.5)
und (1.2) erzielt worden, und die Konstante 11 hingt nur von
n, \, g 8 b und M ab.

Ladyzhenskaya und Ural’ceva ([11], Kap, 4, §5) folgend, werden
wir nun eine Untersuchung iiber die Existenz und die Integrabilitit
schwacher Ableitungen zweiter Ordnung durchfithren, Zuerst

formulieren wir die folgende
Behauptung: Wenn aufler (0.4) und (0,5) auch die zusitzlichen
Bedingungen
t € cl@m™x mN,n);RY)
(1.9) 19,000, )] + 19,1060, )| < o (1+g]%)

|v€f(x.u,g)| < a'(1+)g))

gelten, dann gibt es eine positive Zahl § = &(n, )\, u, 3, a'), so daf§
wenn u eine schwache L&sung des Systems (0,2) ist, und
osc(u,B) < § fir jede Kugel B c ) deren Radius kleiner als
eine gewisse Zahl Ro ist, so ist u den Klassen Hf‘ozc(fz;IRN)
und H::)t(n;IRN) zugehdrig, und die Integrale |D2u|2 dx und
&]Vu |4dx sind fUr jedes Teilgebiet Q'cc Q durch n,), @, & b, Ro'
diam(Q') und Dist(Q', 3Q) abschitzbar.
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Bemerkung: Die Abschétzung ist also von a' nicht abh#ngig, und
gilt auch, wenn man die Bedingungen (1. 9) durch die Annahme der
L ersetzt. In diesem Fall
loc

h&ngt § nur von n,)\,y und a ab.

2
Zugehdrigkeit zu Hi:.:c oder zu H

Beweis: Man betrachte einen Punkt xo € . Seien

0 <R« -;—Min(R ;:Dist(x ,30)), u= fu(x)dx und m =7
o o
B2R)
Man untersuche zunichst (0.3) mit ¢ = nzlAhulz(u-ﬁ):

x ,R
o

i

; 2 9 i 2
J‘aJ: B(x, u,ou)[n |Ahu| uJB + 2n AhulAhup

- 2 -
(U—u)+2nnB|Ahu| (u-u)]dx =
_ 2 2, -
= 'f'n lAhu| (u-u) + f(x,u,Qu)dx
Wegen (0,4) und (1.1) ergibt sich hier

(- aosc(u, B(2R)) -¢) j'nz |Ahu|2 |vul 2ax <
2
2 2
< G‘;—e + bosc(u, B(2R)) J‘T] léhu| dx +

- 2 2
+ 2uf|u-u| (1+|9u|)n”|4,u| |8, 0u] +nlvn||a u| )dx.
Wir setzen 2a$ < )\ voraus und erhalten:
2 2 2 2 2 2 202 2
(1.10) [n |Ahu| |ou| “dx < clz_r(n +|vn| )]Ahul dx+c,, 8 n |%Vu| dx,

Um das letzte Glied abzuschitzen, betrachten wir (1.5) und (1.7)
mit & = 0 :

2 2 2
m |a,9u|“dx < i3 flAh[f(x,u,Vu)]l n|aulax +

2 2 2 2 2 2
+ ¢, [[n"(1+lpu|®) (|n| +Hau M)+ jon|7[a ] "] dx .
Analog zu (1.6) finden wir

|Ah[ f(x,u,9u)] | g a'(1+|eu(x) | +|vu(xh)|) |4,7u] +a' (1+|ou | 2)( |h|+[Ahu|).
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(1.11) fo? |a,ou| ax s e, JIn>@+oul 2)(n1? + (2,01 +en] ® (8 u )P+
+n?|vuten)|? |a,u)? ] ax.
Nun gilt In(x)z |vu(x+h)|2 |Ahu(x)] 24x = j‘n(x-h)2|7u(x)]ZIA_hu(x)lzdx.

Wenn man in (1,10) h durch -h und n(x) durch n(x-h) ersetzt,

erhilt man:
(1.12) j’n(x-h)zlA_hulz lvulzdx <
< ¢, fintx-0)® + jonx-n) ) |4 u|%ax +
+ clzbz I-r\(x-h)z ]A_hVulz dx =
= clzj(nzﬂvnlz) IAhulzdx + 01252 jnzlAhVulzdx

Einsetzung von (1.10) und (1.12) in (1.11) ergibt

2 2 2 2 0p B B 2 2
Jntlagu| ax < e, fin"+on| N(|R|+ bl fvu |+ A4 u] THx +
+ clsbzf‘nzIAhVu[z dx.

82 <

DI =

Sei nun § so klein, daf c15

2
Y(n2+|VnI2)(1+qulz+ u(x+h)-u(x) Y

In|®

.
[ LPateth)-Pulx)] 4, 2¢,

5
||

2
Da ligl s:% I(n2+Ian2) u(x;rh)ljzu(x) - I(ﬂ2+Wn|2)'Vu|2dx o
— h

erhalten wir pu E H;‘;: , d.h, u € H2’2

N
loc (Q}m ) .

Sehen wir nun von (1,9) ab, und nehmen wir stattdessen an, daf
u € Hi‘)j (ﬂ:lRN). Aus (1.10) ergibt sich mit Hilfe des Fatou’schen

Lemmas
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2. 4 2 2 2 2.2,2 2
(1.13)  [n°jQu| dx< clzj(n +lgn|”) |gu| “dx+e .8 Im D%yl dx<ee ,
und aus (1.7) mit g = 0 :
2
[n?D%a|2ax < ¢, )T (n°| D% +2nfon| vul)(1+gul b @+gul ) +
%o 12 L6 %D 2 2 2 2
+|om| “|vu| ]dxsi‘rn | D%u| dx+c16I[n (1+qu]4)+|vn| lpu/“]dx;

2 2 4 2, 2
(1.14) [n |D2u]2dxs 2¢ JIn"(1+|vu| “)+lwn| “|ou| °] ax.

Man kombiniere (1.13) und (1, 14):

j"qlezulzdx < °17.Y("12+,V‘ﬂ | 2)(1+,Vu|2)dx +c1762‘.rn2|D2u| 2 4

2

Wenn 0176 < , erhalten wir

DI =

2,..2 2 2 2 2
In"ID%u|® = 2 e f(n"+lgn] ") (1+]vu]”) ax
worauf (wenn auch 2a$ < )\) (1.3) die Abschiitzung
/ |D2u|2dx < clsRn-,4 liefert,

B(R)

Auch wenn wir vorziehen, u € H1'4 statt u € H2‘2 anzu-
loc loc

nehmen, kdnnen wir dasselbe Ergebnis erhalten. Zu diesem Zweck
kehren wir zu (1.7) zurick.
Da
2 2 1 2 2
‘HA (m~a,u)|“dx = ‘H ‘]"v(n A u)(x-th)dt-h|“dx <
-h h 0 h

1
< |n)? gjlv(nzAhu)(x-m)lzdxdt = |0 [ lotn’e,w|® ax <

2,02 2 2 2 2 2
< 2|h|” [n"|a wu| dx + 4[h|" [n7jgn|" |4 u|” dx

erhalten wir
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2 2 2 2 2 2.2
n |apu|"dx<c [lon]7]au] "+ h]“(1+]gu| ") +
I h 19B(JZ;R) h
+ (1+jou| 2)(|n)® + [a,u1?)] ax

worauf

2
lim sup J’n(x)z |Pu(x+h) -2Vu(x)J 9%
h —>0 In|

<

< 2c19 j’ []anzjvu|2+(1+|vu|2)2] dx < e,
B(3R)

und wir erhalten wieder (1,13) und (1. 14). Damit ist die Behaupt-

ung vollstindig bewiesen.

Zum Schluf werden wir unter geeigneten Voraussetzungen ein
Differentialgleichungssystem herleiten, das der Gradient VYu er-
fiillt, Vom formalen Standpunkt aus handelt es sich um Ableiten
des gegebenen Systems.

Wir nehmen aufler (0,4) und (0.5) an, daB u € HZ’Z(Q;IRN).

Es sei ¢ € Cw(Q;IRN) mit kompaktem Tridger in §. Wir unter-
suchen das System (0.2) mit der Testfunktion e(x) = DYC(x)
(ye {1,2,...,n} :

j'aj'ﬁ(x, u,9u) Dchs dx = ‘['DYC + £(x,u,9u)dx,

Nach (0.4) gilt, daB die Funktionen 'ZJ’B(x) = aJ’B(x,u(x),Vu(x)) in
HI'I(Q) sind, und daB

DY';J‘ B(x) = aJ;(ﬁ(x, u,%u) + a‘]’iﬁ(x, u,Vu)D_Yu1 +a ’.‘B(x, u,Vu)Da u;
Y u £t
o

Also erhalten wir

i, 8 (R, P i (B4 .

(1.15) j‘aﬁi (x,u,9u)D_u, D rldx jDB; -6 N(x, u,Vu)
a

- j‘,B(x,u,vu)u

- o By, u,vu)]dx=[D cj?’j‘ Yo B(x, u,gu)dx
ul Xy B

i
Y
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~ 2
wo |f(x,u,g)| < 020(1+|5| ).

Die bedeutet aber, dal v := uY eine schwache Ld&sung des

Systems

D [aj'.ﬁ(x,u,Vu)D vl:[ = div ?J'Y, 1sj<N,
B g a

o

ist. Da nach den vorherigen UUberlegungen |vu| € L‘lloc

wir in (1,15) als Testfunktion eine beliebige Funktion aus

, kdnnen
1,2 N ; ;
H (R) mit kompaktem Triger zulassen,

II. PARTIELLE REGULARITAT

Unter dem Begriff partieller Regularitit einer auf ) erklirten
Funktion u verstehen wir die Existenz eines offenen Teilgebietes
Qo c §), dessen Komlementirmenge das Lebesguemafl Null hat, so
daB u eine gewisse Regularitit in Q, besitzt. Frithere Re-
sultate lUiber die partielle Regularitit fiir Ldsungen quasilinearer
elliptischer Differentialgleichungssysteme sind von u. a,

C.B. Morrey Jr., E. Giusti und M, Miranda erzielt worden
(vgl. [12], [8], [9]). Das "quadratische Wachstum' ist hier
doch nicht zulissig. Voriges Jahr ist ein Artikel [4] von M.
Giaquinta und E. Giusti erschienen, wo partielle Regularitit unter
der quadratischen Wachstumsbedingung bewiesen worden ist, Man

betrachtet hier gleichm#Big elliptische Systeme der Form
DB(AaB(x,u) D u) = f(x,u,vu),

wo die AaB stetige M (N, N)-wertige Funktionen auf QX]RN
sind, Es wird dann bewiesen, dafl es fir jede schwache L&sung u,
die (1,2) erfillt, eine offene Punktmenge Qo c @@ gibt, deren
Komplement von Hausdorffdimension kleiner als n-2 ist, so daf

u mit beliebigem Exponent auf Qo hélderstetig ist.

Wir werden in diesem Kapitel einen Satz ilber partielle Regula-
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ritdt beweisen, die auf Systeme von ganz allgemeiner Form an-
wendbar ist, Wir lassen auch das quadratische Wachstum zu, je-
doch mit der Einschrinkung (1,2). Dieser Satz (Satz II,2) ist ein
einfaches Korollar zu dem grundlegenden Satz II.1, fiir welchen
die verwendete Beweistechnik von #hnlichen, von S, Campanato
(2], F.J Almgren, Jr. [1] und C.B. Morrey, Jr. [12] ver-
wendeten Methoden herstammt, K. Uhlenbeck hat in [14] dieselbe
Technik benutzt, und ein #hnlicher Beweis befindet sich in [6].

SATZ 1I.1: Man betrachte das Differentialgleichungssystem

-div A(x,u,gu) = f(x,u,9u).
1<j<N
l<g<n
und f ist eine auf QX ]RNX'Zu(N,n) erklirte, ]RN-wertijg

Hier ist A = ("B € Cl(Qx]RNx'm(N,n);'m(N.n)).

Borelfunktion. A und f sollen die Strukturbedingungen (0, 4) und

(0.5) erfilllen, und auBerdem fordern wir, daf fiir ein ¢ > 0

es gelte

(2.1) |V ALk u,8y) - GAM . E))| < wlg,-&,°

fir (x,u,£p,8,) € QX R x TN, n) X (N, n).

§e_i M eine positive Zahl mit 2aM < ).

Dann gibt es positive Zahlen ¢ = ¢(N,n,), W 3 b, M, o) und

T = T(N,n, )\, u, b Mo), so da Folgendes gilt:

Ist u € HI'Z(Q;]RN) eine schwache ILdsung des betrachteten
Systems mit sup|u(x)] < M, ist % €0, Eo € W (N, n),
0 < R < min (Dist(x_, 2@:(1+[¢ |17/, und gt [ |yu-g |ax<e,

; o

dann ist Yu auf B(xo, ?) holderstetig; es gibt eine Konstante
T

C(R) mit |gu(x) -Vuk)| < CR) [x-y|"/? far %y € Blx, D)

Beweis: u erfullt also das System

-DB[a.'B(X.u.Vu)] = fj(X.u.Vu). j=12,...,N.
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Man setze u = fux)dx und u (x) = u+g (x-x), wobei
o o o
B(R/6)
vuo(x) = ¢, und f (u(x)-uo(x)) dx = 0,
6)
Die Kugeln B(p) haben alle den Mittelpunkt xo).
Wir erkliren den Differentialoperator L = (Lij)lsi,jsN durch
~ ~ 1 j -— 2Vi
(Tv), = & v = B S0, ¢ ) . A
J 1] o o axaaxﬁ

Er hat also konstante Koeffizienten,

Das gegebene System kann folgenderweise geschrieben werden:

-DB[ o) Bx, u,vu)-aj‘B(xo. G.Vu)+a:f(xo, u, Eo)(u;-ﬁioa)+Rj"3(xo.EvuEo)]

= tJ(x"u’vu)' J = ll znlonoNp
oder

-ﬁ(u-uo) = f(x,u,Vu)+diV[A(x,u,Vu)-A(xo,E,Vu)]-divR(xo,E,vu,go)

Hier ist R = (Rj’ 3)11<5-;;<E p

Rj.p(xo, E, Vu. EO) = aj'ﬁ(xon G: vu)'aj’e(xor En 80)_aj"B(xo’ E: EO)(u:!-ELa)'
(¢4

und unsere Voraussetzungen ergeben die Abschitzung
IR(x ,u,Vu, ¢ )| < c . |vu - & ]1+k filr beliebiges k €[0,0]
o'’ PR T 21 o) el
Wir erkliren nun 1 € Hl’z(B(%—);]RN) durch
F¥%=0 in B(%)
~ 1,2 _ R, _N
u - (u-u) € H " (B(ghR")
Dann ist

EE- -uo)) = f(x, u,Vu)+div[ A(x, u,Vu)-A(xo, u,fu)] -divR(xo, u,%u, go).
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Diese Gleichung untersuchen wir mit der Testfunktion 'E-(u-uo):

Y IIVu-(Vu-g )| “dx < j‘ |u-(u-u )| (a|vu| “+b)dx +
BR/6) ° BR/6) °

+Hf{r/gu-(vu-€°)l (|Alx, u,vu)-Alx_,u, vu)| + | Rix_, Tx,vu,go)i)dx;

1

(2.2) f|vu-(vu-g )| “dx<cy( flu-(u-u)|7dx) ( [(1+|vu]) dx) +
BR/6) BR/6) BR/6)

- 2 = 2
% czzﬂfw(sl)A(x,u,Vu) - Alx,uyw) |+ | Rx,u,vu, € )|7) dx.

Hier ist p wieder der Exponent aus (1.4), und % + % =1,

Nach dem Beschrénkungsprinzip fiir elliptische Systeme mit
konstanten Koeffizienten (vgl. [4], Lemma 1,3, fir den Beweis
[3], Satz 7.1) gilt

~
sup 'u(x)l < 023 ];1[1(?6') lu'uol < 024(1+R|€o')'

weshalb

1/q 1/p
cpl §|T-(u-u )| ax) ( fa+vu®Pax) <
B 1-ﬂ 2n 1/q
< eporle ) 1P Hien )P Pan) fasfoulax <
BR/6) BR/3)
1-

|)1+

=

k

1+k

=

2 ~ 2 2
< c, . (1+R|¢ (R vu-(vu-¢ )| “dx) fa+)9u|®)ax <
26 o Hﬁ/‘@ o 3)

1+k

1 ~ 2 1-k _2k 2
<5 flyu-(wu-g )| “dx +c  (1+R|¢ |7 R( f(1+|vu|“)dx)
2 BR/6) o 27 o BR/

n

Hier ist k = m_—n

Es gilt |A(x,u,Vu)-A(xo, u,%u)| < p(1+|9u|)(R+|u-u|) wenn
|x-x | <R, d.h.
o
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§ |A(x,u,Vu) - Alx . E,Vu)|2 dx <

BR/6)

= cpgl § (+]gu|PPax)'/P ( §®%+u-a)h)lan !
6) BR/6)

< ey f+pu| HPan P ( § ®%P + ju-g)Prant/9 <
BR/6) BR/6)

i

RY [(1+|pu|®)Pax <
6)

31

< o5, R2P-D (£ asjgu) HaxP
BR/3)

(Es wurde ja angenommen, dal R < 1),
Es bedeutet keine Einschrinkung anzunehmen, da s < 2(1+0), wo

s der in (1,8) angegebene Exponent ist:

- 2 2 ]
f]R(x ,u,Vu, g )|"dx < ¢ ‘}\ |Pu-¢ | "dx <
BR/G) o o 21 HB/G) o

1
2 2
< cgy( ‘)C]Vu-golzdx)s/ +032[Ra}2( §(1+|Vu|z)dx)p+(R2-p|§]p-)Fl]s/.
BR/2) BR)

Aus (2.2) ergibt sich also

flo¥-(u-g )| Pax < g (4R [ )TN RPC farloul Pan)E 4
6 BR)

2p-b) 2 4x)P 2 . s/2
+ ¢, R ( §(1+|Vu) dx)® + c . ( flyu-g |° dx) N
5 BR) 33 Eﬁ:ﬂ o
1
* c33[R2p-2( §(1+l\7u|2)dx)p + (RZ'Plelp)p-l ]s/z .
BR)

Wir schliefen, daBl es eine positive Zahl T =7 (N, n, ), M. 2, b, M, 0)
gibt, so daf

~ 2 2 27 2 4/r 2
§Ivu-Gu-g) [“dx < o, ( flvu-g [“d®) +o,, R7(1+ flvu|“dx+R[g | D%
BR/6 & 03413‘(%) (o] %34 B(J;?) Eo

Nach den Lemmata 7.1 und 7.2 aus [2] gilt, wenn r g %R

und n, = g+ {‘)v?f(x)dx:
B
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2
! EI 35§|Vu- £ | ax

und
~ 2
B(%lvu-(nl-ec,)l dx < cgp f v - g I

Die Konstante Cgp h&ngt nur von n,N,) und 4 ab. Wir er-
halten:

f |Vu-n1l2dx <2 { |v?1‘-(n1—go)]2dx+2 f[vﬁ'-(Vu-go)lzdx <
Blr) Br) B

2 ~ 2 R .n 2 1+T1
S 2eglgr)” flvT-g | Tdx + 2ey, (50" ( flou-g | “ax)
35'R BR) o 34" 6r BR) o

R.n _2T

4/1’2
+ 2c ()R(1+§|Vu[dx+R|g|
“aa'6r BR)

2 R.n

2
[+ f|ru-g | 2a0)"+ B Pivu-e Pax]e §pue Car
a6 §| £, = BJGCR ; £, Bé) < |

2 Cor (i R 11+ |£o! +R|E, |4/T e

Man setze r = §R und bestimme 6 so, dal 6 < l,

6
c3692'T$% und 86" <1, Damit erhilt man, da 6 nunmehr

fest ist:

2 1 2. .T 2 T 2
flvu-n,|“dx < [+ c,( f|Vu-¢ |“dx) +c,, flou-g |"dx]o" {jgu¢ |"dx+
BOR) 1 4 37ER) o 37HR) 0 BR) ©

8/t

+ ey BT+ (g |* + R2g |¥T) 0m).

37

2 2
Man setze §. =, falls f|lyu-n |“dx< flvu-g |“dx, &, = ¢
1 1 Hy) 1 B o 1 o

andernfalls, wobei
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. 2 1 2 T T 2
i) flou-g,|“dx<[F+e . ( §|Vu-g |"dx) +c,, f|Ou-¢ 12]e fIvu-g | o+
BER) CAE T Ty 0 ey o

cgr B 1+ [g,1* + R 1) oR)".

ii) § |vu-g, | 2ax s §pvu-go|2dx
B(8R) B(R)
iii) |§1'€0|2 = Cgg § |Vu-¢
B(R) ol

Es werde ein § > 0 bestimmt mit ¢ (5T + §) < l und
9 2 7 37 4

Cgp d < B
Man setze A = max(l 4c37)
Wenn 3(' qu'E | dx <% und R (1+|£ | )< 1 gilt also

B(R)

f|vu-g, Pax < 67 flvu-g | 2ax +3 AR) < max(6;A(BR)).
BeR) BR)

Man bestimme eine ganze Zahl k mit AGkT < § und setze

e = Snkb.
Wir nehmen an, daf ; [Vu-golzdx <7.

ER) -} L
Durch Wiederholen erhalten wir Folgen <aj>j=0 und <€j>j=0
mit
a = f§ |Qu- g | dx

I BE'R)
und

(i) Biyp < [% + c37(a\;+aj)]eT::\J.+:11-A(ejR)T(1+|gj|4+(ejR)2lgjla/'r)(ej"'lﬂ)T

-Nn

(ii) 2,1 =0 3
(iii) 2
|€j+1-£j| = c35 aj
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Wir behaupten, daB fiir jedes j es gelte

1) 8 < [ max(A;3R™")] (6‘]‘R)’r
2) 8 < 8

T 4
3) (8°R) (1+|gj| )< 1.

~
€

Beweis: Flir j = 0 ist es schon klar, da a <

Es gelten 1) 2) und 3) fur j<i -1,
i) ergibt:
6'a, , +5A(8'R)"< 76" [max(A;6R ")) (6" RJ + 7A(6'R)" =

- i T
< [max (A;6R™)] (0'R) ,
d.h. 1) gilt fur j = i,

Falls i<k ist, nachii), a < e ™Ma < e'“kao <5 .

o
Falls i>k ist a <a < [ma.x(A;bR"T)]ek'r R < ma.x(ASkT,
d.h. 2) gilt fur j = i,

Schlief3lich finden wir

)<,
i T 4, i 4 4
(6'R) (1+ g, ) < (0'RI(1+8 g, , [*+8ept, |-
- 89T(ei'1R)T(1+|gi_l|4)+(eiR)T(8]gi-gi_1|4-7) <

< 1+(6"R)T(8c5, 8°-7) < 1,

d.h auch 3) gilt fir j = i, und die Behauptung ist damit be-

wiesen,

Wir setzen Cl(R) = max(A, 6R'T) und erhalten
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(2.3) 5 IVu-gl dx<C(R)(e IR)"
B(e’

1/2 . /2

i
(2.4) lgj+1 - gjl < (egg C;(R))  (¢°R)

™)
Aus (2.4) folgt, daB die Folge <§j>' . konvergiert.
J:
Aus (2,3) folgt lim fVu(x)dx = lim §¢. , und wir kdénnen
j—>00 Be R) j—>00

Vu(xo) = lim §. schreiben,
j—>e0

Dann gilt

a1 S B 185, - 1 S legsC RN (1807 @'R] = c e T
i=j

Wir setzen nun e = 2 °%.
2 . . R
Falls fIVu g | "dx < ¢, gilt fiir jedes X € B(xo, =)

3

[e]

}‘IVug | dx<e.
B(x R/2)

Das obige Verfahren kann fiir jedes solche X, durchgeftihrt

werden. Seien nun xl,x € B(x R/Z) mit |x -x2| = p. Man

bestimme j mit Gﬁ R/2 < p < e R/2 und setze x —2(x +x )

3

Es ergibt sich, mit analogen Bezeichnungen:

[vulx,)-vulx,)| < Ivu(xl)-ej(xl)l + lvu(xz)-ej(xz)l +

IA

j 2
+ 1 0xp)-85(x,)| < 2C,(R/DER/2)? 4 [g0x, )-8 (x| -

2 12
|€j(x1)-€j(xz” (B(x feﬁlwz'gi(xl)'ﬁi(xz)l dx)’ " <
<o § (e )| Zax)'/ % flvu(x) -tc) a9 "Is

B(KI.G R/2)
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< Cy(R) (e'r/2)"/?

]\7u(x1) - Pulx,)| =< C(R)|x1-x2|'r/2

q.e.d.

Da lim f |vu(x)-s7u(xo)|2dx = 0 fir fast alle x_ €
R>0 Bx,R) ©

ergibt sich sofort der

SATZ II.2: Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz II.1 gibt

es eine offene Menge Q < Q mit mes(Q\Qo) = 0, so da vu

auf Q, hdlderstetig ist.

Zusatz: Wenn das u im Satz II.2 in Hz’z(Q;lRN) liegt, ist die

Hausdorffdimension der Ausnahmemenge Q\Qo nicht gréfler

als n - 2.

Beweis: Es gilt §vu - §Vu|2dx < CSSRZ §|D2u]2dx

£ ’

Die Behauptung folgt damit aus dem potentialtheoretischen Satz, der
aussagt, dafl fur f € L;ocm') und 0 < q<n das (n-q)-dimen -

sionale Hausdorffmal der Menge

{y € @ lim inf RT™" [|f(x)|dx > 0} gleich Null ist.
R—>0 By,R)

(vgl. z.B. [7], Thm. 1).

III, REGULARITAT VON LOSUNGEN GEWISSER DIAGONALSYSTEME
In diesem letzten Kapitel beweisen wir einen Regularititssatz
fir Systeme der Form
ap 2 j tJ .
(3.1) DB[a (x,u, |Fu| )Dau ] = f(x,uyu), j=1,2,...,N.
. . . af _ .af . N
Hier sind die a™* = aF(x,u,t) skalarwertige, fiir (x,u) € xR

und t > 0 erklirte Funktionen, und wir nehmen an, dafl sie fir

76



IVERT 25

t> 0 nach (x,u) € QX ]RN und fir (x,u) € O X ]RN nach t>0
stetig differenzierbar sind. Die Strukturbedingungen (0. 4), (2. 1)
nehmen hier die folgenden Formen an:

of 2 id.y 2 i 2
3.22)  [Beeu, 6]+ 26, € 2w, 181D nymy > Al

fur (x,u,&,m) € ax BN X MN, n) X M (N, n)

(3.2b) |a®B(x,u, |& 12);il+|vxa°"3(x.u, l&lz)eil +

+ 19,5, u, 161 7g) | < w+lg))

fir (x,u,g)EQXIRNXm(N,n), l<fB<nund 1< j<N

(3. 2¢) [aaﬁ(x, u, |€|2)6ij + 2E;Eiazﬁ(x,u, ]elz)l <u

fur (x,u,§) € QXIRNx'm(N.n), 1<i,j<N und l<q,f<n

(3.2a) |(ax,u, g°)-aB(x, u, |n|2)>61j+2£;€jya¥‘3<X-u. 181 -

i 2 o
s ZnanYaIB(x.u. NI < u €&l
fur (x,u, &,m) € OX IRNX'HXN, n)XTUN,n), 1<i,j< N und

l1<apB<n

Unsere Beweismethode besteht darin, daB wir bestitigen, daB
Ldsungen des Systems (3. 1) die Voraussetzungen des Satzes II.1 er-
fillen. Dies ist der Fall, da wir wegen der besonderen Weise, auf
welche die Koeffizienten aaﬁ von Vu abhiingen, eine elliptische
Differentialgleichung herleiten kénnen, die von |Vu|2 erfillt ist.

K. Uhlenbeck hat in [ 14] einen #hnlichen Beweis eines Regularitits-

satzes fiir Systeme der Form

div [9(]Vu|2)vu] =0
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gegeben. Der Form nach ist dies ein Sonderfall von (3. 1). Der Satz
in [14] ist doch unter einer allgemeineren Elliptizititsbedingung

als die unseren bewiesen,

Bevor wir unseren Satz formulieren, wollen wir zeigen, daf man
die Bedingungen (3. 2) einfacher darstellen kann. Zunichst wihlen
i
wir in (3. 2b), filr feste o und j, & €M(N,n) mit EY = /T wenn

i=3j y=o und g: = 0 andernfalls. Wir erhalten :
(3.3)  /T(a™0 w0+ 9,80 u, 0] + | v, ™ u ) <p1v)
Umgekehrt ist es klar, daB (3.2b) aus (3. 3) folgt. Man betrachte nun

in (3.2c) feste @, 8 und i = j, und wihle § €PN, n) mit |€|2 = t,
i

= 0:
Eot
(3. 4) laaﬁ(x,u,t)] <u
Wir betrachten (3.2c) auch fiir i+ j und mit g; = €3x =V % s EIY( =0
andernfalls:
o
(3.5) ltatﬁ(x,u, ) =p

Es ist auch klar, daB (3.4) und (3. 5) die Bedingung (3. 2c) ergeben,
doch mit einem gréBeren y. In (3.2d) wihlen wir zuerst i # j,

i = j =/-£I 1 = - j = - k = k = i
Ea Ea 5+ Ny = Ny Vz 5 EY nY 0 andernfalls, und wir

erhalten

(3.6) |ta‘fﬁ(x,u,t)| < “to/z

Danach wihlen wir i# j, E(ix = Efx =\/§F’ ncix & ni =\/§” EY = "'lk =0
andernfalls:

(3.7) |t ataﬁ(x, u,t) -8 a‘,:ﬁ(x, u,8)| < “l\/t"- \/'§'|°s“|t-s|°/2

(3.4) und (3. 6) liefern nach einer elementaren Berechnung:

(3.8) |aaﬁ(x,u, t) - aaB(x,u,s)[ < ,,4|'c-s|c'/2 s
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mdglicherweise mit einer anderen Konstante .

Ebenso ergeben elementare und ganz einfache Uberlegungen, daf
(3.2d) aus (3.5), (3.6), (3.7) und (3.8) folgt, doch mit ¢g/2 statt
mit ¢ und einem grdBeren y. Offensichtlich folgt (8.6) aus (3.7)
und der Zusatzbedingung %_1_1;30'( a%ﬂ(x,u, t) = 0, und diese Zusatzbe-
dingung ist schwicher als (3.6).

Zusammenfassend machen wir also die folgenden Voraussetzungern

5 4 g o . 5
(3.92)  2Bx,u, |g| m;n;+ze;eJYaI"<x, w, &A= x|
(3. 9b) laaB(x,u,t)l <p
(3. 9¢) |an°‘3(x, u, t)| + ]vuaaﬁ(x,u, t)| < p(1+t-1/2)
(3. 9d) lim ta(x,u,t) = 0

t—=>0
(3. %e) [t 0t =
(3. 9f) lta(txﬁ(x,u, t) - sa‘:B(x,u,s)l <u|t-s|°

Wir haben gezeigt, daB die Bedingungen (3. 2) mit den Bedingungen
(3.9) 4quivalent sind (doch mit anderen p und o). Wir werden nun

eine wichtige Konsequenz der Elliptizititsbedingung (3. 9a) herleiten.

. 2
LEMMA IIL. 1: Man setze b*B(x,u,¢) = aFxy |§F)+Ze;§;a¥3()gu,|€| ).
Unter der Voraussetzung (3.9a) gilt dann fur

(x’uJE,ﬂ) € QX RN X m(N,n) X IRn:

2
v*B(x, u, >
(x,u E)nanﬁ Aln|
Beweis: Seien t> 0, -q,?f € IRn, I?{l = 1, Man wihle in (3.9a)
i 1 ~ i 1
=0 fir i3 1, =/t , =0 fir i¥ 1 d = H
Ea r i4 Ea ﬂa T]a r 1* un 'f'la na
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(3. 10) a®B(x,u, ’c)'qmn/3 + Zt'ﬁ'aﬁy az'g(x, u, thnn 2| 2

B
Man wihle nun beliebige & €T(N,n) und n € R"”, und setze
in (3.10) t = Iglz.

o _ .
Wir kénnen g; = tLq;— schreiben, wobei t > 0 und % (ﬁ;)z = 1:
a=1

~invi

3.11)  [a®(x,u, [gP+2]8] rr&n;ajcfﬁ(x, w, g% ng= Alnl?

8
(Unterstreichung von einem Index bedeutet Aufhebung der Summa-
tionskonvention hezliglich dieses Index).

Wenn |[¢| = 0 folgt nun die Behauptung (in einer offenbaren Inter-

pretation)(wl.e)gzen (3.9d). Wenn |€| > 0, multiplizieren wir (3, 11)
n
mit ¥ —g-h——:

6=1 |g°

TR - (Ei)2
[ 8 % 5 a“”(x.u,|s|2>+zsl—el-alﬁ(x'u. Pk n,=x T — = Inl®
8=1¢| @y @B b1 g

Summation tiber i liefert die Behauptung.

Damit sind wir in der Lage, unseren Regularititssatz zu

formulieren:

SATZ 111, 1: E _s_e_i u € leo'cz(n;]RN) eine schwache Ldsung des

Systems (3.1) mit sup |u(x)| = M, und es sollen gelten (0.5),(3.9)
und aM < ). Dann hat u hdlderstetige Ableitungen erster Ord-

nung in { und fir jedes Teilgebiet Qccq ist die Héldernorm

des Gradienten beziiglich Q' durch n, N, X, u, a, b, M, Diam())
und Dist(Q' 3§) abschitzbar.

Bemerkung: Nach einem Satz von M. Wiegner [16] ist jede ul 2.

Lésung u mit asup |u(x)|] < x auf  holderstetig. Die Vor-
aussetzung u € Hz' 2 ist also erfiillt, wie wir im Kapitel I ge-

zeigt haben, wenn u € Hl’ 2 und die Bedingungen (1. 9) giiltig sind,

Beweis des Satzes: Als ersten Schritt werden wir Abschitzungen fir
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die Integrale I |vu|Zp dx, p = 1, herleiten. Zu diesem Zweck
]

verwenden wir die in [11] fur Skalargleichungen benutzte Technik,
die hier, wegen der besonderen Form unseres Systems und wegen

des Lemmas III.} anwendbar ist.

Seien x € Qcc, 0<Rc« % Dist (', 200, Nach

mn=N% R
'
dem Wiegner'schen Satz gilt |u(x)-u(x0)| < csglx-xol fir

]x-xol < 2R und positive Zahlen ¢ und T die sich aus n,

39
N, X\, p,a, b, M und Dist(Q'3Q) bestimmen lassen.

(1.13) gilt offensichtlich fur jedes n € L“n Hl' 2(Q) mit n(x)=0

fiir ]x-xol > 2R. Wir setzen w(x) = min( ‘Vu(x)lz, Az), wo A

eine positive Zahl ist, ersetzen in (1,13) mn durch nw(p'l)/z !

beachten, daf |u-E[ < 039(4R)'r und § < c39(4R)T, und erhalten:
2 p-1 4 2 p-1 2 2T 2 pl 2
Im wP |vu| dx< cllfn wP Pu| dx + cyoR Jonl vP-}vuj +
2 2 p-3 2 2 2 p-1,_2 2
+(p-1)n W’ |ow] " leu| ™ + W |D™u| ")dx

wenn R so klein ist, daB ac39(4R)T5

8>

Nun ist pw = 2u wenn lvu| < A, yw = 0 wenn [gu| > A,

i "y 2, 2 2
und folglich lvw\ [vu| < 4w |D"u|”. Also gilt

(3.12) Jn’wP~ljou|*ax = ¢, finP+om |2 fpu[PPaxre, BT P 0P ax

Wir setzen ﬁ(x u, ) = 0lﬁ(x u |§|2)5 +2§ g aYB(x u, |&] ) und
erhalten nach (1 15) fir @ € H L (QjRN) mit kompaktem Triger
in

(3. 13) jc‘;‘!s(x, u,vu)DauiDiﬂ'dx - (76 By, uyuD, Pax,
wo B0 Prayu,g) + 600w ) + P 161 gy e Rnulel e
u

Man wihle in (3.13) @ = n2wP ! D, u:

81



30 IVERT

2 2 -1
J"c?‘]ls ab[n e +Hp-1)n WP uwa+2'rmbp u:lb]dx =

FJ'G ﬁ[ 2y P! u +p -1)n 2P- ubwp+2nn8wp-lui]dx.

Nun gilt, wenn |Qu| < A

ﬁ(x u, Vu)u u6 0‘3(:: u, |9u| )u 555 +2u u;Gu u‘]6 Bx,u,hulz) =
=%aa‘e(x, u, Wulz)wa+w6uj B(x u, IVul aB(x u, |Qu| )w +

ii yB 2_1,08
+ WauYuaat (x,u, |wu| 3 b (x,u,Vu)wa

und folglich, nach dem Lemma III, 1:

aB. i 2 p-2 j i} 1 2 2B
cij uaﬁ(p-lh WP uwa wp wawﬁ >0

Wir erhalten also
(3.14) Jn’wP ™! [D%u| 2ax 5 e, T lom| WP~ fou| 24p 70 wP 1 o ) as
< 040 JL >+l )1+ foulBen P pu| #ax.

Wenn man dieses mit (3. 12) kombiniert, erhilt man, falls
2R2'r 1,
€41%3P g’

2 p-1 4 2 2 2 2
In WP gu"ax < ¢, p° [(n*+ fyn| “)(1+|gu] “Pax.
Das .Fatou'sche Lemma liefert, nach dem Grenziibergang A —> o:

2p+2 2
(3.15) [ |gu|“P"ax < (1+—)p [ (1+jgu| “P)ax.
B(R) R B(2R)
Da wir schon im Kapitel I lokale Abschitzungen fiir ‘HVulzdx und
sogar flr f|Vu|4dx erhalten haben, schliefen wir aus (3.15), daB

man fiir jedes p > 1 das Integral I |Vu[2pdx abschitzen kann,
Q.
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und zwar mit einer Konstanten, die von n, N, A, u, 3, b, M,
Diam(Q)'), Dist(" 3f) und p abhiingt. Aus (3.14) schliefen wir,
dafl dasselbe fﬂr die Integrale ‘f |Vu]2p|D u]zdx gilt, Insbesondere

2 (q).

gilt also |gu | HS

Wir betrachten nun ein Teilgebiet Q'cc © und wollen sup |9u|
abschédtzen, Seien 92 und 9,3 Gebiete mit reg‘uﬁren Rindern und

Qcc n2cc Q3ccQ. Man wihle (3.13) @ = cub, wo{EHJ’ Qa)

j’c L [u6§B+Cu36]dx FJ s, ' Rx, uVu)[uacﬁ+Cu Jdx

Nach den obigen Uberlegungen ist caB W= —baBDa(IVul ). Wir

ad b 2
setzen v = ]vulz und gﬁ(x) 2u (x) 79, 8, B(x,u(x),vu(x)). Es
gilt also
j(baﬁD v- gB)DBcdx = -IZ;[caBu buﬁb uJBGfJ’b'ﬁ(x, u,Vu)]dx
Nun ist

(7 NE J i, 8, 2 .2 4
2(cij uabuﬁb - uﬁbf B(x,u,vu))zle u| -c45(1+|Vu| )

_ oy - 2 aa i 5,8
Wir setzen f(x) = \|D ul 2(c u 6“/36 Bb?o (x,u,9u)) und

erhalten
(3.16) [ (D v - D pax = [ ¢[T - >\|D2u|2]dx,
e
d.h, v ist in (23 eine Ldsung der Gleichung
DB(baBDav -8 = A p%u)? - T

Nach dem Lemma III,1 ist diese Gleichung gleichmifBig elliptisch,
Sei G die Green'sche Funktion des Operators D (baBD ) in 03
(vgl, [15]), Sei n € CI(Q), nx) =0, n(x) = 1 auf o(tzz, n(x) =
auflerhalb 03. Es gilt fur fast alle y € ,Q':

83



32 IVERT

lvuy)|? = nviy) = Jb“ﬁna(nvmxp Glx,y) dx =

Iv(x)baﬁDaanﬁG(x, y)dx - [G(x, y)baﬁDavDﬁ-qu +

+

of - af
J‘ b Dav DB(G(x,y)n(x)) dx j‘v(x)b DanDBG(x,y)dx +
+ J"gﬂnﬁm(x,ym(xndx + [ TGlx, ym(x) dx -

= )J' ]Dzul 2G(x,y)'rldx = J'G(x,y)bo“3 Doz vDﬁndx <

2 3
< ¢, a )l + lgll )
L3 Bk P 5

e G, )| C(n Q )(ngn
x L(“”)/“(Q )

nd Hfl\ 3)
2
el +2u[Glx,y)|gu| |D7u| |yn|ax .
1. /-
03>

Da 0 < G(x,y) s 046]x-y] und yn = 0 auf 02 ist das
letzte Glied durch n, N, ), u, a, b, M, Diam(Q') und Dlst(n',an )
abschidtzbar. Die ilbrigen Glieder kdnnen wir auch abschitzen, da

n+1 n

[ U9,6@] " 4wy s o el [150)
Q

und da I|Vu| pdx fur -beliebiges p abschitzbar ist, (Hier geniigt
es, dle&s Integral flr p < 4n abzuschitzen).

Wir erhalten also s1.:p |wu(x)] < c48(n, N, \, w» & b, Diam(Q'),
Dist(@", 2Q)). L

Wir betrachten nun ein Teilgebiet Qo mit roc 0 und

a osc(u, no) < )\'(die letztere Bedingung gilt, wenn z. B,
Diam(n°)<)\/(ac48)). Sei X € ﬂo und ¢ die im Satz II,1
angegebene Zahl, Wir werden zeigen, daf fiir R < Ro

B& |qu -$Vudy|2dx5e
o’R)
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gilt, wo Ro eine durch n, N, ), u a, b, M abschitzbare Zahl ist
Die Poincaré-Ungleichung ergibt zunichst

§ |loulx) - 3Cou|2dx < c38R2 § 10%u|? ax
BR) BR) BR)

Sei 0<R<l

5 Dist(QO. 3Q'), und n die schwache Ldsung des
Problems
D (*AD ) = - iz in B(2R)
o R
1,2

n € H*°(B(2R))

d.h. wenn & die Green'sche Funktion des Operators Da(baﬁD ) in
B(2R) ist, so ist

ny) = = [ 8xy)dy
r® HR)

Wegen bekannter Eigenschaften der Greer'schen Funktion ([15]) gilt:

1
(3.17) nx) = —

auf B(R),
49

0 < n(x) < 50 auf B(2R).

Ferner gilt

OB o gx - L -2
Ib 'r]a'r]de R2j‘r](x)dx < cis , d.h,

§ lonlax < floni®ant? < e, &
BZR) BR)
Nach (3,16) und (3.17) ist

‘Y ]D2 u]z dx < cigjn(x)szzu}z dx =
BR)

2
c

2 2c
49 9 %1 51
= In(rTa)dx + — J‘gﬁ(x)-r‘x)nﬁ(x)dx- 2 Ib“BVananx
Wir setzen Ml(r) = sup v

B@
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oB = P B
_fb va'rmﬁdx J‘b BDaLn(Mlm)-v)]Dﬁndx- I(MIQR)-v)b nanﬁdx <

1

< . Jn(M,(2R) - v) dx

Zusammenfassend gilt also

}' |gu(x)- §Vu]zdx < c52R +cgy §(M1(2R) - v)dx

B(R) BR) BZR)
Wir setzen voraus, dal R _so klein ist, da ¢__R < < und
o 5270 2
4 -1/7

R, < min(Dist(@Q_,20'), (1 +c,g)

48
(T ist hier die im Satz II.1 angegebene Zahl).

Wir wollen zeigen, daf fiir hinreichend kleines R gilt:

€

(3.18) ¢, §(M/(2R)- v)dx <3
BER)

Damit wird unsere Behauptung aus dem Satz II. 1 folgen.

Fiir v gilt wegen (3.16) das Lemma 2,2 aus dem Kapitel 9 in

[11] Wir formulieren es hier als

LEMMA III, 2: Seien 62 und 63 irgendwelche Zahlen in (0, 1).

Dann gilt entweder

(i) mes {x € B(R) |M1(2R) - v(x) > 52 osc(v, B(2R))} < 63mes B(R)

oder

(ii) osc(v, B(R)) < (1 - 61) osc(v, B(2R)) + R .

[
Hier i;lt 61 eine positive Zahl, die durch ), y, n, a, b, M, 62 und

[} 3 bestimmt wird,

Wenn (i) gilt, ist

f (Ml(R) -v)dx < 63osc(v, B(2R)) + 6zosc(v, B(2R))
BR)
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2
Wir wihlen b, und b, so, daB (8, + 8g)c,ocpy <§

Wenn (i) gilt, gilt also auch (3.18).

-V L)
Man betrachte nun die Folge < B(2 Ro) > von Kugeln

v:
und wende fir jede das Lemma III,2 an,

Wenn (ii) stets gilt, ist es offenbar, daB nach N Schritten
die Oscillation in B(R) = B(2" Ro) kleiner als e/(2c52) sein

wird, (ﬁ ist hier eine ganze Zahl, die durch bl, Ro und C43

bestimmt wird).

~
Andernfalls wird (i) in einem der N ersten Schritte gelten.
- ~
Jedenfalls gilt also (3.18) ftir R = 2 kRo mit einem k < N.

Der Beweis des Satzes III.1 ist damit vollendet.
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