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UNE GENERALISATION DU THEOREME D'EXTENSION DE RAD6

Bernard AUPETIT"

Using subharmonic functions we give an
easy proof of E.L. Stout's generaliza-
tion of Rad6's extension theorem.

Mis sous une forme un peu plus générale que la forme originel-
le [8] par H. Cartan [2], le célébre théoréme d'extension de Rads af-
firme que si f est continue sur A = {z||z| < 1} et holomorphe sur
A\ f‘l({O}) alors f est holomorphe sur A . D'autres démonstra-
tions de ce résultat ont été domnées dans [4,5], une des plus jolies
est celle de I. Glicksberg qui utilise le théoréme de maximalité de
Wermer (voir par exemple [10], chapitre 10). I. Glicksberg a aussi
montré que le résultat reste vrai si on remplace A \ f-l({O}) par
A\ f-l(E) , o E est un ensemble dénombrable de T . S. Kakutani
s'est posé la question de savoir si ce méme résultat reste vrai pour
E de capacité nulle. En fait, d'une fagon compliquée, E.L. Stout [9]
a pu obtenir une trés légeére généralisation de cette conjecture.
L'objet de cette petite note est de¢ montrer comment elle s'obtient

trés facilement 3 partir du théoréme de H. Cartan. L'idée de cette
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2 AUPETIT

méthode m'a été inspirée par la construction, 4 1'aide du théoréme

d'Evans, de 1'exemple de [1].

PROPOSITION. (H. Cartan). Si u est sous-harmonique sur un domaine
D de [ , non identique @ -» , alors {z|u(z) = -=} est un Gg lo-
calement de capacité zéro. Réciproquement, si G est un ensemble

compact de @ il existe u sous-harmonique sur € , non identique Q

- , telle que u(x) = - sgur G .
Voir [3], p. 274-276.

Rappelons qu'une fonction est dite holomorphe sur un ensemble

si elle est holomorphe sur un ouvert contenant cet ensemble.

THEOREME. Soient V une variété analytique complexe, f une fonc-
tion continue sur V , E un sous-ensemble de capacité intérieure
nulle de € . Si f est holomorphe sur V \ f_l(E) elle est holo-

morphe sur V .

Démonstration. Comme le résultat est purement local on peut supposer
que V est le polydisque {z|]zi| <1,1i=1,...,k} . La fonction
f étant continue, d'aprés le lemme d'Osgood, il suffit de montrer
qu'elle est séparément holomorphe, autrement dit on peut supposer que
k=1, c'est-d-dire que V=A . Comme f est holomorphe sur

AN\ f-i(E) il existe un ouvert U contenant A \ f'l(E) sur lequel

f est holomorphe.

Posons F=A\U,An={z||z|<1—%} pour n2>1 et
E, = Ff\Kn . Alors En = f(Fn) est un compact contenu dans E ,
donc de capacité nulle. D'aprés le théoréme de Cartan il existe u 9

sous-harmonique telle que un(z) = ==  sur En . Posons ¢n(z) =
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AUPETIT 3

un(f(z)) pour z e A, . Il est évident que ¢ L est semi-continue
supérieurement, elle est localement sous-harmonique en tout point de
uN L puisque f est holomorphe sur cet ensemble et localement
sous-harmonique de fagon triviale sur an A, s donc ¢, est sous-
harmonique sur b, . Si f est constante sur A le théoréme est
évident, supposons donc f non constante sur A, pour n assez

grand. Si -» pour n assez grand, f(Kn) est un compact

¢n+1 =
connexe contenu dans { z|un +1(z) = -»} qui est de capacité nulle,
d'oli f(Kn) est un compact connexe de capacité nulle, autrement dit
f(Kn) est réduit 4 un seul point, c'est-d-dire f est constante sur
4 . D'aprés ce qui précéde il résulte que pour n assez grand ne1
n'est pas identique & -~ . Aussi, 3 nouveau d'aprés le théoréme de
Cartan, comme F < {z|q>n+1(z) = -w} , E est de capacité nulle pour
n assez grand. Soit T un triangle contenu dans A et n assez
grand de facon que T c A, et que Fn soit de capacité nulle. Comme
E  est de mesure linéaire de Hausdorff nulle (voir [3], p. 225), pour

e >0 il existe des disques Dl""’Dl qui recouvrent E, , de rayons

lLl,...,)LI_ tels que 1« +...+n£ <e . Soit TE le nouveau chemin

1
orienté obtenu en supprimant les segments de T contenus dans les D,

et en ajoutant les bords orientés des D; , contenus dans 1'intérieur

de T . D'aprés le théoréme de Cauchy on a f f(z)dz = 0 , mais
TE
| £(z)dz - /| £(z)dz | est inférieur ou égal 3 Sup |f(z)] .
T T zeA,
t € n
ZWZ n; < 2me Sup |f(z)| donc [ £(z)dz = 0 ce qui, d'aprés le
i zed T

théoréme de Morera, implique que f est holomorphe sur A . 0O

Remarque 1., Au lieu de terminer en utilisant le théoréme de Morera on

aurait pu raisonner comme dans la fin de la démonstration du théoréme
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4 AUPETIT

1 de (6], p. 54. J. Wermer m'a signalé qu'on aurait aussi pu termi-
ner en utilisant le fait qu'une fonction bornée, harmonique en dehors
d'un ensemble de capacité nulle, se prolonge en une fonction harmoni-
que sur tout A . En appliquant cela d Ref et Imf sur U/ A, on
déduit que f = Ref + i Imf s'étend en une fonction holomorphe sur

Ay s donc que f est holomorphe sur A .

Remarque 2, Contrairement & ce qu'avait conjecturé E.L. Stout, le
théoréme est aussi vrai pour certains ensembles de capacité positive

(voir [7]).
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