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SUMMIERBARKEIT DER GEOMETRISCHEN REIHE
AUF VORGESCHRIEBENEN MENGEN

Wolfgang Luh und Rolf Trautner

In this paper we are concerned with the summability of
(o]
the geometric series VZ%ZV by matrix methods. We prove

the following theorem: Suppose M/ := {z:]2[<13, M,
M2, *+* is a collection of countably many Lebesgue
measureable, disjoint sets. For k=1,2,°** let fk be a

prescribed function, analytic on ﬁ;. Then there exists
a triangular matrix V=(°nv)’ such that the V-transform
{on(z)} of the geometric series has the following pro-

perties: {o, (z)} converges compactly to —}E on M ; for

k=1,2,*** there are sets B1, such that B,AMk has Lebes—

gue - measure zero and g, (z) - f](z) for zeBk, if M¥ =

3¥*
= [ M ]c there is a aet B , such that B¥ AM has Lebes-—
k>o

gue — measure zero and {g (z)} diverges for zeB .

1. EINLEITUNG

Es sei V = (cnv)n=o,...,w

V=O,...,Vn
der wir verlangen, dapf sie die Zeilensummenbedingung

eine zeilenfinite Matrix, von

v
n
. 5 _
lim 2 O = 1
N-® V=0

erfiillt. FUr ein z € ¢ wird durch V der Folge {zn} eine
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2 LUH and TRAUTNER

Bildfolge {Tn(z)} mit

(z) = T,z
n vap Y
o
und der Folge der Tecilsummen der geometrischen Reihe >z

eine Bildfolge {o,(2)} mit ¥=8

= v
o (z) = V;:_,ocnv(1+z+...+z )

zugeordnet. Wir flilhren folgende Bezeichnungen ein:

Ty = {zec: z$1, [1n(z)} konvergiert} ,

Sy = {zec: z#$1, {gn(z)} konvergiert} .
Fir z41 gilt
v
n
on(2) = T}E Cnv ~ T%E *n(2)
v=0

so dap wegen der Zeilensummenbedingung der Zusammenhang
Sy = Ty U {o}
besteht.

Die Mengen TV und Sv sind LEBESGUE-mefbar, denn die Funk-
. — Re Re
tionen Iim {7-}v, (2) und lim {7-}<.(z) sind LEBESGUE-mef-
" Im’*n — Im’*n

bar, also auch die Punktmenge, auf welcher gilt:
Iim {Re}‘ (z) = lim [Re}r (z) .
40 Im’*n e Im’*n

Wir benutzen folgende Bezeichnungen. Fiur Teilmengen M1, M2
von ¢ sei M,aM, := (M1uM2)\(M1nM2) deren symmetrische Dif-
ferenz. Das LEBESGUEsche MaB einer Menge M bezeichnen wir
wie liblich mit [u(M).

Es ist bekannt, dap es Verfahren V gibt, fur welche Sy nicht
sternfdrmig oder sogar nicht zusammenhéingend ist. TOLBA (6]
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LUH and TRAUTNER 3

VERMES [7,8,9,10], RUSSELL [5], LUH [2] konstruieren solche
Verfahren, wobei an SV bestimmte Forderungen gestellt wer-
den (etwa Sv offen mit einfach zusammenhingenden Komponen-
ten). ISRAPILOV [1] zeigt: Zu einer Menge M mit 1 ¢ M,
{z:|z|<1} c M existiert ein permanentes Verfahren V, fiir
welches M c Sy c M gilt.

Dieses Ergebnis ist noch in gewisser Hinsicht unbefriedigend,
denn die Differenzmengen SV\M und ﬁ\sv iilber die keine Aussage
gemacht wird, kdnnen noch ,, sehr grof' sein, sie kOnnen etwa
positives MaP haben. AuBerdem erhebt sich die Frage, gegen
welche Funktionen die Folge {0, (z)} auf Sy konvergieren

kann.

Wir wollen deshalb hier zeigen:

SATZ: Gegeben seien endlich oder abzihlbar viele mefbare,

paarweise fremde Mengen

m(®) o (z:]zf<ay, ml1), w2 ..

Pir k=1,2,°*°* sei auf I\’I(iEj eine regulidre Funktion f(k) vor-
geschrieben. Dann existiert eine untere Dreiecksmatrix V =
= (c,,) mit folgenden Eigenschaften:

(1)
1 c = 1
e nv 4

(2) {0,(2)} konvergiert in M(®) xompakt gegen T%E .

(3)  zu k=1,2," " existieren Mengen B{X) mit (3(¥)m{¥))o,
auf welchen {an(z)} gegen f(k)(z) konvergiert,

¥*
(4)  zumti= [y M%) 1C existiert eine Menge B* mit
k>0
u(B*AM*)=07 auf welcher {gn(z)} divergiert.
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4 LUH and TRAUTNER

Wegen ( y M(k))A( U B(k)) c u (M(k)AB(k)) ist
k21 k21 k21
w(Cu MENyy3y) = o
k21 K31

und daher stimmt filir die in unserem Satz angegebene Matrix

V die Summationsmenge Sv mit vy M(k) bis auf eine Ausnahme-
k>0
menge vom MaB Null liberein. Allerdings kann tiber die Struk-

tur dieser Ausnahmemenge keine weitere Aussage gemacht wer-
den.

2. HILFSMITTEL

Wir bendtigen folgendes Ergebnis aus der Approximations-
theorie im Komplexen:

LEMMA 1 (Approximationssatz von RUNGE): Es seien Jysrd
beschrdnkte, einfach zusammenhingende Gebiete, die von

m

JORDANkurven perandet sind. Ferner sei J; n 3; = g fir

ik, Fir v=1,*°**,m sei die Funktion ¢, Legulir auf 3:.

Dann existiert zu jedem €>0 ein Polynom P mit

max |P(z) - o,(2)| < ¢ (v=1,*7*,m) .
v
Einen Beweis findet man bei MARKUSHEVICH [3], S. 88 ff.

Ferner bendtigen wir ein Hilfsmittel {iber die Approxima-
tion einer Menge und ihres Komplementes durch einfach zu-
sammenhidngende, paarweise disjunkte Gebiete. FlUr eine llenge
M und ein 6>0 benutzen wir dabei folgende Abkilirzung:

Ug(M) := {z: |z-C|<8, CeM]} .

LEMMA 2: Gegeben seien n paarweise disjunkte, meBbare Mengen
M1, M2,_"' " Mn mit endlichem MaB, gegeben seien ferner €20

und 6>0. Dann existieren einfach zusammenhiZngende Gebiete
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LUH and TRAUTNER 5

Pryr Pyos ' Fim, 2
Pors Pons v Fop s

2
Pn1’ Pn2’ 4 ann'

so daf fiir k=1,2,° " *,n; jk=1,2,"',mk folgendes gilt:

(1) ij sind paarweise disjunkt,
k

(2) T]' c Ué(Ml)i
kjy k m,

(3) fiir die Menge G, = y 91ijk gilt p(MaG) < € .
=

BEWEIS: 1) s sei €' = ETﬁETT' Dann existieren fiir k=1,***,n
offene Mengen By o M, mit M(Bk\My) < &', Dabei kann angenom-
nen werden, daf By < Ué(Mk) gilt (andernfalls ersetze man By
durch Bané(Mk)). Mit den Bezeichnungen

n
M= UM, N = UM, B= UB, D_= UB,
121 J k= 2. 21 d e |
Jj=1 J=1 J=1 =1
Ik itk
gilt ByuyD, = B, M N, = N, U(Mk) + H(Nk) = (M) sowie
n
- '
p(DAN,) < j§1p(Bj\Mj) < (n=1)e' ,
Itk

also haben wir

"

U(BknDk) U(Bk) + U(Dk) - H(B) <

1PN

u(Mk) + €' + u(Nk) 2 (n—1)€' - U(M) = ne' .

Wir setzen Cy = Bk\(BknDy). Diese Mengen C) sind offen, paar-
weise disjunkt und in Ué(Mk) enthalten, auBerdem gilt wegen
ckAMk c (Bk\Nk)U(BknDk):

[
U-(CkAMk) < u(Bk\I‘/[k) + u(BknDk) é (n+‘|)el — 'é- .
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6 LUH and TRAUTNER

2) FPlir ein L'>o iiberdecken wir die komplexe Ebene durch
offene Quadrate mit achsenparallelen Kanten der L&nge L',
die bis auf Rénder paarweise disjunkt sind. Fir genligend
kleines L' gibt es flir jedes k=1,°**,n geeigne&e Quadrate

U PL. gilt
£ S¢ kak

P£1,'°-,Pimk mit Py  Cy, so dap fir Gy =
K Jk

“(Ck\Gﬁ) < /4.
Flir ein L>o seien ij die offenen Quadrate, die den glei-
k
chen Mittelpunkt wie Pﬁj und ebenfalls achsenparallele
k
Kanten der I¥nge L haben. Es gibt dann ein L € (o,L'), so
. e .

dap fiir G = U ij gilt “(Ck\Gk) < g/2,

Jk~1 k
Die Quadrate ij erfiillen (1) und (2) und wegen

k

p(MaGy) € u(MeaCy) + ulCy\6y) < e
gilt auch (3).

3. BEWEIS DES SATZES

1) Es geniigt, eine zeilenfinite Matrix mit den geforderten
Eigenschaften zu konstruieren. Durch geeignete Wiederholung
von Zeilen entsteht aus dieser eine untere Dreiecksmatrix
mit denselben Eigenschaften.

2) Flir eine natiirliche Zahl n betrachten wir folgende lMengen:

0 : tz: 1€]z|<n, [z-1]>

n

]

1
2n+1} 5

Mék) =u) no (1gken)

* #
Mn =M n On .
0 1
Gﬁ ) i= {z: [z]<1- EH} ’

G£'1):= {z: |z-1]|< ;ﬁ:fl R
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LUH and TRAUTNER 7

Wir wdhlen ein 6 >o so, daf fir k=1,***,n die Funktionen f(k)
auf U6 (M(k)) regular sind. Nach Lemma 2 gibt es dann einfach

zusammenhangende Gebiete

P(k), P(k)’ cee P(k(k) (1<k¢n)

ni n2

3 3 3+

P s P w g B oy
ni n2 nm,

deren abgeschlosgene Hilllen paarweise fremd sind und auch
mit Géoj und Gn- keine gemeinsamen Punkte haben, so daf
fiir die Mengen

m m
¢V B ) (4cken) , ¥ i=
n i2q  1J == i
J=1 J=
folgendes gilt:

ng; c Uén(Mgk)) (1<k<n)
u(el) ) ¢ ?% . u(Gral) < ﬁg .

3) Pur 1<k<n und ZGngS setzen wir zur Abklirzung
sz A 1-(1-5)£(K)
by (z) = J[1-(1-2)£177(2)]

und bestimmen nach Lemma 1 ein Polynom Pn(z), das folgende
Eigenschaften gleichzeitig erflillt:

1
mix IPn(z) - 1] < Jﬁ , mixIPn(z) - n| < EH .
G n
1 1
max |P (z)| < — , max |P (z) - hk(z)l < = (1<k<n)
n n n n SXS
Gioi 2 GLkS 2

4) Wir definieren eine zeilenfinite Matrix V = (cnv) durch
Pn(z) Yn

1n(z) = 5Ty 1= vzzcnvz P

n
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8 LUH and TRAUTNER

Vn

Die Matrix V erfiillt offensichtlich Z Cry = 1, und wegen
=0

P (1) » 1 konvergiert {r (2)} in |z| < kompakt cegen

Null. Aus
v+1

'n 1-z 1
°n(z) = Vggcnv -z~ -z _ 1= z‘n(z)

folgt daher, dap {g (z)} in ]zl < 1 kompakt gegen =—— 1 kon—

vergiert.

5) a) Fir ein R > 1 betrachten wir folgende lMengen:
M(k)(R) = ulk) g {z: 1<|z|<R}

Gﬁk)(R) := 6 0 (z: 1<)z /R

3 () = 0 e{®m) ,
3>n

() (R) := lim.ng)(R)
n-o

(k) := 1im 3(X)(r)
Reyeo
Es sei z € BY), wegen 31 () ¢ B¥)(R') ritr R < R' ist
dann z € B k (R) fur hinreichend %roBes R. Ferner existiert

ein N mit z ¢ Bék)(R) und wegen By X)(Rr) ¢ N+%(R) ist

z ¢ B (r) < 6 (R) c 6(¥)

fiir alle n>N+R. Daraus folgt
P (z)
t,(2) = ng-T » n(E )(Z)

n
Die Fol%e {1 (z)} konvergiert daher in B( ) punktweise ge-

gen h*"/(z), und es ergibt sich fiir zeB(k)

on(z) = (z) - —:— - T%Eh(k)(z) = f(k)(z)

1-z ~ 1- zTn

b) Wir zeigen, dap u(M(k)AB(k)) = o ist, Dazu genligt es zu
zeigen, dap flr jedes R>1 gilt u(M(k)(R)AB(k)(R)) = 0. Aus
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LUH and TRAUTNER 9

1w (2)56{) (r) < CAR NS WTI PP PACY P B

on+1
folgt
) ()46l (n)) ¢ Lromm <k
und hieraus
p(®) (R)aB{) (1)) = W) (R)a & ) () ¢
j=n
¢ ZutOmusfOm) ¢ &

Pir nwe erhalten wir u(M(¥)(r)a8(¥)(R)) = o.

6) In analoger Weise wird eine Menge B” mit p(M*AB*) = 0

konstruiert, auf welcher {gn(z)} divergiert.

BEMERKUNG: Die hier konstruierte Matrix V = (cnv) wird i.a.
n

nicht permanent sein. AuBer X c , = 1 erfUllt sie nach (2]

v
V=0
dortiger Satz 2.2 noch die Bedingungen:

1lim Gog = 0 V=0,1,*"" 3
n-»o

zu jedem re(o,1) gibt es eine Konstante C(r) mit

lcnvlrv < C(r) (v=0,1,"*"; n=0,1,°*").

Mir die limitierungstheoretische Bedeutung solcher Matrizen
siehe [2], dortiger Satz 2.3.
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