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UBER DIE COHOMOLOGIE VON BSO(2k+1) UND Vn >
3

Rolf Kultze

If h* is a multiplicative cohomology_theory on the category
of CW-pairs, then it is shown that h™(BSO(2k+1)) is under
certain conditions isomorphic to the ring of formal power
series over h®™(x) in universal Pontrjagin-classes Pyse«esPy-

In the second part of the paper one finds a calculation of
the cohomology of the Stiefel manifolds v, 2=SO(n)/SO(n—2).
3

1. Einleitung

h* bezeichne im folgenden eine additive, multiplikative Co-
homologietheorie auf der Kategorie der Paare von CW-Kom-
plexen. Dold hat in [6] ein elementares Verfahren entwickelt,
um die Cohomologieringe h*(BO(n)) bzw. h*(BU(n)) zu berech-
nen, falls n* gewissen Bedingungen genligt. Als wesentliches
Hilfsmittel wird der Satz von Leray-Hirsch lber die Coho-
mologie von Faserungen herangezogen. Im ersten Teil der vor-
liegenden Arbeit benutzen wir die Doldsche Methode, um die
Struktur von h™(BSO(2k+1)) zu bestimmen. Im zweiten Teil
wird gezeigt, wie man unter Benutzung des Satzes von Leray-
Hirsch und der Gysinschen Sequenz in elementarer Weise die
Cohomologiegruppen mod p der reellen Stiefel-Mannigfaltig-
keiten Vn,2 = S0(n)/S0(n-2) berechnen kann.

2. Die Cohomologie von Qn

n* sei, wenn nichts anderes gesagt wird, eine additive, mul-
tiplikative Cohomologietheorie mit 1/26]10(*), die auf der
Kategorie der Paare von CW-Komplexen definiert ist.nn und
n, seien die kanonischen Geradenbiindel tiber P (C) bzw.P_(C).
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2 KULTZE

Wir setzen weiter voraus, daf n_ h*¥-orientierbar ist (zur
Definition der h®-Orientierbarkeit vgl.[6],S.37 oder [7],
S.41). Dann besitzt jedes n-dimensionale komplexe Vektorraum-
blindel £ tber B(B ein CW-Komplex) eine Eulerklasse e(£) €
n®%(B) ([6],5.52). Insbesondere sei u_=e(n_)e€h2(P_(C)).

Bemerkung. Im Augenblick verzichten wir auf die Annahme
1/2€ h®(%). Zu nh* gehdért eine mod p Cohomologietheorie

h*( ;Zp) (vgl.[1]),[8]), wobei wir voraussetzen, daB p zu 2
und 3 prim ist. Offensichtlich gilt 1/2erfk*;zp). Die Mul-
tiplikation von h* induziert eine Multiplikation von

h*¥( ;Zp), so daf h*( ;Zp) ebenfalls zu einer additiven, mul-
tiplikativen Cohomologietheorie wird.

pp h*(X,A)——»h*(x,A;zp)

bezeichne die Reduktion mod p. Weiter sei £=(E,m,B) ein
n-dimensionales, reelles, h*-orientiertes Vektorraumbiindel
Uber dem zusammenhingenden CW-Komplex B mit der h*-Orientie-
rung U€ h"(E,E®). Wie man leicht sieht, ist P, (V) €

hn(E,EO;Zp) eine Orientierung von § beziiglich h*( ;Zp).

Wir setzen nun wieder voraus, daf® 1/2615%*0. Der Biin-
delraum E von n. entsteht aus Szn+1xc durch die Identi-
fikation ™ (z,u)=(Az,Au) (|A]=1). <z,u> bezeichne die Klas-
se von (z,u). Definiert man

£ : En-———+-E

n n

n

durch f<z,u>=<z,u>, so erhilt man eine Bilndelabbildung
£ PN e TN (rnn das n, zugrunde liegende reelle Biindel),
die die Konjugation o: Pn(C)——¥Pn(C) induziert.

U€n?(E. ,E°
"n n
fort, daR dann auch

) sei eine Thom-Klasse von n,- Man sieht so-

A
1
U=5(U- £*(u))

‘ A A

eine Thom-Klasse von n, ist mit der Eigenschaft £%(U)=-U.
A

Filr die durch U definierte Eulerklasse e(nn) gilt daher

o¥e(n)) = - e(ny).
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KULTZE 3

In Zukunft sei die Thom-Klasse von n_ stets so gewihlt,
daR c*(um) = - u_. Diese Voraussetzung bedeutet nach den
obigen Ausfilhrungen keine Beschrinkung der Allgemeinheit.

Qn bezeichne die komplexe Quadrik

Q, = 80(n+2)/(80(2)x80(n)). (n21)

Q kann als Grassmann-Mannigfaltigkeit der 2-dimensionalen,
orlentlerten Teilriume des Rn+2 betrachtet werden, also hat
man Qn<:BSO(2) = BU(1). Ist C2 das kanonische Vektorraum-
biindel {iber BSO(2), so ist die Einschrinkung Xy = ~2|Q

h* —orlentlert, Wo bezeichne dann die Eulerklasse wn-e(x ) €
h (Q ). Wir 1nteres31eren uns nun fir diejenigen Cohomolo-

gletheorien, die der folgenden Bedingung geniligen.

BEDINGUNG (A). Fir ungerades n= 24 ist h* (Q ) freier h®(x)-

i,...,wﬁ, und es gilt wn+1 = 0.

Modul mit der Basis 1, w_,w

Beispiel 1. n* = #¥( ;Zp) (p ungerade) gentligt der Bedingung
(A) ([2],s.523;[3]S.186).

Beispiel 2. U*(X) bezeichne den komplexen Cobordismenring
von X (vgl.etwa [4],[5])). Da n_ bezliglich U¥( ) orientierbar
ist, ist n_ nach der obigen Bemerkung auch u*( ;Zp)—orien-
tierbar. Damit erfiillt die mod p Theorie U*( ;Zp) die am An-
fang dieses Abschnittes gemachten Voraussetzungen. Mit Hilfe
von spektralen Sequenzen kann man zeigen, daf n* = U*( ;Zp)
ebenfalls der Bedingung (A) gentigt.

Beispiel 3. Durch Benutzung von Beispiel 2 und der Conner-
Floyd -Transformation U*( 32 )——a—K*( ;Zp) erkennt man leicht,
daB K*( 32,) die Bedingung (A) erfillt.

3. Die Cohomologie von BSO(2k+1)

Zur Berechnung von h*(BSO(2k+1)) fithren wir nun die homoge-
nen RHume

B = S0(2k+1)/[s0(2)]1¥ (k21)
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b KULTZE

ein. D kann man auffassen als den Raum der k-Tupel

(11""’lk) von zueinander orthogonalen 2-dimensionalen,or-

2k+1

ientierten Teilriumen des R . Weiter sei oy k(1§i§k) das
3

reell 2-dimensionale Vektorraumbiindel iber D, mit dem Bun-

k
delraum
Ea. =Menge der Paare ((11,...,1k), Vektor in li).
i,k
o5 K ist offensichtlich h*-orientiert. Bezeichnet X g

3. < . _ 2 N
(12i%k) die Eulerklasse xi’k-e(ai,k)ekx(Dk), so gilt

SATZ 1. Genilgt h® der Bedingung (A), so ist h*(Dk) freier

h®(%)-Modul mit den Basiselementen

\ \%

s
e« e X

k
%1, 1652 2"

< < .
K,k (O=vi=2(k—1)+1)

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion nach k gefilhrt. Man
beachte, da® D1 = Q1 und Xq.q4 = Wq-

s

£ sei ein n-dimensionales, komplexes Vektorraumbiindel
ilber dem CW-Komplex B und ci(E)G h21(B) (1§i§n) die in [6],
S.51 eingefihrte i-te Chernsche Klasse. Wegen 0*(uw)= -u,
hat man ci(g) = (-1)ici(£).

DEFINITION 2. Ist £ ein reelles Vektorraumbiindel lber dem
CW-Komplex B, so heifRt

ps (&) = (-Die, (cE)En

4 ()

i-te Pontrjaginsche Klasse von &.

Wie man sofort bestidtigt, gilt fir jedes n-dimensiona-
le, komplexe Vektorraumbindel & pn(rE) = e(£)2.
Bezeichnet
k <.<
CP [Bso(2)] “—BS0(2) (1%i=k)
die Projektion auf den i-ten Faktor, so sei wy = q?(zg) und

vi = e(w;) €n°([BSO(2)]¥). Nach [6], S.49 gilt
h*¥([Bs0(2)1%) ¥ n*(x) [[v,,...,v,]].

b



KULTZE 5

Die Inklusion g : [SO(Z)]k-——>SO(2k+1) induziert einen Homo-
morphismus

(Bg)* : n¥(Bso(2k+1)) — h¥*([Bs0(2)]¥).
LEMMA 3. Bild (Bg)® ist enthalten im Ring der symmetrischen
2

K

. : 2
Potenzreihen in ViseresV

Beweis. Der Beweis wird wie ilblich mit Hilfe der Weylschen
Gruppe W(SO(2k+1)) von SO(2k+1) gefilhrt; man beachte dabei,
da® c*(um) = -u!

Bg : [BSO(2))¥—> BSO(2k+1)

ist ein Faserbindel mit der Faser D . Fir 1 : D, —»[BS0(2)]¥

; * _ _® <.< :
gilt dann 1 (wi)'ai,k’ also hat man X3 k1 (Vi) (1=i=k). Wir
Vi Yk % K
betrachten nun die Elemente v, ™...Vv, € h*([Bs0(2)]%). Nach
Satz 1 ist h*(Dk) freier h™(s%)-Modul mit den Basiselementen
v v v

k _.*®
xl,k"'xk,k" (v1

v v
1 ...vkk nach dem Satz von Leray-Hirsch eine Basis

des h*(BSO(2k+1))-Moduls h*([BS0(2)]¥); insbesondere ist
(Bg)* injektiv. Bezeichnet chh*(*)[[vl,...,ka] den Ring
der symmetrischen Potenzreihen in Visee+esVys SO gilt

Vv
1 ..vkk) (o§vi§2(k-i)+1). Daher bilden die

Elemente v

LEMMA 4. h*(*)[[vl,...,vk]] ist freier R-Modul mit der Basis

v v
1 k < < L
Vg e vy (O-vi-2(k i)+1).
~2k+1 s s . ;
z bezeichne das kanonische Vektorraumbilindel Uber

BSO(2k+1), und es sei p; = pi(sz*l) (1%i%k). Aus den obigen
Uberlegungen und den Lemmata 3 und 4 folgt dann

SATZ 5. h® sei eine additive, multiplikative Cohomologie-

theorie mit 1/2<Eh°(*). Genligt h* der Bedingung (A), so gilt

n*(BSO(2k+1)) T h*¥(x) [[py,...,pl].

Unter Benutzung von Beispiel 2 erhilt man hieraus
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6 KULTZE

COROLLAR 6. Ist p prim zu 2 und 3, so hat der komplexe Co-
bordismenring U*(BSO(2k+1);Zp) die Gestalt

3* ‘ ~ oL,
U (BSO(2k+1),Zp) = U (*,Zp)[[pl,...,pk]].

Versucht man, mit der oben benutzten Methode die Struk-
tur von h*(BSO(2k)) zu bestimmen, so ergeben sich algebrai-
sche Schwierigkeiten. Daher muB die Frage nach der Struktur
von h™(BSO(2k)) an dieser Stelle offen bleiben.

4. Die Cohomologie von Yo o (n gerade)
LY |

h™ sei wieder eine additive, multiplikative Cohomologiethe-
orie mit 1/2 €h°(s). Vn’2 bezeichne die reelle Stiefelman-
nigfaltigkeit V ,2 = SO(n)/SO(n 2). Wir beweisen im folgen-
den, daR fir gerades nZy n* (Vn 5) eine HuRere Algebra mit

zwel Erzeugenden ist.

Nach [4] , S. 514 hat man natirliche Transformationen

™ . ¥ )—-n¥( ) s T*:U( )—=h ().

€n €k1(S ) bezelchne das Bild von 1611(8 ) bei dem Isomor-
phlsmus 1o(s%) 7T Pt (S ). Ist 1gn das Tangentlalbundel von
Sn, so seien e(1 n)GI)(S Vs eU(TSn)EIJ(S ) und eH(T n) €
H n(s™) aie zugehorlgen Eulerklassen.

LEMMA 7. Fiir gerades n gilt e(Tsn) = 2&,

Beweis. Bezeichnet K(Z) das Eilenberg-MacLane-Spektrum K(Z)=
= {K(Z,l), K(Z,2),...} , SO gibt es eine Spektrenabbildung
S : MU—>K(Z). Ist zelkgsn) die Fundamentalklasse von S"
in der Bordismentheorie, so sind auch s*(z)ejgﬁsn) und
T*(Z)EI%JSn) Fundamentalklassen von S im Whiteheadschen
Sinn ([9], S.3%0 und S.39a). Wir betrachten zun#chst das
kommutative Diagramm
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KULTZE 7

<
U, (s™) ® U(s™) =25 U_(x)
»*
S, ®S l l S,
n N,on

H (S )® H (S )W Hy (%)
wobei < >jeweils den Kronecker-Index bezeichne (vgl.[lo],
S.261). Wegen S*eU(TSn) = eH(TSn) erhdlt man hieraus zu-
nichst eU(TSn) = 2ep. Die Behauptung ergibt sich schlief-
lich aus einem entsprechenden Diagramm fiir T* und T*.

n-1

Wir betrachten nun die Faserung m : Vn 5 —> S mit
der Faser Sn_2 i = 87 2———>Vn > sei gegebeﬁ durch i(v) =
= (v,en) (e der n-te Elnheltsvektor des R™). Weiter hat
man die kanonlsche Projektion q : V 2-——>Q . Mit An—2

ist auch das induzierte Blindel w= q*(l 2) h —orientiert.
B sei das Vektorraumbiindel uber Vn P mit dem Blindelraum
5

EB = Menge der Paare ((vl,vz), Vektor L. zu dem durch
(VI’VZ) bestimmten Teilraum des R").

Wegen B @ w=o" ist auch B nach [6], S.38 h®™-orientiert. Da-
her ist die Eulerklasse e(B)GIJPQ(Vn 2) wohldefiniert;

3
auBerdem gilt rsn-2 = i*(s). Wir beweisen nun

SATZ 8. h* sei eine additive, multiplikative Cohomologie-

. . o . * g 2
theorie mit 1/2€ h (). Dann ist h (Vn,2) fir geraies nsly
eine HuRere Algebra mit den Erzeugenden e(B) und m (sn-i)'

Beweis. Wegen

€,p = geltgn-2) = = i%e()

bilden die Elemente 1, i¥e(B) eine Basis des h¥*(x)-Moduls
h*(Sn_2). Nach dem Satz von Leray-Hirsch, angewandt auf die
Faserung S™ 2——)\/ T 5571, bilden daher 1 und e(B) eine
Basis des h*(s™ 1) -Moduls h* (Vn 2), also ist 1,e(B), (en 1),
T (en 1)e(B) eine Basis von h* (V ), aufgefalt als h*(x)-
Modul. Ist h* speziell die komplexe Cobordismentheorie, so

gilt aubkerdem

e(®)?2 =0,

247



8 KULTZE

da U9(%) = 0 fir q>0 bzw. q ungerade. Diese Relationen iber-
tragen sich aber auf den allgemeinen Fall, wenn man die Trans-
formation T* : U*(V ) —»h*(V ) benutzt.

n,2 n,2

Beispiele. Satz 8 gilt insbesondere fir H*(Vn 2;Zp),
* . * . ?
UR(Vy,232,) und KX (V) 532 ).

5. Die Cohomologie von Vn 2(n ungerade)
3

SATZ 9. h™ sei eine additive, multiplikative Cohomologie-
theorie mit 1/2€tfwx). Dann ist h*(Vn 2) filr ungerades n
3

eine HuRere Algebra mit einem erzeugenden Element x €
n2 3y ).

n,2

Beweis. Die Gysinsche Sequenz von Tsn-l hat die Gestalt

= 1. VX -
. > h¥ n+1(Sn 1) n¥(sh 1) h*(E$ n-1) 3
S

- - xX
—h* n+2(sn 1)31__’

’

. . _ _ o
wobei wir x = e(TSn 1) gesetzt haben. Da ETSn-l zZu Vn,2

homotopiedquivalent ist, erhalten wir hieraus die exakte

Sequenz
*
- _ wX - ar (A
e > h¥ n+1(sn 1) > h¥(sh 1) h*(Vn 2)
3
() o - ux
— sh* n+2(sn 1) 2 e

Aus Lemma 7 folgt, daB® Kern n =‘3*(Sn_1). Daher stimmt

Bild n* = Kernw mit dem direkten Summanden h*(sx) von
h*(Vn 2) Uberein. Andererseits wird Bildw von e _, erzeugt.
> -

Bezeichnet w die Einschrinkung @ = m]'ﬁ*(Vn 5), so ist
3
h*(Vn 2) freier h™(%)-Modul mit den Basiselementen 1 und
3

X = G_l(en_l)ék@n-B(Vn ). Wegen der Antikommutativitit

b
des cup-Produkts gilt 2x° = O; da 1/2€h°(x), folgt hier-
aus schlieBlich x2 = 0.
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KULTZE 9

Beispiele. Satz 9 gilt insbesondere fir H® (Vv
* . 3* .
U (Vn,2’zp) und K (Vn,2’zp)'

n,25%p)s
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