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Existenzsitze in der Theorie der Matrizen
und lineare Kontrolltheorie

Von

Harald K. Wimmer, Graz
(Eingegangen am 30. Mdrz 1973)
Mit 1 Abbildung

1. Einleitung. In dieser Note behandeln wir die beiden folgenden
Probleme:

[B, C, D] Vorgegeben sei eine n X7 Matrix A iiber dem Koérper K
und ein normiertes Polynom g(4) iiber K vom Grad n +m. Wann
1éaBt sich A durch Matrizen B, C und D so zu einer (n +m) X (n +m)

Matrix G,
A B
G’=(0 D)’ (1)

erginzen, dal das charakteristische Polynom von @ gleich g(4) ist ?
[C, D] Vorgegeben sei eine nXn Matrix A und eine n X m Matrix
B. r sei eine ganze Zahl, 0 <r <n. Wann gibt es zu jedem Polynom
gm+r(A) vom Grad m +r zwei Matrizen C und D, so daB gm+r(4)
im charakteristischen Polynom von G enthalten ist ?

Eine Anwendung findet [B, C, D] bei folgender Aufgabe in der
Regelungstechnik.

11
Abb. 1

Der Regelkreis in Abb. 1 werde durch die linearen Differential-
gleichungssysteme
t=Axz+ By

y=Czxz+ Dy (5)
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beschrieben. Dabei soll das Ubertragungsglied I fest vorgeschrieben
sein, wahrend II, IIT und IV manipulierbar sind. Wann ist es
moglich, die Glieder II, IIT und IV so einzustellen, daBl der Kreis
stabilisiert werden kann ? D. h. wann gibt es Matrizen C, D und
B, so dal mit t—»>oo fiir jede Losung von (S) z(t)>0 und y(¢)>0
gilt ?

Das Problem [B, C, D] hat OLIVEIRA [6] gelost. Wann sich bei
gegebenem A und B m—+r Elemente aus dem Spektrum von G
beliebig wihlen lassen, untersuchte LaNncENHOP [4]. Die Methode
in [4] 148t sich nicht auf [C, D] iibertragen.

Wir erortern hier die beiden obigen Probleme, indem wir
Struktursitze aus der linearen Kontrolltheorie heranziehen. Ver-
wendet man eine geeignete ,,Normalform‘ des Paares (4, B), so
148t sich in [C, D] der Anteil des charakteristischen Polynoms von
@, der von C und D abhingt, im wesentlichen durch die Wahl einer
geeigneten Begleitmatrix festlegen. Bei [ B, C, D] ist zu untersuchen,
von welchem Rang B mindestens sein muB}, damit das Paar (4, B)
steuerbar ist.

Ubt man auf @ eine Ahnlichkeitstransformation aus, so bleibt
das charakteristische Polynom ungedndert. Wir stellen drei zu ¢
dhnliche Matrizen auf:

To T-1 0 TAT-1 TB
G = G = ’
(U 0 FE crr* D
E 0 E o A BR
Gy = G = ;
0 R-1 0 R R-1C R'DR

p E o a E o A—BF B
*“\rE) ' \—FE)] \C—DF—FBF+F4 D+FB|’
Sind C und D beliebig wéhlbar, so durchlaufen auch die unteren
Blocke von G4, 1=1,2,3, alle m Xn, bzw. m X m Matrizen. Bei der
Losung von [C, D] kann man daher anstelle des Paares (4, B)

auch von einem Paar (4, B) ausgehen, das aus (4, B) durch
folgende Transformationen hervorgeht:

(o) (A,B)>(TAT-1,TB),det T+#0,
®B) (4,B)—>(4,BR), det R+#0,
(») (4,B)>(A—BPF,B),FeKpxn.

K, » ist dabei der Raum aller m X n Matrizen mit Elementen aus
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K. — Genauso kann man bei [B, C, D] von jeder zu 4 dhnlichen
Matrix 7' 4 T-1 ausgehen.

Wir nennen (4, B) zu (4, B) dquivalent, wenn sich (4, B)
durch Transformationen («)—(y) in (A4, B) iiberfiihren 14Bt. Damit
ist auf Ky x (n+m) eine Aquivalenzrelation erklart [2].

2. Hilfssdtze aus der Kontrolltheorie. Von A, B und b wird im weite-
ren stets vorausgesetzt: A€Kuxn, BeKnxm und beKpx1. Das
charakteristische Polynom einer Matrix M bezeichnen wir mit y (M).
— Fir (4, B) wird die Steuerbarkeitsmatriz [6] S(A|B)EKnx nm
durch

S(4|B)=(B,4B,...,A""1B)

erklart. Ist rang S (A |B)=n, so heilt das Paar (4, B) steuerbar [5].
Eine Matrix M € Ky xn heillt zyklisch, wenn es einen Vektor w gibt,
so daB die Vektoren w, M w, ..., M»-1w linear unabhéngig sind, d. h.
wenn (M, w) steuerbar ist.

Hilfssatz 1 [3, S. 49]: Ist das Paar (4,b) steuerbar, so ist eszu (4, b),

0100 ---00 0
0010 - -00 ‘
A=l o 5 o o s 4o o , b= -1}, (2)
O « + o o o 01 0
0 = » = =« w @ 00 1

dquivalent.

Hilfssatz 2 [5, 8.99]: Durch eine Transformation vom Typ ()
lassen sich A und B auf folgende Form bringen

A, O 0
T-14T = , TB= (3)
Aa Ao B;

wobet (Az, Be) steuerbar ist.

Hilfssatz 3 [7]: B sei der von den Spalten von B erzeugte Teilrauwm
von K». Ist (A, B) steuerbar, so gibt es zu jedem Vektor b+ 0 aus B
e FeKpyyn, sodaf3 (A+ BF,b) steuerbar ist.

Wir leiten nun eine ,,Normalform‘ des Paares (4, B) her.

Hilfssatz 4: Ist (A, B) steuerbar, so ist (A, B) zu einem Paar (4, B),

01 - --0 Ox - - - x
3 R I .
A OO---I’ B Ox...x’ ()
00 -0 12 x

dquivalent.
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Die mit ,,z* eingetragenen Elemente von B sind bei der Anwendung
des Hilfssatzes ohne Bedeutung.

Beweis: Wir wihlen ein »; und F; nach Hilfssatz 3 so, daB
(A + BF,, Bv,) steuerbar ist. Es gibt dann wegen Hilfssatz 1 ein
ueKixn, und ein 7, fir die 4= TA+BF,)T-14+TBwviu und
b= T Bv, die Gestalt (2) haben. Ergéinzt man v, zu einer invertier-
baren Matrix

V= (’Ul,. . .,'Um)eKmxm

und setzt man F = F; T-1-+ v, 4, dann ist

(A=TAT-'+TBF, B=TBV) zu (4, B) dquivalent und in der
Normalform (4).

3. Losung von [C, D].

Satz 1: Ist (4, b) steuerbar, so gibt es zu jedem Polynom g (1) vom
Grad n+1 ein c=(c1,...,¢n)€K1xn und ein deK, so daf

40
o=(. 3
g () als charakteristisches Polynom hat.
Beweis: Wegen Hilfssatz 1 kann man von 4 und b in der Form (2)

ausgehen. Ist g(d)=Artl—y,An—. . —yp;A—y, 80 wihlt man
62(70,-",7’”—1), d=)’n-
Die Matrix
0 1 « e e 0
G= 00 -« -1
Yo Y1 * ° * Yn

ist eine Begleitmatrix zu g(4) [1].

Satz 2: Die beiden folgenden Aussagen sind gleichwertig:

[a] Bei vorgegebenem A und B gibt es zu jedem Polynom gm+r(A)
vom Grad m-+r zwei Matrizen CcKpyxn und DeKpxm, 80 daf
gm+r(A) tm charakteristischen Polynom von G enthalten ist.

[b] r<rang S(4|B).

Beweis: Wir kénnen wegen Hilfssatz 2 annehmen, daB8 4 und B in

der Form
A1 0 0
A= , B= ,
Aa As By

17*
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vorliegen, mit AzeKj,xp und rang S(A|B)=rang S(4z|Bz)=p.
Zerlegt man C in Ubereinstimmung mit 4 in € = (C; C:), dann ist

A; 0 O
G =|4a 4z B
C, C; D
und y (@)= x(41) x (Gs), wobei

G — Az B,
Cy D,
gesetzt wird.

Das Polynom y(4;) vom Grad n—p ist somit stets Teiler von
%2(@), gleichgiiltig wie C und D gewahlt wird. Ist r >p, so laBt
sich daher nicht jedes Polynom g +r(4) als Teiler von y(@) vor-
schreiben, d. h. =1 (b)= =1 (a). — Wir zeigen nun, aus den Voraus-
setzungen iiber G folgt, daB y(G:) jedes beliebige Polynom p-ten
Grades sein kann, d. h. ()= (a).

Es ist keine wesentliche Einschrinkung, wenn wir p=n, also
Az=A und G;= @, annehmen. Mit rang S(4|B)=mn ist die Vor-
aussetzung von Hilfssatz 4 erfiillt. Es sei daher 4 und B von der
Form

01 -0 0x x
A=t50...1)] B=|os x
00 -0 1z x
Wir wiahlen C und D als
00 -0 01 ---0
C=loo---0o) P=loo .. 1)
€1 €2 * * *Cn didy - - dn

D hat die Gestalt einer Begleitmatrix. Fiigt man die obigen Blocke
zu einer (n-+m)X (n+m) Matrix G zusammen und schreibt ein
beliebiges Polynom g +m(4) vom Grad n-+4m vor, so kann man
wegen Satz 1 die letzte Zeile in C und D so bestimmen, daB
2(G)=gn+m(A) ist.

4. Weitere Hilfssitze. In diesem Abschnitt stellen wir die Hilfs-
sitze fiir [ B, C, D] zusammen.
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Hilfssatz 5 [1, S. 177]: Zu A gibt es genau eine Matrix M, die zu
A dhnlich ist, mit den folgenden Eigenschaften:

1. M = blockdiag (M1, M,,..., M;).
01 -+ -0

00 -+ -1
xx...x

3. x (M)l x(Mis1), t=1,...,t—1.

Die Matrix M heiBit erste Normalform von A, die Polynome
ni(A)=yx(M;), t=1,...,t, sind die Invariantenteiler von A. Mit
6(A) bezeichnen wir die Anzahl der Diagonalblécke in der ersten
Normalform von 4.

Hilfssatz 6: A habe die Gestalt
A A1 0
A2 A

mit quadratischen Matrizen Ay und As. Es sei 0(A)=t. n1,...,m:
seien die Invariantenteiler von A, ng|ni+1,1=1,...,t—1. Aus
0(43) =m folgt

2. M=

t—m

Tl 2(4y). (5)

Beweis: Sind yi,...,ym die nach steigenden Graden geordneten
Invariantenteiler von A4, so gilt
Ym-k|Mt-k, k=0,...,m—1

und weiter

x(A2)=ym...y1Ine...me-m+1. (6)
Wegen x(41)x(d2)=x(A)=n1...0t-m -Nt-m+1...m¢ folgt aus (6)

x(A2)Ne-m...m |y (A1) x (42),
und daraus (5).
Hilfssatz 7: Zu A gibt es genau dann ein B mit rang B=t, so daf
(4, B) steuerbar ist, wenn 0(A) <t gilt.
Beweis: Es sei (4, B) steuerbar und rang B=t¢. Wir kénnen ohne
groBe Einschrinkung annehmen, da die Spalten von B linear
unabhéngig sind, d. h. t=m oder B= (b1,...,b;)eKnx ¢. Setzt man
(4 |b;) fiir den von b; erzeugten zyklischen Unterraum von K*, so
ist die Steuerbarkeit von (4, B) gleichbedeutend mit

En=(A1b1)+ ...+ (A]bs). (7)
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Ist K» direkte Summe von s zyklischen Unterrdumen N;, so folgt
aus den Zerlegungssitzen der geometrischen Elementarteilertheorie
[1] 8>0(4). Da die Summe in (7) nicht direkt zu sein braucht,
gilt umso mehr ¢ > 6(4).

Fiir die Umkehrung setzen wir 6(4)=¢ voraus und nehmen
A =block diag (M;,...,M;) in der ersten Normalform an. Ist
MieKixi,i=1,...,t, 8o definieren wir mit b; =col(0,...,0,1) ein
Element aus K x1. (Mq,b;) ist steuerbar. Setzt man B=block
diag (b1,...,b:), so ist BeKyx ¢, rangB=t, und (4, B) ist steuer-
bar, da sich jeder Vektor aus K linear aus den Spalten von S (4 | B)
kombinieren la3t.

5. Losung von [B, C, D].

Satz 3: Vorgegeben set A mit 0(4)=t und den Invariantenteilern
Nse-oMes Ni|Mi+1, t=1,...,0—1. Genau dann lipt sich A zu einer
Matriz GeK nim)x m+m) der Form (1) mit vorgeschriebenem charak-
teristischem Polynom y(Q) = g(A) erginzen, wenn

t—m

.l;llm (2)1g(2) (8)

t—m

gilt. Ist m >t, so wird [] ni=1 gesetzt.
i=1

Beweis: Wir setzen zuerst voraus, es gebe ein G mit x(G)=g(4),
und nehmen 4 und B in der Form (3) an, wobei (42, B2) steuerbar
ist. Ausrang B <m schlieBt man wegen Hilfssatz 7 auf 6 (42) <m und

t—m
daraus wegen Hilfssatz 6 auf [] n¢lx(41). Aus x(41)[x(@)=g(A)
i=1
ergibt sich damit (8).
Es sei nun umgekehrt y(G)=g(4) vorgegeben, so da (8) gilt,
also

t—m

g(d)=r(2) .I__Il 74 (4). )

A wird in der ersten Normalform angenommen. Ist m <¢ und
setzt man

A1 = block diag (Ml, oo sy .Mg_m), Az = blockdiag (Mz_m+1, o oy M;),
80 ist A = block diag (41, 43),

24 =T1 m (10)

i=1
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und
0(A2)=m. (11)

Im Fall m>¢ vereinfacht sich die folgende Uberlegung durch
A=A5 und g(1)=r(1). Wegen (11) gibt es ein By mit m Spalten,
so daB3 (42, Bs) steuerbar ist. Wahlt man C, und D, geeignet, so
kann man wegen Satz 2 fiir

Gz= Az By
Cy Dy

% (G2) =r(4) erreichen. Aus (9) und (10) folgt:

A1 O
G =
0 G
hat das gewiinschte charakteristische Polynom g(4).
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