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Uber Graphen mit isomorphen Geriisten

Von

Roland Fischer, Salzburg
(Eingegangen am 24. Januar 1972)

Die Anregung zu dieser Arbeit entstammt dem Buch ,,Graphen-
theorie’“ von K. WaeNER [1]. Es wird dort folgendes Problem
gestellt: Man charakterisiere die zusammenhingenden Graphen,
deren simtliche Geriiste isomorph sind. Hier wird dieses Problem
fiir schlichte endliche Graphen gelést.

1. Einige Bezeichnungen

Es werden dieselben Bezeichnungen und Definitionen verwendet
wie in [1]. Ist P eine Ecke (oder ein Punkt) des Graphen 4, so
schreiben wir Pe4. Ein Paar (4, P), wo 4 ein Graph und Ped
ist, heifle punktierter Graph. Sind (41, P1),...,(4n, Pyn) disjunkte
punktierte Graphen, so sei L ((A4i,P1),(As, P2),...,(An, Py)) oder

kiirzer L(A;,As,...,Ay) jener Graph, den man aus () 4; erhilt,
i=1

wenn man P; und P;4y(¢=1,2,...,n—1) durch je eine Kante ver-
bindet; C(A4;,4s,...,A,) entstehe aus L(4i,...,4,), indem man
auch noch P; und P, verbindet. Ist « ein Isomorphismus vom
Graphen 4 auf den Graphen B, so schreiben wir «: 4 > B. Zwei
punktierte Graphen (4,P) und (B, @) heilen punktisomorph, in
Zeichen (A,P) % (B, @), wenn es einen Isomorphismus «: 4—>B
mit o (P)= @ gibt.

Ein Graph 4¢(¢: =1,2,...,7) heile maximal in der Graphenmenge
{41, A4,,...,A,}, wenn seine Eckenanzahl maximal ist.

2. Vorbereitende Hilfssitze

Es sei {(41, P1), (42, P2),...,(An, Py)} mit n >3 eine Menge end-
licher, zusammenhéngender, paarweise disjunkter, punktierter
Graphen; 4; sei maximal in dieser Menge. Wir definieren:

B; = L(Ag,At-u, o .,A”, Al, . .,A;-l) (1: = 1, 2, .o .,n).
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Bi(i=2,...,n bzw. ¢ = 1) entsteht also aus C' (44, ..., 4,) einfach da-
durch, daB man die Kante, die P;_;, P; bzw. Py, P, verbindet,
streicht.

Es gelte: Bi~ Bs~ ...~ B,.

Hilfssatz 1: Es set ¢: Bi—> Bi(i >1) ein Isomorphismus. Dann
gibt es ein r, 2 <r <, so daf} ¢ (P1)= Py und

¢(41)=L (A, Ars1,...,44-1), wenn 2<r<i—1 und
@ (A1) =L (A4, Ai+1,. .., 4r), wenn 1<r<n.

Beweis: Sei ¢(P1)edr< By, ¢ (P1)# Pr. ¢(P1) mull ¢(4;) von
p(L(As,A4s,...,Ay)) trennen. Daraus folgt, dall entweder ¢(4;1) ein
echter Teilgraph von A4, ist, oder dal ¢ (A41) die Graphen 4, 4s,...,
Ar_1,...,Ay sowie einen Teil von A4, enthilt. Die erste Moglichkeit
steht in Widerspruch zur Maximalitdt von A4, die zweite impliziert
zunichst 7 = 1. Sei nun ¢ (P1)= P;e4; und ¢(41) = L(As, Ai41,.. .,
Ap, A1, As,...,A5-1), wobei A1<A; und Py, P,ed;. Dann gilt
@(L(P1,4s,...,Ay))=L(P,,¢(A4z),...,9(As)) 41 < B;. Wir setzen
p(45)=A4;(2<j<n). A1 enthilt dann den Teilgraphen L(P;,
Ay, ..., A,). Weiter gilt: ¢ (L (P}, Ay, ..., 4,)) (A1) =L(4q,...,An,
Ay, As,...,Ai—1). Nun gibt es wegen ¢~1(P1)eA; zunichst drei
Moglichkeiten :

(a) (1) (L(Pll, AIZ, « w5y A;)) QLA{,AH.l, e .,An)
(b) @ (L (P;, Alz, v ,A;)) EL(Az, Aa, . .,Ag—l)
(¢) ¢(L(Py,A4s,...,4.) 4.

Man sieht dies, wenn man bedenkt, da L( P}, 4,,. .., 4,) nur durch
P} mit dem iibrigen Teil von B; verbunden ist. Die Moglichkeiten (a)
und (b) scheiden aus, wenn man die Anzahlen der Ecken vergleicht.
Aus (c) folgt aber, wenn wir ¢(P;)=P;,p(4;)=4; (2<j<n)
setzen, L(P{,A;,...,A;)c A1cA41, wobei L(P/,4,,...,4,)N
NL(P,A4,,...,A,)=0. Aus L(P{,A4;,...,4,) 1iBt sich nun wieder
ein Teilgraph von A4; konstruieren, der dieselbe Gestalt hat und
zu den ersten beiden disjunkt ist. Dies 148t sich beliebig lange fort-
setzen und widerspricht damit der Endlichkeit von A4;. Es gilt
also: @(P1)=Pr. In B, fithrt jeder Weg zwischen Punkten des
Teilgraphen L (Asg, As, ..., Ay) nicht iiber P;. Das bedeutet, dall ent-
weder @ (A1) = L(Ag,AHq, i .,A,-) oder (p(Al) =L (Ar, A,-+1, % .,Ag_l)
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gilt, je nachdem, ob ¢<r<n oder 2<r<i—1 gilt. Damit ist
Hilfssatz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2: Entweder Ag oder As ist maximal.

Bewetis: Wir nehmen das Gegenteil an. ¢ : B;— Bs sei ein Iso-
morphismus. Wir erledigen zuerst die Fille n =3 und n=4. Ist
n=3, so besagt Hilfssatz 1, daf} ¢(A4;1)= A3 oder ¢(41)=4; ist,
womit alles gezeigt ist. Ist n =4, so mufl nach Hilfssatz 1 ¢ (41)=
=L(A3,44) und ¢(P1)=Ps und deshalb ¢(P;)=P; gelten
(¢ (41) = A; scheidet aus, da A nicht maximal ist). Weiter konnen
wir schliefen, daB ¢(P3)ed; ist, da @(Ps)= Py ¢(A2)=4; zur
Folge hitte. Damit gilt aber ¢—1(L(Pi,4s)) <Az, was offensicht-
lich falsch ist.

Esseinunn >5. ¢: By Bsund ¢: By — Bs seien Isomorphismen.
Hilfssatz 1 lehrt, daB ¢(4:1)= L(4s,4s,...,4;) (3<r<n) und
@(P1)= P, gelten. Ist r <n, so mull ¢(Pz)= Pry1 sein. Weiter
mufl ¢(P3)= P,y bzw. @(P3)=P; (wenn r=n—1) sein, da
¢(P3)eAdri1 nur gelten kann, wenn ¢~1(P,i2)eAds und damit
¢ L (L(Ar+s,...,An, A1, A2)) < As gilt, was aber der Maximalitdt von
A; widerspricht. Wendet man dieses SchluBverfahren mehrmals
an, so kommt man zu

¢P(P1)= Pr,97(P2)= Pr+1,--',<P(Pi)=Pn,¢P(P¢+1) = P13 (1)
wobei t =n + 1 —r ist, und
Q(Az) =Ar+1,¢(A3) =Ar+2, .. '9¢(Ai) =A"‘ (2)

Die Graphen Ag, As,...,A, sind also nicht maximal, und die
Graphenfolge A;i1,A4r+2,...,4a stellt wegen (2) eine periodische
Wiederholung der Graphenfolge A2, A3, ..., 4, dar; somit ist 4; der
einzige maximale Graph.

Nun benétigen wir den Isomorphismus y: B;— B;. Aus Hilfs-
satz 1 folgern wir, dafl entweder

(a) (14 (A1) =1L (A4, As, oo ny Ak),rp (Pl) = Pk
oder

(b) v (A1) = L (A2, 43),p (P1) = P

gilt. Nehmen wir zunédchst (a) an. Es muB k=741 sein, da
As =~ Ay +2. Derselbe SchluB wie vorhin liefert :
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'(p(Pl) = P,+1,'lp(P2) = Prit,e: .,?/)(Pt—l) = Pm'P(Pi) =P (3)
Y (A2) = AT+2’ cen Yy (A‘_l) = An (4)

und y (L (A4, As+1,...,44)) = L(A1, Az, 43). Ferner mull p (Py41)€ 4y
und damit ‘!/)(L(Pi,AH.l, .. AR)) A gelten. Aiy1,A549,...,A, 18t
aber eine Folge von n—i =r—1 ,,aufeinanderfolgenden‘‘ Graphen,
in der die Folge der r—2 Graphen A4s, A4,..., A, in zyklisch ver-
tauschter Reihenfolge vorkommt. Wegen y(41) = L(4s, A4, ..., A,)
haben wir damit einen Widerspruch, und (a) kann nicht gelten.
Nun zu (b): y(41) = L (A2, 43),y (P1) = Ps. Wir folgern: y (Ps) = Px,
p(P3)ed,, da y(P3)= P, nur gilt, wenn y(d4s)= 4; ist. Damit
kommen wir zu

Y (L (P, A4s,...,Ar)) c41. (5)

Um zu zeigen, dafl auch (b) nicht gelten kann, miissen wir noch
den Isomorphismus g¢: B;— Bs verwenden. g (41) = L(4s, 4s, ..., Ap)
mit p <n steht in Widerspruch zu (5). o(A41) = L(A4s, A3, A4) geht
auch nicht, da y(41) = L(Asz, 43) ist. Bleibt noch g (A41) = L(4s, A4).
Da n > 5 ist, ist das ebenfalls mit (5) unvereinbar.

3. Ein Isomorphiesatz

Die Graphen A; und B;(1<¢<n) seien definiert wie in Ab-
schnitt 2.

Satz 1: Die Graphen B, Bs,..., By, sind genau dann isomorph,
wenn Ay 2 Ai12(t + 2 modulo n) fir 1=1,2,...,n gilt.

Bemerkung: Ay % Agyz (2 + 2 modulo n) bedeutet: Ist n gerade,
so gilt: 4y 2 A3%...2 A1 und A3 2 As%... 2 Ap Ist n un-
gerade, dann gilt: A; 2 A %... 2 4,.

Beweis: 1. Es sei By ~ By~ ... ~ B,. Wir unterscheiden zwei
Fille:

1. Nicht alle 4; (1 <?<n) sind maximal. Dann behaupten wir:
In der Folge Ai,A4s,...,An,A1,4s,... steht abwechselnd ein
maximaler und ein nicht maximaler Graph, und = ist gerade.

Denn nach Hilfssatz 2 folgt auf einen maximalen Graphen
hochstens ein nicht maximaler. Andererseits konnen nicht zwei
maximale Graphen nacheinander vorkommen. Denn seien (ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit) 4A; und A4; maximal, As nicht
maximal: Wegen Hilfssatz 2 ist 44 maximal. Sei n: By~ By ein
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Isomorphismus. Dann mufl n(4s)=A44 sein (Hilfssatz 1!) und
demnach 7 (41) = A3, womit A3 maximal wéire. Damit ist die oben-
sthende Behauptung bewiesen. Nun zur Behauptung des Satzes:
Wir konnen annehmen, daB A4;,A4s,...,4A,-1 maximal sind und
Az, As,...,An nicht. ¢: By—> Bs sei ein Isomorphismus. Dann gilt
offenbar: ¢(4:) = As, p(ds)=A4,..., p(An—2)=An, p(An-1)= 41,
QQ(An):Ag sowie (p(P1)=P3, (p(P2)=P4,..., (p(Pn-z)an,
@(Pn-1)=P1, ¢(Py)= Py (folgt wie im Beweis von Hilfssatz 2).
Das heillt aber: 4; = 4;+2 (¢ + 2 modulo »).

2. Alle 4;(1 <i<n) sind maximal. Es geniigt, wenn wir zeigen,
daBl A4; = A3 ist. Angenommen, das wire falsch. Dann betrachten
wir Isomorphismen ¢: B; - Bz und 7: Bz~ B3. Es muf} ¢ (41) =4,
und 7 (41) = Az sein und damit n(A4s2) = A3 und somit A; £ Az, im
Widerspruch zur Annahme.

II. Es gelte A; 2 4442 (2 + 2 modulo =) fir 1 =1,2,...,n.

1. Gilt A2 A4:%...24,, dann sind B;,Bs,..., B, offenbar
isomorph.

2. Ist n gerade und gilt A1 2 A3 2... 2 A, und Ay X Ay
... & A,, so kann zwischen B; und B; folgender Isomorphismus
@¢ hergestellt werden, der sich aus Punkt-Isomorphismen zwischen
den A4; zusammensetzt: Ist ¢ ungerade, so setzen wir ¢;(41) = A,
@i(ds)=Ai41,..., pi(An) = As-1; ist ¢ gerade, dann definieren wir:
@i(A1)=Ai-1, pi(A2) = Ai—2,..., pi(4s)= A;.

4. Losung des Problems

Satz 2: Alle zusammenhingenden endlichen Graphen, deren simi-
liche Geriste isomorph sind (Eigenschaft (A)), sind die folgenden:
(a) Bdume;

(b) Graphen der Form C (A, As,...,Ar), wo die A; punktierte Biume
sind und Ay = Ai+2 (1 + 2 modulo ») fir 1 =1,2,...,n gilt.

Beweis: 1. Die angegebenen Graphen haben die Eigenschaft (A).
Fiir Baume ist das trivial. Bei Graphen der Form C(4;,...,4,)
erhilt man sdmtliche Geriiste, indem man je eine der Kanten
(Py, P2), (P2, P3),..., (Pn,P1) streicht, wobei Py,Ps,...,P, die
ausgezeichneten Punkte der Graphen A;,As,...,4, sind. Die ent-
stehenden Graphen sind nach Satz 1 isomorph.

II. AuBer den angegebenen Graphen hat keiner die Eigenschaft
(4).
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Zusammenhidngende Graphen, die genau einen Kreis enthalten,
sind von der Form C(A4i,A4s,...,4,), wobei die 4; (:=1,2,...,n)
punktierte Badume sind. Auf Grund von Satz 1 miissen sie, damit
alle Geriiste isomorph sind, von der Form (b) sein. Es verbleibt
zu zeigen, dal} es keine Graphen mit der Eigenschaft (4) gibt, die
mehr als einen Kreis enthalten. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Es gibt zwei Kreise mit nichtleerem Kantendurchschnitt.
Wir halten zwei derartige Kreise fest und 6ffnen alle anderen durch
Loéschen von Kanten. Der entstehende Graph ist von folgender Form :
L(Bl, B, v Bm)UC(Al,Az, e Ag, Ag+1,. . .,An), wobei die A,
(1<?<n) und By (1 <j<m) paarweise disjunkte punktierte Baume
sind und die ausgezeichneten Punkte von 4; und B; sowie von Ay
und B, durch je eine Kante verbunden sind. Der Weg von 4,
nach Ajiiber die B; kann auf mindestens zwei Arten durch Streichen
von Kanten unterbrochen werden, wodurch Graphen der Form
O(A;,Az, e ~,A;C,Ak+1, .o ,An) bzw. C(A;’,Az, “» -,A;C’,Ak+1, . .,An)
entstehen (41, 4;, 4}, 4, sind punktierte Biume), deren Geriiste auch
Geriiste des urspriinglichen Graphen sind. Ist £+ 3, so kann nicht
sowohl A] & A3 als auch 4] & A3 gelten (da A; und A4, verschiedene
Eckenzahlen haben), daher konnen in mindestens einem der beiden
Graphen nicht alle Geriiste isomorph sein. Ist £ = 3, dann kann nicht
sowohl A’ = A} als auch 4] = A; gelten, woraus dasselbe folgt.

2. Es gibt zwei kantendisjunkte Kreise. Zwei derartige Kreise
werden festgehalten und alle anderen wieder durch Entfernen von
Kanten gesffnet. Es entsteht ein Graph der Form C (41, 4s,...,A4x)
(n >3), wobei A; ein punktierter Graph ist, der genau einen Kreis
enthilt, und die A;(2<¢<n) punktierte Bdume sind. Man
kann nun den Kreis in A4; sicher so 6ffnen, da ein punktierter
Baum A, entsteht (mit demselben ausgezeichneten Punkt wie
A;) und nicht A4; = 43 gilt. Denn A4, ist selbst von der Form
A;=C (B, Bs,...,Bp), wobei die B; (1 <t<p) punktierte Bidume
sind und der ausgezeichnete Punkt von 4; in Bj liegt. Alle mog-
lichen Ai sind dann genau die Geriiste von 4;. Wiirde immer
A] & A3 gelten, so miiiten alle Geriiste von A4; punktisomorph
sein. Aus dem Beweis von Satz 1 folgt aber, daB bei einem Iso-
morphismus ¢: L(By, Bs,. .., Bp)>L(Bs, Bs,..., By, B1, B2) o (B1)=Bs
oder ¢(B;1)= By gelten miiite, und so konnte der ausgezeichnete
Punkt PeB; nicht in sich iibergefiihrt werden. Damit ist Satz 2
bewiesen.

Herrn Professor K. WAGNER mochte ich fiir die Durchsicht
dieser Arbeit sowie fiir einige Verbesserungsvorschlige danken.
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