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Die konstant gedrallte Netzfliche 4. Grades
Von

H. Brauner, Wien

(Eingegangen am 4. Mas 1960)
Mit 1 Textabbildung

In einer Reihe von Arbeiten habe ich in letzter Zeit jene wind-
schiefen Strahlflichen behandelt, deren Drall fiir sémtliche Erzeugenden
einen konstanten Wert (ungleich 0 oder ) besitzt [1], [2], [3], [4].
Insbesondere ist es bei diesen Untersuchungen, die ich einer Anregung
von J. Krames verdanke, gelungen, eine von J. Krames [5], ([6], 241f.)
aufgefundene Cayleysche Strahlfliche 3. Grades, die den absoluten
Kegelschnitt doppelt oskuliert und eine zylindrische Erzeugende 2. Ord-
nung besitzt als einzige Fliche 3. Grades mit konstantem Drall nach-
zuweisen [3]. Dabei wurden jedoch nur Strahlflichen in Betracht
gezogen, die mindestens eine stetige Schar reeller Erzeugenden tragen;
den folgenden Untersuchungen werden ebenfalls nur solche ,,reellen
Strahlflichen” zugrunde gelegt. Sie enthalten zu jeder komplexen Er-
zeugenden auch die konjugiert komplexe; ist eine ihrer Torsallinien
komplex, so ist auch die konjugiert komplexe Gerade Torsallinie der
Fliche. Neben dem einschaligen Drehhyperboloid und den Binormalen-
flichen algebraischer Raumkurven konstanter Torsion stellt obige
Fliche 3. Grades das einzige bisher bekannte Beispiel einer algebraischen
konstant gedrallten Strahlfliche dar.

In dieser Mitteilung werden die reellen Netzflichen 4. Grades von
konstantem Drall aufgesucht. Es existiert — bis auf Ahnlichkeiten —
eine einzige Fliche dieser Art; sie ist nach der Sturmschen Einteilung
von VIII. Art, besitzt eine Ferntorsallinie 2. Ordnung und oskuliert
den absoluten Kegelschnitt doppelt. Diese Fliche kommt in der Lite-
ratur bisher nicht vor.

1.

Die Erzeugenden einer Strahlfliche @ werden durch ihre zu den
kartesischen Koordinaten z = #,: ), ¥ = @, : 2y, 2 = ¥, : ¥, gehorigen
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Pliickerkoordinaten p,: ...:ps gegeben, die stetig differenzierbare
Funktionen eines Parameters ¢ seien. Zwischen diesen Pliickerkoordi-
naten gilt identisch in ¢

£(p) = 2(py Py + P2 D5 + P3 Ps) = 0. (1)

Ist @ der Abstand zweier Nachharerzeugenden e und e, von @ und ¢
ihr Winkel, so versteht man unter dem Drall d von @ lings der Er-
zeugenden e

d = lim — 2
e @ @
Unter Verwendung des Richtungsvektors a(t) = (p,, p,, p;) der Er-
zeugenden und des Vektors 3 = a X a’ (wobei der Akzent die Differen-
tiation nach ¢ bedeutet), der die Richtung der Zentraltangenten angibt,
berechnet man an Stelle des Ausdrucks (2)
Q(p') o
d= —‘az—‘ (3)
Eine algebraische Strahlfliche besitzt eine durch ihre Ordnung
und ihren Rang bestimmte Zahl von isotropen Erzeugenden und Torsal-
linien, die insbesondere zylindrisch sein kénnen; fiir diese besonderen
Erzeugenden nimmt der Drall d im allgemeinen die Werte 0 oder « an.
Soll nun @ einen von 0 und oo verschiedenen konstanten Drall besitzen,
so muf} (3) fiir diese besonderen Erzeugenden eine unbestimmte Form
werden und die (unter Umsténden wiederholte) Anwendung der Regel
von de I'Hopital einen vorgeschriebenen Wert fiir d liefern. Diese in
[3] durchgefiihrte Diskussion ergibt folgende fiir windschiefe Strahl-
flichen konstanten Dralls notwendige Bedingungen:
Satz 1: Eine windschiefe Strahlfliche kann nur dann konstant gedrallt
sein, wenn
a) jede eigentlich nicht torsale isotrope Erzeugende eine isotrope asymp-
totische Ebene besitzt sowie
b) jede eigentliche Torsallinie entweder eine isotrope Torsalebene
aufweist bzw. eine zylindrische Erzeugende mindestens zweiter Ordnung
oder eine isotrope zylindrische Erzeugende st und
c) zu jeder isotropen asymptotischen Ebene entweder evne Torsallinie
oder eine isotrope Erzeugende gehort.
Satz 2: Eine windschiefe Strahlfliche konstanten Dralls besitzt keine
reelle gewohnliche Fernerzeugende, keine reelle Ferntorsallinie erster Ord-
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nung mit eigentlicher Torsalebene und keine reelle gewdhnliche Fern-
riickkehrerzeugende'.

D]

-io

Es ist zweckmiBig, zunéchst jene Netze ins Auge zu fassen, die einen
uneigentlichen Brennstrahl e besitzen. Sémtliche in solchen Netzen
enthaltenen konstant gedrallten Strahlflichen konnen némlich direkt
bestimmt werden. Ist der zweite Brennstrahl f dieses Netzes eigentlich,
das Netz also hyperbolisch, so ist die Netzfliche ein (im allgemeinen
schiefes) Konoid. Wir fragen zunichst nach allen konstant gedrallten
Konoiden.

Ein kartesisches Koordinatensystem (x, y, z) werde so gewihlt, daB
e die Ferngerade der zy-Ebene wird und f unter Verwendung eines
Parameters u die Darstellung

z=ypsinw, y=0, 2= pcosw (w konstant) (4)
erhilt. Die Pliickerkoordinaten der Strahlen des durch e und f be-

stimmten Netzes sind dann Funktionen von x und eines weiteren
Parameters 4 und es gilt

Pri...ipg=1:4:0:—Apucosw:pcosw:Apysinw. (5)
Jede in diesem Netz enthaltene Netzfliche @ kann durch eine Gleichung

der Form A = A(u) gegeben sein. Sodann errechnet man fiir den Drall

dieser Fliche nach (3):
du
. 2 2
d=cosw . (A22+1). F7R (6)

Fiir konstantes d kann (6) integriert werden und unter Verwendung
etwa der Anfangsbedingung A =: 0 fiir = 0 erhélt man

1=tg (co;w ',u). )

Die zugehorige Fliche besitzt nach (5) und (7) die Gleichung

2
77 tgw = 0. (8)
Diese transzendente Fliche ist fiir w = 0 eine Wendelfliche, die durch
euklidische Verschraubung der z-Achse um die z-Achse entsteht. Durch
Anwendung der Affinitit '

T — yctg 5

1 Die Fernriickkehrerzeugenden wurden in [3] nicht behandelt; das obige
Ergebnis folgt jedoch aus den dort angegebenen Formeln.
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r=zr+z2tgw, y=y, 2=z 9)
geht die Wendelfliche in die Fliche (8) iiber; bei dieser Affinitit bleiben
u. a. die absoluten Punkte des Brennstrahles e fest. (8) ist daher Wendel-
fliche einer zur euklidischen Metrik affinen Metrik, wobei das aus-
geartete Grundtetraeder der Schraubung zwei absolute Punkte zu
Ecken hat. Das Biischel der bei dieser affinen Schraubung festbleibenden
Schraub-F, besteht aus koaxialen schiefen Kreiszylindern.

Satz 3: Die einzigen konstant gedrallten Konoide sind die Wendel-
fliichen der euklidischen und jener affinen Schraubungen, bei denen 2wer
Ecken des Grundtetraeders Punkte des (euklidisch) absoluten Kegelschnittes
stnd.

DaB die euklidischen Wendelflichen die einzigen geraden Konoide
konstanten Dralls sind, habe ich bereits in [1] nachgewiesen.

Als zweiten Fall werden jene Netzflichen behandelt, die in einem
parabolischen Netz um eine uneigentliche Gerade e liegen. Fiir eine reelle
Fldche ist e reell und kann in der Ferngerade der 2y-Ebene angenommen
werden. Liegen ferner die durch den Fernpunkt der z-Achse gehenden
Netzstrahlen in der Ebene z = 0, so besitzt das Netz unter Verwendung
zweier Parameter A und y die Darstellung

Prio.ipg=1likp:0:—kpu?:p:d (k=0). (10)

Eine in diesem Netz enthaltene Fliche ist dann durch A = A(u) fest-
gelegt und fiir ihren Drall gilt nach (3)

1
=g Tk (11)

dieser Ausdruck ist fiir £ == 0 niemals unabhingig von 4, d. h.:
Satz 4: Eine in einem parabolischen Netz mit Fernbrennstrahl ent-
haltene Strahlfliche ist niemals konstant gedrallt.

3.

Jede Strahlfliche 4. Grades ist in einem linearen Strahlkomplex
oder einem Strahlnetz enthalten?. Die von R. Sturm eingefiihrte Ein-
teilung der Strahlflichen 4. Grades nach der Art ihrer Doppelkurve
und Doppeltorse unterscheidet 12 Arten solcher Flichen, wobei die

? Eine lehrbuchartige’ Behandlung der Strahlflichen 4. Grades findet sich
bei E. Miller — J. Krames ([6], S. 246ff.). Simtliche im folgenden verwendeten
Eigenschaften solcher Fliachen, die nicht mit anderen Zitaten versehen sind,
konnen in diesem Buche nachgelesen werden.
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Flichen I. und II. Art (die beide vom Geschlecht 1 sind) sowie die
rationalen Strahlflichen der VII., VIII., X. und XII. Art Netzflichen
sind. Unter diesen Netzflichen 4. Grades sollen nun jene konstanten
Dralls herausgefunden werden.

Flichen L. Art: Diese Netzflichen @; sind durch eine (2,2)-Korrespon-
denz zwischen den getrennten reellen oder konjugiert komplexen
Netzbrennstrahlen e und f bestimmt, welche die Doppelkurve der Fliche
abgeben und somit die Kuspidalpunkte der stets getrennten acht
Torsallinien erster Ordnung enthalten. Die Ebenenbiischel um e und f
bilden die Doppeltorse der Fliche, je vier der acht stets getrennten
Torsalebenen gehen durch e bzw. f. Besitzt @; keine Fernerzeugende
und keine zylindrische Erzeugende, so miissen, falls @; konstant gedrallt
ist, simtliche acht Torsallinien erster Ordnung nach Satz 1 zu isotropen
Torsalebenen gehéren. Da durch e und f insgesamt nur hichstens vier
isotrope Ebenen existieren, miiten Torsalebenen zusammenfallen, was
nach Obigem unmoglich ist. Ebenso besitzt @; keine eigentlichen
zylindrischen Erzeugenden; diese wiren ndmlich von erster Ordnung
und nach Satz 1 isotrop, d. h. e und f sollten durch zwei konjugiert
isotrope Kuspidalpunkte gehen und durch jeden Netztriger gibe es
in diesem Falle noch drei weitere Torsalebenen, die — ohne zusammen-
zufallen — sémtlich isotrop sein miiBiten. Besitzt @; schlieBlich eine
Fernerzeugende, so ist diese sicher reell; nach Satz 2 miiite sie eine
Ferntorsallinie erster Ordnung mit uneigentlicher Torsalebene sein.
Da alle Torsalebenen einen Brennstrahl enthalten, wire dann ein
Brennstrahl uneigentlich. Nach Satz 3 existiert aber keine konstant
gedrallte Fliche 4. Grades dieser Art.

Fliichen II. Art: Eine solche Fliche @, entsteht aus einer I. Art,
wenn die beiden Brennstrahlen e¢ und f zusammenriicken. @;; liegt
demnach in einem parabolischen Netz um eine reelle Gerade e und ent-
hélt vier stets getrennte Torsallinien zweiter Ordnung. Besitzt @;; keine
Fernerzeugende und keine zylindrische Erzeugende, so miillten fiir
konstantem Drall nach Satz 1 simtliche Torsalebenen isotrop sein und
(da durch e nur zwei isotrope Ebenen existieren) zweimal zwei Torsal-
ebenen zusammenfallen, was aber bei einer @;; unmoglich ist. Fiir
eine eigentliche Leitlinie ¢ kommen weiters keine isotropen zylindrischen
Erzeugenden vor, weil simtliche Kuspidalpunkte einer @;; stets auf
der reellen Geraden e liegen. Besitzt @;; eine nicht isotrope zylindrische
Erzeugende (jedoch keine Fernerzeugende), so lige nach Satz 1 eine
zylindrische Erzeugende zweiter Ordnung mit dem Kuspidalpunkt im
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Fernpunkt von e vor. Die restlichen drei Torsalebenen miifiten dann
nach Satz 1 isotrop sein, durch e gehen und diirften nicht zusammen-
fallen, was nicht mdglich ist. Enthilt @, ohne dal e uneigentlich ist,
eine Fernerzeugende, so wire diese stets reell und nach Satz 2 eine Torsal-
linie zweiter Ordnung. Die restlichen drei Torsallinien zweiter Ordnung
héitten dann eigentliche Kuspidalpunkte und miilten nach Satz 1 zu
getrennten isotropen Torsalebenen durch e gehdren, was wieder un-
moglich ist. Ist schlieBlich die Brennlinie e des parabolischen Netzes
uneigentlich, so existiert nach Satz 4 keine konstant gedrallte Fliche @;;.

Zusammenfassend kann gesagt werden:

Satz 5: Es gibt keine reellen elliptischen Strahlflichen 4. Grades mit
konstantem Drall.

4.

Flichen VIL. Ari: Die rationalen Flichen @y sind in einem hyper-
bolischen oder elliptischen Strahlnetz mit den Brennstrahlen e und f
enthalten und besitzen eine stets reelle Doppelerzeugende, die speziell
eine gewGhnliche Riickkehrerzeugende sein kann. Die Brennstrahlen
und die Doppelerzeugende bilden die Doppelkurve der Fliche. @y;; ent-
hélt vier stets getrennte Torsallinien erster Ordnung, falls eine Doppel-
erzeugende existiert bzw. zwei Torsallinien erster Ordnung, wenn eine
Riickkehrerzeugende vorhanden ist. Die Kuspidalpunkte liegen gleich-
verteilt auf den doppelten Leitgeraden e und f, durch die auch die Torsal-
ebenen gehen.

Wir betrachten zunéchst den Fall, daf @y, eine Doppelerzeugende
besitzt. Enthilt @y;; dann keine Fernerzeugende, so miiiten die Torsal-
linien bei konstantem Drall nach Satz 1 entweder isotrop zylindrisch
oder mit einer isotropen Torsalebene behaftet sein. Im Falle isotroper
zylindrischer Erzeugenden sind die Brennstrahlen e und f konjugiert
isotrop; die Fernkurve von @;; hat in deren Fernpunkten E, und F,
Spitzen und ist von 4. Klasse. Die restlichen beiden Torsallinien erster
Ordnung miilten zu konjugiert isotropen Torsalebenen durch e bzw. f
gehoren, deren isotrope Ferngeraden jedoch von den Spitzentangenten
verschieden wiren. Sind die Spitzentangenten nicht isotrop, so besitzt
die Fernkurve noch weitere sechs isotrope Tangenten, die nach Satz 1
zu gewohnlichen isotropen Erzeugenden der Fliche gehoren miiBlten;
da es jedoch nur vier solche geben kann, ist nach Satz 1 die Fliche
nicht konstant gedrallt. Sind schlieflich die Spitzentangenten selbst
isotrop, so gibt es durch £, und F, sonst keine isotrope Gerade und die
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beiden restlichen Torsallinien erster Ordnung kénnten daher im Gegen-
satz zu Satz 1 keine isotropen Torsalebenen besitzen. Eine @y kon-
stanten Dralls mit einer Doppelerzeugenden und ohne Fernerzeugenden
besitzt somit notwendig vier Torsallinien erster Ordnung in den vier
isotropen Ebenen durch e und f.

Léngs der Doppelerzeugenden, die sicher eigentlich ist, solange
®@,;; keine Fernerzeugenden besitzt und die wir als z-Achse des Koor-
dinatensystems wihlen, existieren zwei verschiedene Beriihrkorrelationen,
in denen den getrennten Schnittpunkten der Doppelerzeugenden mit
e und f jeweils dieselben Tangentialebenen zugewiesen werden. Ist die
Doppelerzeugende zundchst zu keinem Netzbrennstrahl parallel, so
sollen diese beiden Schnittpunkte die Koordinaten E(1:&:0:0) bzw.
F(1: —€:0:0) erhalten, wobei ¢ =1 im Falle eines hyperbolischen
Netzes und ¢ == ¢ im Falle eines elliptischen Netzes zu setzen ist. Dreht
man das Koordinatensystem so um die Doppelerzeugende, daB die
Fernpunkte der Netzbrennstrahlen die Koordinaten E,(0:a:1:¢b)
bzw. F (0:a:1: — &b) (b reell &= 0, a und a reell fiir hyperbolisches
Netz und konjugiert komplex fiir elliptisches Netz) erhalten und be-
zeichnet man die Boschung der Ebenen des Biischels um die 2-Achse
gegen die Ebene z =0 mit 4, so lauten die Gleichungen der beiden
Beriihrkorrelationen lings der Doppelerzeugenden, die beide denselben
Drall d liefern miissen:

2 A4/b(1+-db)+ ab+/e2b—d F Ay/e2b—d — e2b+/b(1+db) =0;  (12)

alle Wurzeln sind dabei positiv zu nehmen. Der Ebene 4 = 0 speziell
werden in den beiden Korrelationen zwei zum Ursprung symmetrische,
verschiedene Punkte mit den Koordinaten

azti=za)/WED g
e2b—d

zugewiesen. Bisher wurde der Fall ausgeschlossen, daB ein Netzbrenn-
strahl zur Doppelerzeugenden parallel ist; dann ist das Netz hyper-
bolisch und die beiden Beriihrkorrelationen besitzen dieselbe asymp-
totische Ebene. Da auflerdem zum Schnittpunkt der Doppelerzeugenden
mit dem anderen Netzbrennstrahl in beiden Korrelationen dieselbe
Tangentialebene gehort und der Drall iibereinstimmen muB, sind die
beiden Beriihkorrelationen identisch und es liegt eine Riickkehrerzeu-
gende vor. Das Auftreten einer Riickkehrerzeugenden wird weiter unten
betrachtet.
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Jede Ebene durch die Doppelerzeugende schneidet @ in einem
irreduziblen einteiligen Kegelschnitt. Speziell die Ebene z = 0 enthilt
einen Kegelschnitt ¢ durch die Punkte (1: 4 &:0:0), dessen Gleichung
lautet

@?+2Bxy+Cy2+2Ey—£=0. (14)

Die isotropen Ebenen durch e bzw. f besitzen in z =0 Fernpunkte,
die den Gleichungen

¥l + &20%) + y*(a® + 2b%) —2axy=0 (15)
bzw.
(1 + 202 + y*(a® + 2b%) —2azy =0 (16)

geniigen. Da diese isotropen Ebenen die Torsalebenen einer konstant
gedrallten @y;; wiren, miilten sie den Kegelschnitt ¢ beriihren. Die
Fernpunkte der Tangenten aus E bzw. F an c erfiillen die Gleichungen

282+ 2xy(BE+eE)+ P[(E+eB?—C(2—£&)]=0 (17)
bzw.

28+ 2zyBE—¢eE)+ p[(E—eBR— 02— &)]=0 (18)

und diese Fernpunkte miiten nach Obigem mit (15) bzw. (16) identisch
sein. Dies liefert fiir die Koeffizienten von ¢

2B=—(a+a): (1 + &b?), 2E = &a — a): &(1 + £ b?), (19)

£ [(E—}-:;‘B)2 a2+s2b2]_ £2 [(E—eB)2 &2+52b2]
C:ez_fz & - 14202 g P 1|

woraus folgt

@ —a? =0. (20)

Im Falle a = a (a reell) ist nach (15) bzw. (16) das Netz hyperbolisch
(¢ = 1) und man erhilt fiir ¢ eine Parameterdarstellung in der Form

Ty i@ Xy i Ty=1+t2:E+2Bot—E&8#:—20t:0, (21)

wobei
145 £—1
= A 22
K l/1+a2+b= )

gilt. @y, ist durch diesen Kegelschnitt ¢ und die beiden doppelten
Leitgeraden e und f festgelegt und besitzt nach (21) die Parameter-
darstellung
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Prio P =8E—1+4+206B(1—b%)t—2[2+ 1+ 20202 B2]12 —
—20éB1l—-0)B+(2—1)¢s:
1—20&t+402Bb2i2 20888
:2bot+2bot3:
t—402082 .
:—20&bt—402Bbi2 4208083
:—20t—208. (23)
Berechnet man den Drall dieser Fliche nach (3), so erhilt man den
Quotienten zweier Polynome 12. Grades in ¢. Dieser Quotient ist, wie
eine lingere Rechnung lehrt, fiir reelles @ und b niemals von ¢ unabhéngig,
d. h. es gibt keine konstant gedrallte Fliche dieser Art.
Nach (20) ist noch der Fall a = — a =1 a (a reell) zu diskutieren.

Nach (15) bzw. (16) ist das Netz elliptisch (¢ = 1), ¢ erhélt die Parameter-
darstellung

To: @ %Wy =1—2Ettot?:&—akt?: —284:0, (24)
wobei
b2 E(1 — o® — b?)
TS arda— b )
gilt und die Fliche besitzt die Darstellung
Py iPpg=E+1—2a&+2E)t+2QaE2+2E+
+o—0&)2—20(aE+2E) 4% (E24+1)t4:
1 —28t 420888
t— 208t +4bE82 4+ 2bo E283:
t4b &2
2088t —2bo 8383
128t — 4P+ E)2+ 20 828 (26)

Der nach (3) berechnete Drall dieser Fliche kann fiir reelles @ und b
niemals von ¢ unabhingig sein, so da auch diese Flichen nicht kon-
stant gedrallt sind.

Nun miissen noch jene Formen der Flichen @y ; mit einer Doppel-
erzeugenden untersucht werden, bei denen eine Fernerzeugende existiert.
Zunichst werde der Fall betrachtet, daB die Doppelerzeugende un-
eigentlich ist, was durch Satz 2 noch nicht erledigt ist. Die Fernebene
enthidlt dann auBer der Doppelerzeugenden noch einen -einteiligen
Kegelschnitt ¢, der nicht durch E, bzw. F, geht. Er schneidet den
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absoluten Kegelschnitt in vier Punkten, die paarweise konjugiert
komplex sind und Fernpunkte von nicht zylindrischen isotropen Er-
zeugenden darstellen. Nach Satz 1 miiten sémtliche dieser vier Punkte
Beriihrungspunkte mindestens erster Ordnung zwischen den beiden
Fernkegelschnitten sein, d. h. daB der Kegelschnitt ¢ den absoluten
Kegelschnitt doppelt beriihrt. Diese beiden Kegelschnitte besitzen
daher nur zwei getrennte gemeinsame Tangenten, so daB unmoglich
alle vier Torsallinien erster Ordnung mit isotropen Torsalebenen ver-
sehen sein konnen ; nach Satz 1 sind diese Flichen daher nicht konstant
gedrallt. Enthédlt @y;; schlieBlich eine von der Doppelerzeugenden
verschiedene Fernerzeugende, so miilten nach Satz 2 ein Netztriger
uneigentlich sein; nach Satz 3 gibt es dann keine konstant gedrallte
Flache 4. Grades.

Besitzt nun @y;; eine Riickkehrerzeugende, so gibt es zwei Torsal-
linien erster Ordnung, die nach Satz 1 isotrop zylindrisch oder mit
einer isotropen Torsalebene behaftet sein miifiten. In beiden Fillen
sind die Doppelgeraden e und f konjugiert komplex und das Netz daher
elliptisch (¢ =¢). Liéngs der Riickkehrerzeugenden, die wir zunéchst
eigentlich voraussetzen, inzidieren die beiden Beriihrkorrelationen und
das ist nach (12) und (13) etwa fiir d = — 1:b, £ =0 der Fall. Die
andere Moglichkeit d = — b, £ = o liefert nichts wesentlich anderes;
es sind nur die Ebenen y = 0 und z = 0 vertauscht. Bei diesen Uber-
legungen ist allerdings vorausgesetzt, dall kein Netzbrennstrahl zur
Riickkehrerzeugenden parallel ist; wire das der Fall, so hdtte dieser
Brennstrahl einen reellen Fernpunkt und das Netz wire hyperbolisch,
im Widerspruch zu oben.

Jede Ebene durch die Riickkehrerzeugende enthilt auBerdem einen
einteiligen irreduziblen Kegelschnitt, der die Riickkehrerzeugende be-
riithrt. Speziell der Kegelschnitt ¢ in der Ebene 2 = 0 beriihrt die Riick-
kehrerzeugende im Ursprung und besitzt eine Parameterdarstellung
der Form

To: Xy Ty Ty=1+4 020+ A2: ut?:0 (o, A, preell). 27
Setzt man @ = a + ¢ 8, so mufl im Falle isotroper Torsalebenen gelten
202 A4+ 1)+ (A—au)(do+4pu+1)=0
1602 4%+ 160242 — b¥ (40 + 1)2—16(A —a pu)*+ (4o +4Bu+1)2=0

(28)
bzw. fiir isotrope zylindrische Erzeugenden
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A=ap,o0=—1:4, a®=a2=02—1. (29)

Die durch ¢ und die beiden Doppelgeraden e und f bestimmte Fliche
hat dann nach (27) die Darstellung

Prioipe=14+Bu+204+1)24+Q24A—ap)+
+Bop+ot+2—apud)tt:

U4+ A —ap)tt:

tbutt+buocet:

1bultt:

t—bu—bAutt:

t—pt?— u(Bu+o)tt _ (30)
Fiir ihren Drall errechnet man nach (3) den Quotienten zweier Polynome
12. Grades in ¢. Unter Verwendung von (28) und (29) ergibt sich nach
lingerer Rechnung, dal dieser Quotient fiir eine reelle nicht ausgeartete
Fliche niemals unabhingig von ¢ sein kann.

Die (gewohnliche) Riickkehrerzeugende einer @y;; kann auch
uneigentlich sein; bei einer reellen Fliche ist sie stets reell und daher
hat nach Satz 2 eine solche Fliche niemals konstanten Drall. Liegt
schlieBlich eine von der Riickkehrerzeugenden verschiedene Erzeugende
der Fliche in der Fernebene, so ergeben die Sitze 2 und 3, daBl eine
Fliche nicht konstanten Dralls vorliegen mul.

Damit sind alle Félle reeller Flichen VII. Art untersucht und es
hat sich ergeben:

Satz 6: Es ¢ibt keine reelle Strahlfliche 4. Grades VII. Art mit kon-
stantem Drall.

5.

Flichen VIII. Art: Fallen die beiden Leitlinien einer Fliche VII. Art
zusammen, so entsteht eine Strahlfliche VIII. Art @y Diese besitzt
zwei Torsallinien zweiter Ordnung und eine Doppelerzeugende bzw.
eine Torsallinie zweiter Ordnung und eine gewéhnliche Riickkehr-
erzeugende. Hat @yy;; im ersten Fall keine Fernerzeugende und keine
zylindrische Erzeugende, so miiten die beiden Torsallinien zweiter
Ordnung bei konstantem Drall nach Satz 1 zu den isotropen Ebenen
durch den reellen Brennstrahl e jenes parabolischen Netzes gehéoren,
in dem die Fliche liegt. Der Rang der Fliche ist dann sechs und ihre
Fernkurve besitzt daher zwolf isotrope Tangenten als Ferngeraden
isotroper asymptotischer Ebenen, von denen insbesondere zwei als
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Torsalebenen zu den beiden Torsallinien gehorten. Da @y acht iso-
trope Erzeugende enthilt, bleiben isotrope asymptotische Ebenen iiber,
die weder eine isotrope noch eine torsale Erzeugende enthalten, was
nach Satz 1 unzulissig ist. Besitzt @y;; keine Fernerzeugende aber eine
zylindrische Erzeugende, so ist deren Kuspidalpunkt der reelle Fern-
punkt von e und nach Satz 1 lige daher eine zylindrische Erzeugende
zweiter Ordnung vor; die verbleibende Torsallinie zweiter Ordnung
wiire dann nicht zylindrisch und hitte eine reelle Torsalebene, was
Satz 1 verbietet. Enthélt @ ;;; schlieBlich eine von der Doppelerzeu-
genden verschiedene Fernerzeugende und ist e eigentlich, so miiite
die Fernerzeugende nach Satz 2 eine Torsallinie zweiter Ordnung und
somit reell sein; die zweite Torsallinie zweiter Ordnung kénnte dann
nicht zylindrisch sein und miiite im Gegensatz zu Satz 1 eine reelle
Torsalebene besitzen. Daf e selbst uneigentlich ist, erscheint nach Satz 4
ausgeschlossen.

Nun bleibt noch der Fall, daf die Doppelerzeugende uneigentlich
ist. Wir legen dann die Leitgerade e in die z-Achse des Koordinaten-
systems und die reelle Doppelerzeugende in die Ferngerade der Ebene
z = 0. Die Fernebene enthilt dann aufler der Doppelgeraden noch
einen einteiligen irreduziblen Kegelschnitt ¢, der bei konstantem Drall
der Fliche den absoluten Kegelschnitt doppelt beriihren miifite. Die
beiden isotropen Tangenten von ¢ miiiten die Ferngeraden der beiden
isotropen Torsalebenen abgeben und durch den Fernpunkt E, von e
gehen. ¢ besitzt eine Parameterdarstellung der Form

Ty Xy Ty Xy =0:14+282:a(?—1):2at (a reell). (31)

Legt man den Ursprung des Koordinatensystems in jenen Punkt von
e, dem die Ebene y = 0 entspricht, so lautet die Parameterdarstellung
der durch ¢ und e bestimmten Fliche nach zweckmifBiger Wahl der
Einheitsstrecke

Py ipg=2t141):2aft?—1):4at®: (32)
:0: —2at(t?—1): o2 — 1)2

und nach (3) erhdlt man fiir ihren Drall
1 1 .
d=—7+ )% (33)

dieser Ausdruck kann niemals von ¢ unabhéingig sein.
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Besitzt nun @y, eine Riickkehrerzeugende und somit nur eine
Torsallinie zweiter Ordnung, so liegt diese stets in einer reellen Torsal-
ebene. Sie konnte daher nach Satz 1 und 2 entweder eine zylindrische
Erzeugende zweiter Ordnung oder eine reelle Ferntorsallinie zweiter
Ordnung sein. Beide Fille sind denkbar und bediirfen einer genaueren
analytischen Untersuchung. Ist schlieSlich die Riickkehrerzeugende oder
die Leitlinie e uneigentlich, so existiert nach den Sitzen 2 bzw. 4 keine
konstant gedrallte Strahlfliche dieser Art.

Um die fehlenden beiden Fille zu diskutieren, legen wir die stets
reelle Riickkehrerzeugende in die z-Achse. Die eigentliche Brennlinie e
des parabolischen Netzes besitzt den einzigen Kuspidalpunkt der Fliche
als Fernpunkt und ist daher zur Riickkehrerzeugenden keinesfalls
parallel. Wir wihlen die y- und 2z-Achse so, daB e die Gleichungen

T+az=0,y=0 (34)

annimmt. Jede Ebene durch die Riickkehrerzeugende schneidet die
Fliche nach einem einteiligen irreduziblen Kegelschnitt, der die Riick-
kehrerzeugende beriihrt. Speziell der in der Ebene z =0 liegende
Flichenkegelschnitt ¢ soll die Riickkehrerzeugende im Punkt (a: 1:0: 0)
beriihren. Durch jeden Punkt von e gehen zwei Erzeugenden, die in
der diesem Punkt im parabolischen Netz um e zugewiesenen Ebene
liegen; speziell durch den Fernpunkt E, von e geht die Torsallinie
zweiter Ordnung, deren Torsalebene c¢ beriihrt. Diese Torsallinie ist
zylindrisch oder eine Ferngerade.

Wir schlieBen zunéichst den Fall aus, daB ¢ die y-Achse beriihrt.
Der funktionelle Zusammenhang zwischen den Hohenkoten z der
Punkte auf e und einem geeigneten Parameter ¢ auf ¢ kann dann nach
Wahl einer zweckméiBigen Einheitsstrecke in der Form

2= F 2 (35)

geschrieben werden, wobei das obere Vorzeichen zu nehmen ist, falls ¢
die y-Achse nicht reell schneidet. Der Kegelschnitt ¢ hat die Darstellung

Ty Ty Ty: Tg=a +ay ¢+ a,t?:14+¢2: 4+ b82:0 (36)
und damit die Fliche @y,
Pri..ipg=1+(1—caa)BFaa,BFaaytt: Fbt2:
ttartaBtaytt:
—bt:FRE—tt:—abit (37)

Monatshefte fiir Math tik. Bd. 65/1. b
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Berechnet man nach (3) den Drall dieser Fliche, so erhélt man den
Quotienten zweier Polynome 10. Grades und dieser Quotient ist nur
dann unabhéngig von ¢, wenn gilt:

a=0, a,=4/8:27, a,=0, a=0, b=1:4/3. (38)
Die zugehorige Fliche @5,

Pri... Pg=2384/3(1+8): —32:4/888: —34: —34/3(2+):0
(39)
besitzt den konstanten Drall d = 4/3 und wird im letzten Abschnitt
ausfiihrlich diskutiert.
Der noch offene Fall, dal ¢ die y-Achse beriihrt, liefert nach ent-
sprechenden Normierungen die Darstellung

Pri...ipg=14aat?+aa,P®+ aa,tt:bt*: —at>*—a, 8 —a,th:
:— bt —abth (40)

Fiir eine reelle irreduzible Fliche dieser Art ist der nach (3) berechnete
Drall niemals konstant.

Wir erkennen daraus den

Satz 7: Bis auf Ahnlichkeiten ewistiert eine einzige reelle Strahlfliche
4. Grades VIII. Art mit konstantem Drall.

6.

Flichen X. Art: Die rationalen Strahlflichen @y sind durch eine
(1,3)-Korrespondenz zwischen den stets reellen Brennstrahlen e und f
bestimmt. e ist eine dreifache Leitgerade von @y, auf der simtliche
Kuspidalpunkte der vier Torsallinien liegen, f eine einfache Leitgerade,
durch die die Torsalebenen gehen. Die vier Torsallinien kénnen sémtlich
von erster Ordnung sein oder paarweise zusammenfallen und somit
zu einer Torsallinie zweiter Ordnung und zwei Torsallinien erster Ordnung
oder sogar zu zwei getrennten Torsallinien zweiter Ordnung fiihren.
Besitzt @; keine zylindrische und keine Fernerzeugende, so miiliten
bei konstantem Drall nach Satz 1 simtliche Torsallinien zu isotropen
Torsalebenen gehéren. Das ist nur so moglich, daB @y zwei Torsal-
linien zweiter Ordnung in den isotropen Ebenen durch f besitzt. Die
Fernkurve von @y enthilt den Fernpunkt der dreifachen Leitgeraden
als dreifachen Punkt mit drei stets getrennten Tangenten. Sie ist von
6. Klasse und besitzt daher zwolf isotrope Tangenten, die Ferngeraden
von isotropen asymptotischen Ebenen oder isotropen Torsalebenen sind.
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Nach Batz 1 wiirden zwei fiir die Torsallinien und hochstens acht fiir
die isotropen Erzeugenden verbraucht. Es blieben somit mindestens
zwei isotrope asymptotische Ebenen, die weder eine isotrope noch eine
torsale Erzeugende enthielten, was nach Satz 1 fiir Flichen konstanten
Dralls unméglich ist.

Besitzt nun @y eine zylindrische Erzeugende, so ist diese reell,
weil ihr Kuspidalpunkt der reelle Fernpunkt der Leitlinie e ist; es lige
somit eine zylindrische Erzeugende zweiter Ordnung vor. Da bei einer
solchen die Torsalebene mit der asymptotischen Ebene zusammenfillt
([6], S. 102), enthélt die Ferngerade dieser Ebene im Fernpunkt von e
vier Schnittpunkte mit der Fernkurve von ®y; die Torsalebene geht
aber auch durch die einfache Leitgerade f. Thre Ferngerade schneidet
daher die Fernkurve der Fliche aulerdem im Fernpunkt der einfachen
Leitgeraden. Die Fernkurve zerfillt somit und enthélt eine Ferntorsal-
linie zweiter Ordnung mit eigentlicher Torsalebene. Die restlichen
Torsallinien miiten nach Satz 1 Torsallinien erster Ordnung in den
isotropen Ebenen durch f sein. Dieser Fall mufl analytisch untersucht
werden. Ist schlieBlich eine Leitgerade uneigentlich, so kénnen die
Flichen nach Satz 3 nicht konstant gedrallt sein.

Besitzt @y eine Ferntorsallinie zweiter Ordnung mit eigentlicher
Torsalebene, so zerfillt die Fernkurve der Fliche in diese Torsallinie
und eine irreduzible einteilige Kubik c. Jeder Schnittpunkt von ¢ mit
dem absoluten Kegelschnitt 4 ist Fernpunkt einer isotropen nicht
zylindrischen Erzeugenden; nach Satz 1 miifite bei konstantem Drall
in jedem Schnittpunkt dieser Art zumindest eine Beriihrung erster
Ordnung zwischen ¢ und ¢ vorliegen. Da keiner dieser Punkte reell ist,
muB die Kubik ¢ den absoluten Kegelschnitt s in zwei Punkten 7 und 7
oskulieren. ¢ besitzt im Fernpunkt der dreifachen Leitgeraden e einen
Doppelpunkt; dieser Doppelpunkt ist gleichzeitig Kuspidalpunkt der
Ferntorsallinie. Die Fliche @y ist durch ¢ und die beiden Leitgeraden e
und f bestimmt. In jeder Ebene durch e liegt genau eine Erzeugende,
die durch den Schnittpunkt dieser Ebene mit der einfachen Leitgeraden
f und den Restschnittpunkt dieser Ebene mit ¢ geht. Speziell in der
Verbindungsebene von e mit der Ferntorsallinie liegt keine weitere
Erzeugende von @4, d. h. die Ferntorsallinie muB ¢ im Doppelpunkt
beriihren. Da die Ferntorsallinie von zweiter Ordnung ist, geht durch
den Fernpunkt der dreifachen Leitgeraden keine weitere Erzeugende
und ¢ besitzt daher keine weitere Tangente im Doppelpunkt und hat
eine Spitze mit der Ferntorsallinie als Spitzentangente. ¢ ist dann

b=
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von 3. Klasse und hat sechs isotrope Tangenten, die sdmtlich fiir die
doppelte Oskulation mit ¢ verbraucht sind. Die beiden Torsallinien
erster Ordnung, die isotrope Torsalebenen besitzen miiliten, sind also
selbst isotrop und da die Torsalebenen durch die einfache Leitgerade f
gehen, ist der Fernpunkt von f der absolute Pol der gemeinsamen Sehne
von ¢ und <. B

Wir legen das Koordinatensystem so, dal die Punkte I und / in
die absoluten Punkte der zy-Ebene fallen und auBerdem die Spitze
E, von ¢ auf der Ferngeraden der Ebene z = 0 liegt; £, habe die Koordi-
naten (0:0:1:a), wobei @ reell und == 0 ist. Die Kubik ¢ ist dann zu
x = 0 projektiv symmetrisch ([3], S. 107); wihlt man als Parameter ¢
auf ¢ den Wert « : y des Schnittpunktes von z = 0 mit dem den betref-
fenden Kurvenpunkt aus der Spitze E, projizierenden Strahl, so lautet
die Parameterdarstellung von ¢

To i Ty 1Ty @y =0:28:32+4+1:4/3 (2+1). (41)

Es gilt a =4/3 und der Fernpunkt der einfachen Leitgeraden f hat
die Koordinaten (0: 0:0: 1). Legt man den Ursprung des Koordinaten-
systems so auf e, daB f die z-Achse schneidet, so lauten die Parameter-
darstellungen der beiden Leitgeraden

e... wo:w11w2:z3=y:0:1:\/§,]‘... Xy Ty %y Xz=1:¢:0:12
(c == 0). (42)

Daraus ergibt sich die Parameterdarstellung der Fliche zu

Pri.. . iPg=20:t+38:4/3(+8B):cq/3(1+38):
te(t +38) : —cq/3(t + 383) (43)
und nach (3) besitzt sie den Drall
cA/3 1
d=——‘2/—<1+7). (44)
Dieser Wert ist niemals konstant.

Flichen XII. Art: Die rationalen Flichen @y, entstehen aus jenen
der X. Art, wenn die beiden Netzbrennstrahlen zusammenfallen. Diese
Flichen sind daher in einem parabolischen Netz enthalten und besitzen
den Brennstrahl e entweder in zweifacher Weise als Torsallinie zweiter
Ordnung oder als Torsallinie vierter Ordnung (Vosssche Flichen).

Besitat @;; keine Fernerzeugende, so miiite die reelle Gerade e bei
konstantem Drall eine zylindrische Erzeugende mindestens zweiter
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Ordnung sein, die beiden Kuspidalpunkte miiten zusammenfallen und
es wiirde eine Vosssche Fliche mit einer zylindrischen Erzeugenden
vierter Ordnung vorliegen. Diese kann durch eine Projektivitit zwischen
einer reellen Kurve 3. Ordnung und einer ihrer Tangenten erzeugt
werden, wobei dem eigentlichen Beriihrungspunkt dieser Tangente in
der Projektivitét ihr Fernpunkt zugewiesen wird. Nach entsprechenden
Normierungen besitzt diese Fliche die Darstellung

Pri...ipg=a+Pt+y2+ 03t etr:P:42:0: — 2 —att:

2+ atd (45)
Fiir ihren Drall erhélt man nach (3) den Quotienten zweier Polynome
8. Grades in ¢ und der Koeffizientenvergleich liefert keine reelle @y

konstanten Dralls, wohl aber eine stets komplexe Fliche mit der Dar-
stellung

T 1
Pyt ... P =—§+§t2+it4:t3:#:0:~t3—at4:t2+at3, (46)

die den reellen konstanten Drall d = — 1: 9 besitzt.

Enthilt @y, schlieBlich eine Fernerzeugende, so miiite nach Satz 2
eine Torsallinie mindestens zweiter Ordnung in der Fernebene liegen,
die aber mit dem Brennstrahl e zusammenfillt. Nach Satz 4 gibt es
keine Flidche konstanten Dralls dieser Art.

Somit gilt:

Satz 8: Es gibt keine reellen Strahlflichen 4. Grades X. und XII. Art
mat konstantem Drall.

.

Nach den vorhergehenden Uberlegungen existiert bis auf Ahnlich-
keiten eine einzige reelle Netzfliche 4. Grades mit konstantem Drall.
Sie ist nach 5. von VIII. Art; wird im Gegensatz zu 5. die Einheits-
strecke des Raumes nicht speziell gewihlt, so lautet die Parameter-
darstellung der Fliche @3

Pyi...iPe=234/3(L+13): —3:4/B8:—4/3dtt: —3d(i+):0,
(47)

wobei d ihren konstanten Drall bedeutet. Man berechnet als ihre Glei-
chung:

9(@z+14/3yz—dyP+84/3 1P (x+4/3y)=0. (48)
Sie ist in einem parabolischen Netz um die z-Achse enthalten und
besitzt die z-Achse als Riickkehrerzeugende. Thr Schnitt mit z =0
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ist auBerdem eine Hyperbel %, deren Mittelpunkt M der Ursprung ist,
die die Riickkehrerzeugende zur Asymptote besitzt und einen Asymp-
totenwinkel von 30° aufweist (s. Abb.). Projiziert man die Erzeugenden
der Fliche in Richtung der Riickkehrerzeugenden auf die yz-Ebene

45

Abb. 1. Die konstant gedrallte Netzfliche 4. Grades. Die vollstindige Flache

entsteht nach Spiegelung des gezeichneten Teiles an der z-Achse.

(s. Abb.), so entsteht als scheinbarer Umril nach (47) die Parabel
34/3 dz — 2y2= 0. Die Berithrkorrelation lings der z-Achse ist dadurch
festgelegt, daB dem Mittelpunkt M der Hyperbel % die Verbindungs-
ebene u mit der Riickkehrerzeugenden zugewiesen wird, dem Fern-
punkt F die Verbindungsebene ¢ mit der zweiten Asymptote von h
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3
und dem Punkt z = \/T d die Ebene £, die zu yu beziiglich ¢ symmetrisch

liegt. In der Ebene ¢ liegen isotrope Erzeugenden von @y, deren
Schnittpunkte mit z = 0 zusammen mit den Asymptoten die Hyperbel %
festlegen. Die Fernkurve von @5y, zerfillt in eine Ferntorsallinie zweiter
Ordnung, die F mit dem Fernpunkt der von der Riickkehrerzeugenden
verschiedenen Asymptote von % verbindet und eine rationale Kubik

922z +4/3y) +8y3 =0 (49)
mit einer Spitze im Fernpunkt der Riickkehrerzeugenden, die den
absoluten Kegelschnitt in den beiden absoluten Punkten der Ebene
¢ oskuliert. Die Striktionslinie s von @y, hat die Parameterdarstellung

To: @yt Tyt Ty=14/6(3+22):64/3d(t+):
:—6dt3:\/§d(—3t2+2t4); (50)

es ist dies eine Raumkurve 4. Ordnung 2. Art, deren Trisekanten jene
Strahlschar auf dem hyperbolischen Paraboloid ¥

W3z+y)(\/3z+5y)+64/3dz=0 (51)
erfiillen, die die Ferngerade der Ebene ¢ enthilt. s entsteht als Schnitt
von ¥ mit dem geraden Konoid 3. Grades

A3+ y)(@+v3y) =dylv/3a+5y) (52)
um die z-Achse, das mit ¥ eine Scheitelerzeugende und eine Ferngerade
gemeinsam hat. s geht durch M, oskuliert 1 und beriihrt dort die Riick-
kehrerzeugende und geht ferner durch F, oskuliert ¢ und beriihrt dort
die Ferntorsallinie. Die vollstindige Striktionslinie von @3, ist, da
@5 den Rang 5 besitzt, von 10. Ordnung und besteht aus der ,,eigent-
lichen Striktionslinie” s, der doppelt zu zéhlenden Ferntorsallinie und
aus den doppelt zu zihlenden isotropen Erzeugenden in der Ebene {
(vgl. [10], S. 580, [11], S. 261 und [6], S. 154). Nach (47) timhiillen
die Zentralebenen von @y, eine Boschungsfliche mit einer kubischen
Parabel als Gratlinie; der Richtkegel dieser Zentraltorse ist ein Dreh-
kegel vom Offnungswinkel 7/3. Variiert d, so erhilt man ! Flichen
@Yy, die durch zentrische Streckung aus M ineinander iibergehen; jede
dieser Fléchen ist zur z-Achse axial symmetrisch.

Nach Untersuchungen von K. Strubecker [7] (s. auch [6], S. 163f)
kann @y, als Bahnfliche einer ihrer Erzeugenden bei einer gewissen
eingliedrigen Kollineationsgruppe erzeugt werden. Das Fixtetraeder
dieser Kollineationen besteht dabei aus dem Mittelpunkt M (1:0:0:0)
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der Hyperbel %, den Fernpunkten 4,(0:—+/3 : 1:0) und 44(0:1:0: 0)
von & und dem Fernpunkt F(0:0:0:1) der doppelten Leitgeraden.
Bei dieser Kollineationsgruppe bleiben die Quadriken A

e +4/3y)+2y=0 (53)

eines Biischels durch ein gemeinsames Erzeugendenvierseit einzeln
fest. Zeichnet man eines der hyperbolischen Paraboloide A als Maf-
fliche einer nichteuklidischen MaB8bestimmung aus, so stellt die obige
Kollineationsgruppe eine gewisse nichteuklidische Schraubung dar und
@5, ist eine nichteuklidische Strahlschraubfliche von jener Art, deren
Erzeugenden eine Seite des Fixtetraeders schneiden. Strubecker nennt
solche Flichen 4. Grades ,,Mohrmannsche Flichen ; H. Mohrmann [8]
und H. Neudorfer [9] haben insbesondere die Schmieglinien solcher
Flachen untersucht. Die Schraublinien sind dabei Raumkurven 3. Ord-
nung mit einem gemeinsamen Schmiegtetraeder, das durch folgende
Stiicke bestimmt ist: der Kuspidalpunkt F' mit der Torsalerzeugenden
und der Torsalebene @, der Fernpunkt 4; der Riickkehrerzeugenden
mit der Riickkehrerzeugenden und der Ebene z = 0. Eine dieser Bahn-
kubiken liegt auf der Fliche @y;; und ist dort Schmieglinie. Dy ist
nun nicht nur nichteuklidische Strahlschraubfliche einer einzigen nicht-
euklidischen Schraubung, sondern sogar von oo! solchen Schraubungen,
da der Fixpunkt 4, in einem beliebigen Punkt A, auf der Riickkehr-
erzeugenden gewihlt werden kann, wobei an Stelle der Ebene z =0
dann die Ebene jenes Flichenkegelschnittes von @5 als Fixtetraeder-
ebene zu nehmen ist, der die Riickkehrerzeugende in A, beriihrt. Ins-
gesamt gestattet somit Dy, eine zweigliedrige Gruppe projektiver
Automorphien, die unter Verwendung zweier Parameter w und 7 lauten

Ty: Ty Ty Ty =120 + 0 T +1204/3 y: B3y +1(12 — 1)4/3 2,
1T Ty d o T, + T, (54)

Zu jeder dieser ool nichteuklidischen Schraubungen gibt es eine auf
®ypr gelegene Bahnkurve, die dort Schmieglinie ist. Alle Schmieglinien
von @y sind somit Kurven 3. Ordnung; sie hyperoskulieren sich
im Kuspidalpunkt F und berithren alle die Riickkehrerzeugende.
Projiziert man sie aus F auf die Ebene 2 = 0, so erhélt man ein qua-
dratisches Kegelschnittsystem; alle diese Kegelschnitte oskulieren sich
im Schnittpunkt 4, der Torsallinie mit der Hyperbel 4 (vgl. [9], S. 211).

Die Fliche ist eindeutig bestimmt, wenn man die Beriihrkorrelation
lings ihrer doppelten Leitgeraden und ihre Fernkurve kennt. Diese
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Fernkurve besteht aus der durch die Beriihrkorrelation bereits fest-
gelegten Ferntorsallinie und einer gespitzten Kubik, die den absoluten
Kegelschnitt doppelt oskuliert und im Fernpunkt der Leitgeraden
die Ferntorsallinie als Wendetangente besitzt. Eine solche Kubik ist
durch weitere Vorgabe ihrer (auf zwei Arten wihlbaren) Spitze ein-
deutig festgelegt (vgl. [3], S. 108). Das Gesamtergebnis unserer Unter-
suchungen kann daher wie folgt zusammengefaft werden:

Satz 9: Die einzige konstant gedrallte reelle Netzfliche 4. Grades st
jene den absoluten Kegelschnitt doppelt oskulierende Mohrmannsche Fliche,
deren Torsallinie uneigentlich ist, die eine eigentliche Torsalebene besitzt
und deren eigentliche Riickkehrerzeugende die Torsalebene unter einem
Winkel von 30° so durchsetzt, daf deren Normale in der Torsalebene durch
den Kuspidalpunkt der Fliche geht.

Dadurch ist die Fliche bis auf Ahnlichkeiten bestimmt.
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