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Uber 4- und 5-chrome Graphen
Von

Bernhardine Zeidl, Wien
(Eingegangen am 16. Oktober 1957 )

Im folgenden wird eine Verschirfung eines Satzes von G. 4. Dirac [1]
iiber 4-chrome Graphen bewiesen. Ferner werden 4- und 5-chrome punkt-
kritische Graphen beliebig hohen Geschlechtes konstruiert. Die hier
betrachteten Graphen sind eigentliche Graphen, d. h. zwei Punkte sind
héchstens durch eine Kante verbunden, und kein Punkt ist mit sich
selbst durch eine Schlinge verbunden. Zunéchst einige Definitionen und
bekannte Sétze:

Definition 1: Ein Graph heilt k-chrom, wenn seine Punkte so in %
elementfremde Klassen eingeteilt werden konnen, daf nie zwei Punkte
derselben Klasse durch eine Kante verbunden sind, und % die kleinste
Zahl dieser Eigenschaft ist.

Definition 2: Ein k-chromer Graph heilt punktkritisch, wenn kein
Punkt (und alle mit diesem inzidenten Kanten) gestrichen werden kann,
ohne seine Chromzahl zu reduzieren. Ein k-chromer Graph heilt kritisch,
wenn kein Punkt und keine Kante gestrichen werden kann, ohne seine
Chromzahl zu reduzieren.

Definition 3: Ein Weg aus einem Graphen I', der mit einem ge-
gebenen Kreis & aus I" seine Endpunkte, aber keinen anderen Punkt
und auch keine Kante gemein hat, heile Sehne von {.

K=P Py a: P, .o Py o P, =Py 2

1. Durch jeden Punkt von & (R aus I'), der keine Artikulation vst und
einen Grad = 3 hat, geht mindestens eine Sehne von K.

Beweis fiir einen etwas engeren Begriff von ,,Sehne’ siehe [1].

Verstehen wir unter einem ungeraden Kreis einen Kreis ungerader
Lénge, so gilt:

1 Zur Bezeichnungsweise: Ein Weg T wird auch durch die Folge seiner Punkte
P, P, ... P; charakterisiert. Durch das Zeichen ,,+’ symbolisieren wir das

Bilden der Vereinigungsmenge aus den Kanten-, sowie Punktmengen zweier
Graphen.
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2. Ist I ein zusammenhingender Graph ohne Artikulation und enthilt
I einen ungeraden Kreis &, so gibt es durch jeden Punkt Q aus I' einen
ungeraden Kreis.

Beweis siehe [2].

Definition 4: Ein eigentlicher Graph der Ordnung 4, in dem je zwei
Punkte durch eine Kante verbunden sind, heifit vollstdndiger 4-Graph.
Zum vollstindigen 4-Graphen homéomorphe Graphen wollen wir kurz
V-Graphen nennen, und ihre Punkte vom Grade 3 Verzweigungspunkte.

Definition 5: Eine Menge It von Punkten eines zusammenhingenden
Graphen I" hei3t Isthmoid von I, wenn " durch Streichen aller Punkte
aus MM und aller mit diesen inzidenten Kanten in ¢ = 2 zueinander
fremde, zusammenhingende Graphen zerfillt; und fiir jede echte Unter-
menge ' von I, I durch Streichen aller Punkte aus I’ und aller
mit diesen inzidenten Kanten in ¢' < ¢ Graphen zerfillt.

Vergleiche [3].
G. A. Dirac bewies: Jeder 4-chrome Graph enthilt einen zum voll-
stdndigen 4-Graphen homéomorphen Teilgraphen [1].

Hier wird bewiesen:

Satz 1: Jeder 4-chrome kritische Graph I' enthilt zu jedemn seiner
Punkte P einen V-Graphen mit P als Verzweigungspunkt, welcher einen
ungeraden Kreis enthilt.

Bewers: Bekanntlich ist ein kritischer 4-chromer Graph endlich,
zusammenhéngend, enthilt keine Artikulation, und alle seine Punkte
haben einen Grad = 3. Siehe [1], [4] und [5]. Auch enthilt I" als
4-chromer Graph einen ungeraden Kreis [6]. I" erfiillt also die Bedin-
gungen von 2, und es gibt daher durch jeden Punkt P von I” einen
ungeraden Kreis &. Da jeder Punkt von I" von einem Grade = 3 ist,
gibt es nach 7 durch P eine Sehne © von §, deren anderen Endpunkt
wir mit P, bezeichnen. P und P, teilen nun & in zwei Bogen B, und B,.
Nun sind folgende Fille denkbar:

a) Es gibt einen inneren Punkt P,” von B, und einen inneren Punkt
P/ von B,, so daBl in I" ein Weg von P, nach P, fiihrt, welcher weder
P noch P, enthilt.

b) Es gibt einen Weg, der weder P noch P, enthilt, und einen inneren
Punkt P, von B, mit einem inneren Punkt P, von & verbindet.

c) Es gibt einen Weg, der weder P noch P, enthilt, und einen inneren
Punkt P, von B, mit einem Punkt P,”” von & verbindet.

d) Oder aber es trifft weder a) noch b), noch ¢) zu.
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Zu a): P’ sei der letzte Punkt auf dem Wege P, ... P/, der %,
angehort, und ' der erste Punkt auf diesem Wege, der nach P’ auftritt
und entweder auf & oder B, liegt; dann hat der Weg P’ ... @ mit &
und & auBler seinen Endpunkten keinen Punkt und auch keine Kante
gemein und bildet daher mit dem ungeraden Kreis ® und & zusammen
einen V-Graphen f =R+ &S+ P ... ¢.

Zu b): P” sei der letzte Punkt auf dem Wege P, ... P/, der B,
angehort, und @ der erste Punkt auf diesem Wege, der nach P auftritt
und entweder auf B, oder & liegt; dann ist & + & + P’ .... Q" ein
V-Graph mit & als ungeradem Kreis.

Zu c): P sei der letzte Punkt auf dem Wege P,/ ... P/, der
B, angehort, und Q" der erste Punkt auf diesem Wege, der nach P’
auftritt und entweder auf 9B, oder & liegt; so erhalten wir den V-Graphen
KR+G+P”...Q".

Zu d): Wir zeigen nun, da8 dieser Fall nicht eintreten kann. Wiirde d)
zutreffen, so miiiten P und P, ein Isthmoid bilden: 1. Als artikulations-
loser Graph kann I" nicht bei Streichung nur eines Punktes und aller
mit ihm inzidenten Kanten zerfallen. 2. Da keine Doppelkanten zu-
gelassen wurden, kann hochstens einer der Wege B,, %B,, © aus nur
einer einzigen Kante bestehen. Nach Streichung von P und P, und der
mit P und P, inzidenten Kanten zerfiele " nach d) in mindestens zwei
zusammenhéingende Teilgraphen ®; (=1, 2, ..., 7). Wir bilden nun die
Graphen @&,’, indem wir zu den &, jeweils P und P, und die Kanten aus
I, die einen Punkt von ®&; mit P oder P, verbinden, hinzufiigen. Ist P
mit P, in I" durch eine Kante verbunden, so bezeichnen wir diese mit
G (I'=6y + @,/ + ... +@,’). Die ®/ (=0, 1, ..., r) haben paar-
weise genau die Punkte P, P, gemein; und da sowohl den Bogen B,, B,
als auch der Sehne & jeweils ein &, entspricht, gibt es mindestens drei
voneinander verschiedene Graphen ;.

Die &, sind héchstens 3-chrom, da I kritisch 4-chrom ist. Es mufl
aber ein @, geben, derart, dal P und P, bei jeder Firbung von @, mit
drei Farben gleiche Farbe tragen miissen; und es muf auch ein &, geben,
derart, daB P und P, bei jeder Fiarbung von &, mit drei Farben ver-
schiedene Farbe tragen miissen. Ansonsten konnte man durch geeignete
Wahl der Farben stets erreichen, daB die Fiarbungen der ®, in P und P,
iibereinstimmen, also I" 3-chrom wire. Dann ist aber schon der Graph
@, + ®, 4-chrom, kann also kein echter Teilgraph des kritisch 4-
chromen Graphen I" sein. Weil I" nach obigem mindestens drei ver-
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schiedene ®; enthilt, miiite ®," + &, im Widerspruch dazu echt in
I' enthalten sein.

Fiir die Diskussion des Falles d) vergleiche [3], Satz 3.

Es ist noch zu bemerken, daBl Satz 1 auch fiir jeden punktkritischen
Graphen gilt, da jeder punktkritische Graph einen kritischen Graphen
mit denselben Punkten enthilt.

@. A. Dirac bewies: Gegeben sei ein k = 6 und ein n = 6.2/¢~931 9
von derselben Paritét wie k. Dann gibt es einen kritischen k-chromen
Graphen der Ordnung n, welcher mehr als

(G I
Yort I ()0 4 den
Kanten enthilt. A4, ist eine allein von k abhingige Konstante und
[(k — 6)/3] ist die groBte ganze Zahl, die (k — 6)/3 nicht iibersteigt.
Siehe [1].

Hier wird gezeigt:

Satz 2: Fiir alle m = 1 gibt es 4-chrome punktkritische Graphen der
Ordnung n = 6 m + 4, welche mehr als (n? 4+ 5 n)/6 Kanten besitzen.

Beweis durch Konstruktion: I' sei ein Graph, bestehend aus zwei
zueinander fremden Kreisen der Linge 3 m + 2:

@1=P1P2"'P3m+2P3m+3:Pl (P3m+2+i:Pi)

3’1\2 = Ql Qz roes Q3m+2 Q3m+3 = Ql (Q3m+2+i = Qt)
und den Kanten P;Q,und P, , Q; (: =1,2, ... 3m + 2).

Behauptung: I' ist punktkritisch 4-chrom.

Beweis: Beginnen wir die Farbung von I' bei einem beliebigen
Punkt P, (die Uberlegungen fiir einen beliebigen Ausgangspunkt @, sind
analog), indem wir P, die Farbe I und P, , die Farbe II erteilen. @), er-
hilt dann, wollten wir mit drei Farben auskommen, notwendig die
Farbe III, @, , die Farbe I, P, , die Farbe III usf. Allgemein erhalten
alle Punkte

P¢+3¢ und Qt+l+3j (

R

_ 1) die Farbe I

3 ey

(T) Pppryssund Q@ qyq ( _ 1) die Farbe II

0,1

0,1
=0,1,...,m

01,...,

0,1,...,m—

0,1

Pt+2+3i und Q¢+3;’ (7 _

Qi 4143m ist demnach durch eine Kante mit Punkten aller drei Farben

1) die Farbe III

3 ey
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verbunden, mufl also notwendig mit der Farbe IV gefirbt werden.
Die so definierte Firbung wollen wir #, nennen, die Firbung, die aus
F, entsteht, indem man die Farben von @, ,  ;,, und P, 5, miteinander
vertauscht, mit ¥, bezeichnen. I ist sogar punktkritisch 4-chrom, denn
es gibt zu jedem Punkt aus /" eine Farbung von /" mit vier Farben, bei
der er als einziger die Farbe 1V trégt. Fiir jedes @, ist dies F,_;_,,, und
fiir P, die Farbung F,_,_,,.

Gibt es nun in I" Punktepaare P,, P,, bzw. @,, @, oder P,, @,, die nicht
durch eine Kante verbunden sind, derart, daf} bei jeder Farbung ¥, und
F/ P, und P, (bzw. @, und @, oder P, und @,) verschiedene Farbe tragen,
so kann man die Kanten, die die Punkte dieser Paare verbinden, zu I"
hinzufiigen ohne die Eigenschaft ,,punktkritisch 4-chrom” zu zerstoren.
Tun wir dies, so erhalten wir einen Graphen I der Ordnung #. Fiir diesen
berechnen wir die Anzahl der Kanten: P,, P, seien zwei beliebige,
nicht benachbarte Punkte des Kreises &;. Sie teilen &, in zwei Bogen B,
mit der Liénge |r —s|, und B, mit der Linge 3m + 2 — [r — s |.
P, und P, tragen bei der Farbung F, wie auch ¥, nur dann gleiche Farbe,
wenn die Linge des Bogens, auf dem die Kante P,_, P, nicht liegt,
durch 3 teilbar ist. Da die Kante P,_; P, sowohl auf ¥B,, als auch auf B,
liegen kann, kommen fiir jeden Punkt P, nur solche Punkte P, in Frage,
fiir die weder |7 —s| noch 3m + 2 — |r — s | durch 3 teilbar ist.
Dies ist der Fall fiir alle s, fiir die | r—s I =1 (mod 3) ist; also, da die
Kanten P, P, fiir benachbarte Punkte bereits in /" liegt, m — 1 mal.
Dies fiir jeden Punkt von &, ausgefiihrt, ergibt einen Kantenzuwachs von
Bm—+42). (m—1)

2
P, und P,). Ersetzt man in obiger Uberlegung ,,P,, P, durch ,,Q,, ,”,
sowie ,,P,_; P,” durch ,,Q,_,Q,_,”, so erhilt man auch fiir &, einen
Bm+2).(m—1)

Zuwachs von 3 Kanten.

Um festzustellen, welche der Kanten @, P, hinzugefiigt werden
konnen, betrachten wir den Kreis & = P, @, P,,, P,,,... P,_, P, der
Lange 3 m + 3. Man verifiziere mit Hilfe der Tabelle (T), dafl fiir alle
F,und F,/(t =7+ 1)@, und P, in F, und F, nur dann gleich gefirbt
sind, wenn die Léinge des Bogens @, ... P, von &, der die Kante P,_, P,
nicht enthilt, = 2 (mod 3) ist. Fiir den Sonderfall ¢ = » -+ 1, bei dem
die Kante P,_, P, von vornherein nicht in & enthalten ist, trigt Q.=
= Q,_, bei der Firbung F, die Farbe IV, die selbstverstandlich von allen

Kanten (denn jede Kante gehért zu zwei Punkten
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Farben der P, verschieden ist. Bei der Fiarbung F, haben laut Tabelle
(TQ,=@Q,_, und P, ;= P, die gleiche Farbe II. (|r —s|=2
(mod 3)). Da t wiederum alle Zahlen von 1 bis 3 m 4 2 durchlduft,
mul} sowohl |r—s[$2(mod3) sein, wie auch 3m + 3 — |r — s |=
= — |r — s | = 2 (mod 3). Dies ist der Fall fiir alle s, fiir die [r — s [=0
(mod 3) ist. Fiir jeden Punkt @, von ®, erhalten wir also einen Kanten-
zuwachs von m Kanten, also insgesamt (3 m + 2) . m Kanten. Es gilt
also:

Die Anzahl der Kanten von /" =2n+ 3m+2) . [(m— 1)+ m] =
=1/¢n® 4 5/¢ n.

Satz 3: Fir alle m = 1 qibt es 5-chrome punktkrsische Graphen der
Ordnung n =6 m-+5, fir die die Anzahl der Kanten [/mn® + 3[;n — 5/,
betrdigt.

Beweis: Aus einem beliebigen punktkritischen Graphen IV des
Satzes 2 bilden wir einen punktkritischen 5-chromen Graphen I*,
indem wir zu I" einen weiteren Punkt @ hinzufiigen, und mit diesem alle
Punkte von I" verbinden. I"'* enthélt dann /g2 3/,n — 5/, Kanten.

Ist p die minimale Zahl von der Beschaffenheit, da sich ein Graph
auf die geschlossene orientierbare Fliche vom Geschlecht p zeichnen
1la8t, so daB sich die Kanten nicht iiberschneiden, so sagt man, der
Graph habe das Geschlecht p [6].

Bedeutet n die Anzahl der Punkte und e die Anzahl der Kanten
eines Graphen 4 und % die Zusammenhangszahl einer Fliche, auf
welcher sich A ohne Uberschneiden von Kanten zeichnen 1iBt, so gilt:

2e - h—3
=8l =)
vergleiche [4].

Wegen Satz 2 und der fiir geschlossene orientierbare Fliachen giil-
tigen Formel & = 2 p + 1 folgt aus dieser Beziechung, da8 es zu jedem
4 =0 ein p > A4 gibt, derart, dall 4-chrome punktkritische Graphen
des Geschlechtes p existieren.

Aus Satz 3 folgt Analoges fiir 5-chrome punktkritische Graphen.
Bedenkt man ferner, daB die Graphen I" im Beweis des Satzes 2 punkt-
kritische 4-chrome Graphen des Geschlechtes 0 waren; sowie, daB
man durch Weglassen einer Kante das Geschlecht um héochstens 1 herab-
setzen kann, so folgt, daf es zu jedem p punktkritische 4-chrome Graphen
des Geschlechtes p gibt.
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Die Graphen I'*, die wir aus den Graphen I" bilden konnen, indem
wir zu einem I” einen Punkt @ hinzufiigen und diesen mit allen Punkten
von I" verbinden, sind punktkritisch 5-chrom und haben das Geschlecht
1. Also gibt es zu jedem p(p + 0) punktkritische 5-chrome Graphen
des Geschlechtes p.

Es bleibt jedoch weiterhin unentschieden, ob es kritische 4- und 5-
chrome Graphen beliebig hohen Geschlechtes gibt.
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