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0. Introduction

Le but essentiel de cet article est d’étudier une filtration naturelle de ’homologie
de Hochschild et de 'homologie cyclique des algébres commutatives. La méthode
employée consiste a construire des 1-opérations au sens de Grothendieck, d’ou
une y-filtration pour chacune de ces théories. Ces filtrations existent sans aucune
hypothése de caractéristique sur I’anneau de base. Lorsque celui-ci contient le
corps des rationnels Q ces filtrations proviennent de graduations (décomposition
de Hodge). On identifie certains des gradués associés a des théories connues
(cohomologie de de Rham, homologie de Harrison).

La construction des A-opérations utilise la partition eulérienne du groupe
symétrique. Dans cette partition deux permutations appartiennent a la méme
classe d’équivalence si et seulement si elles ont le méme nombre de descentes.
Les cardinaux de ces classes sont les nombres eulériens. On définit & partir
de cette partition les éléments eulériens dans I'algebre du groupe symétrique.
La premiére propriété remarquable des ¢léments eulériens est qu’ils forment
une sous-algebre commutative de I'algébre du groupe symétrique. La seconde
propriété est qu’ils commutent (en un sens que ’on précisera) au bord de Hoch-
schild et au bord de Connes. C’est ce qui nous permettra de construire les
J-structures de ’homologie de Hochschild et de I’homologie cyclique.

Le contexte idéal pour énoncer ces propriétés est celui de la catégorie des
ensembles finis, ou plutdt de 'algébre qui lui est associée. C’est dans ce cadre
que nous écrirons les démonstrations. Il présente 'avantage de montrer I'exi-
stence de A-opérations (avec toutes les propriétés qui en découlent) sur I’homolo-
gie cyclique de tout module cyclique qui provient d’un foncteur de la catégorie
des ensembles finis (resp. sur I’homologie simpliciale de tout module simplicial
qui provient d’un foncteur de la catégorie des ensembles finis pointés).

Ces résultats ont été annoncés dans une Note aux Comptes Rendus [L2].

Voici le contenu de cet article chapitre par chapitre.

Le chapitre 1 est dévolu a I'étude de la partition eulérienne du groupe symeé-
trique S,. Cette partition donne naissance aux éléments eulériens % dans I'algébre
de groupe Z[S,]; on en donne quelques propriétés essentielles notamment vis
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a vis de la multiplication. Cette derniére s’exprime (cf. 1.7) sous la forme simple
QK = (= 1)k~ D& =D 2kk" o3y jk est une certaine combinaison linéaire des élé-
ments eulériens [}, ..., IX*. On donnera deux démonstrations de nature assez diffé-
rente de cette relation. La premiere que nous ayons obtenue utilise la théorie
des invariants et la structure de A-anneau de l'algebre des représentations de
'algeébre de Lie des matrices (cf. 5.5). La seconde, plus proche de I’homologie
de Hochschild, est dans 'esprit de I'article de Gerstenhaber et Schack [G-S]
(cf. 2.8 et 2.9). Ces propriétés multiplicatives ont un intérét (en particulier combi-
natoire) indépendamment des applications aux théories d’homologie que I'on
va faire. A cette occasion on a ét¢ amené a considérer les nombres eulériens
signés et a conjecturer leur relation de récurrence. Celle-ci a été démontrée
a posteriori par D. Foata [F].

Dans le chapitre 2 on introduit ’algeébre IL associée a la catégorie des ensem-
bles finis Fin (et sa sous-algébre IL' associée a la catégorie des ensembles finis
pointés Fin'). Elle contient a la fois les algebres des groupes symétriques, les
bords de Hochschild et les bords de Connes. Le coeur de cet article consiste
a démontrer des propriétés de commutation entre ces bords et les ¢léments
eulériens du chapitre précédent (propositions 2.3 et 2.13). Comme conséquence
on retrouve a partir des éléments eulériens une famille d’idempotents orthogo-
naux de K[S,] (proposition 2.8), dont on montre qu’elle est universelle pour
la commutation au bord de Hochschild. L’existence de cette famille avait été
démontrée par Gerstenhaber et Schack.

Dans le chapitre 3 on utilise les relations de commutation dans IL" pour
étudier ’homologie (simpliciale) de certains modules simpliciaux, «certains»
signifiant ceux pour lesquels le foncteur 4°°? — (K-modules) se factorise a travers
la catégorie Fin'. Cest en particulier le cas pour le foncteur [n]—>M® A®"
ou A est une K-algebre commutative et M un A-module, qui en est 'exemple
le plus important.

On montre ainsi I'existence de A- et y-opérations, d’ou des filtrations sur
I’homologie du module simplicial. Si K contient Q on a une décomposition
(type décomposition de Hodge) H,= H"®...®H{” de I'homologie, qui coincide
avec celle donnée par Gerstenhaber et Schack [G-S] dans le cas de I'exemple
précédent. Toujours dans cet exemple, le premier groupe gradué associé s’identi-
fie a ’'homologie de Harrison et le dernier au module des n-formes différentielles.

Le chapitre 4 est analogue au chapitre 3 mais porte sur ’homologie cyclique.
Ainsi tout module cyclique provenant d’un foncteur Fin— (K-modules) admet
sur son homologie des A-opérations qui en font un y-anneau. L'exemple type
est bien entendu [n]—A®"*! ol A est une K-algeébre commutative. Lorsque
K contient Q on a une décomposition HC,=HC"@®...®@ HC® de 'homologie
cyclique qui coincide avec celle décrite par Burghelea-Vigué-Poirrier [B-V] et
avec celle décrite par Feigin-Tsygan [F-T] pour 'exemple type. Ainsi notre
point de vue permet de faire le lien entre ces deux décompositions et de les
rendre plus explicites. On montre comment se comporte, pour la y-filtration,
la longue suite exacte de Connes liant ’lhomologie de Hochschild et 'homologie
cyclique.

L’objet du chapitre 5 est de décrire un contexte dans lequel les A-opérations
en homologie cyclique s’écrivent comme de vraies puissances extérieures. On
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y rappelle le résultat principal de [L-P], qui affirme que, via la théorie des
invariants, les ¢léments eulériens s’interprétent comme des puissances extérieures
sur les matrices. On utilise cette traduction pour donner une démonstration
des propriétés multiplicatives des éléments eulériens.

L’appendice est essentiellement un rappel sur les y-anneaux dans le cas parti-
culier d’un idéal de carré nul.

Notations. On note S, le groupe symétrique considéré comme groupe d’automor-
phismes de I'ensemble {1, 2, ..., n}. Ses éléments sont appelés permutations. On
notera w=w,=(1 n)(2 n—1)... la «symétrie par rapport a (n+1)/2» dont la
signature est (— 1)*®~ /2,

L’algeébre sur I'anneau K du groupe S, est notée K[S,]. La signature s’étend
en un homomorphisme sgn: K[S,]— K. On note ¢,= ), sgn(o)o. Cet élément
geSn

a la propriété suivante: pour tout xe K[S,] on a x¢,=sgn(x)¢,. Le coefficient
!

. . n! . (n
binomial m est noté (k)

1. Eléments eulériens de I’algébre du groupe symétrique

On définit les éléments eulériens dans K[S,] et certaines combinaisons linéaires
particuliéres de ceux-ci. On énonce quelques-unes de leurs propriétés. Lorsque
les formules seront indépendantes de I'indice n=>1 on se permettra de ne pas
le mentionner. Pour toute permutation ¢ on note Imo la suite

{a(1), a(2), ..., a(n)}.

1.1. Définition. Le couple d’entiers consécutifs (i, i+ 1) est appelé une descente
pour la permutation o€S, si g(i)>a(i+ 1).
Par exemple lorsque Im o={3, 1, 4, 2}, ¢ a deux descentes.

La notion inverse de celle de descente est celle de retour (reading en anglais).
Le couple d’entiers consécutifs (j, j+ 1) est un retour pour o si j+ 1 apparait
avant j dans la suite Im 0. La permutation o a k descentes si et seulement
sio~ ! a k retours.

La notion de descente permet de décomposer 'ensemble S,,.

1.2. Définition. On pose S,.,={0€S,|o a (k—1) descentes}. La partition eulé-
rienne de S, est donnée par S,=S,.,U...US,.,.
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Il est clair que id est la seule permutation n’ayant aucune descente, donc
Sn;1={id}. On a aussi S,.,={w,}. Plus généralement w, permet d’établir une
symeétrie sur la partition eulérienne.

1.3. Lemme. S,.;,=®,S,.n—x+1=Snn—k+1Dpn-

Démonstration. Si o a k—1 descentes, il est clair que w,o et ow, ont (n—1)—
(k—1) descentes: ce sont les autres couples d’entiers. On en déduit w,o et
awnesn;n—k+1' <>

1.4. Définition-notation. Le cardinal de S, est noté «,, et est appelé nombre
eulérien.

Les propriétés des nombres eulériens sont classiques (cf. [F-S]). On a en
particulier

(14‘0) Z an.k=n!a O k=0pn—k+1-
k=1

(141) an.k:'kan—l.k+(n_k+l)an—l.k—19

k=l m+i _
(1.4.2) Z( ; )a,,'k_,:k" (formule de Worpitzki),

i=0

n 1 '

(1.4.3) Y ia",,:("z )

Les formules (1.4.0) sont immédiates. Pour (1.4.1) on établit une bijection
entre S, et la réunion de k copies de S,_,,, et (n—k+1) copies de S,,_1,,—x—1
par suppression de n dans Im o, 6€8§,,,. La formule (1.4.2) se déduit de (1.4.1)
et la formule (1.4.3) de (1.4.0).

Les premiéres valeurs de a,, , sont données par le tableau suivant:

m\k 1 2 3 4 5 6
1 1

2 1 1

3 1 4 1

4 1 11 11 1

5 1 26 66 26 1

6 1 57 302 302 57 1

On montre facilement que o, , =2"—(n+1).

Les résultats principaux de cet article sont conséquences des propriétés des
¢léments eulériens de I'algébre sur Z du groupe symeétrique, que nous allons
maintenant définir.

1.5. Définition-notation. Pour tout n=>1 et 1 <k <n l’élément eulérien I est défini
par

k=(—=1¢"1' ) sgn(o)o €Z[S,]

0€Sn;K
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11 est pratique de poser Z[S,]=Z, [5=1 et [¥=0 dans tous les autres cas.
La relation entre ¢léments eulériens et nombres eulériens est donnée par

sgn(h)=(=1"""a,,.

On voit immédiatement que le lemme 1.3 implique les égalités
(1.5.1) P=(—1)"D0=212¢, et ER=Rk=p"**1,
On remarque aussi que &, =y (—1)*" [k

k

1.6. Définition. Les A-éléments de Z[S,] sont définis, pour tout neN et pour
tout keN par

ped= 3 (M)
1
i=0

On remarque que pour 1= 1 la somme est en fait de i=0a k— 1. On a aussi

1 . 1
(1.6.1) E=2k+(n+1) 251+ ... +('H; )/1’,‘,"+ +(Z+ 1) AL
On voit donc que, d’une part (4}, ..., ") forme une base du module libre engendré
par (I}, ..., I*), d’autre part A} appartient 4 ce module pour tout i, en particulier

pour tout i>n, AL est combinaison linéaire a coefficients entiers en les A* pour
k=1, ...,n

L’une des propriétés importantes des €léments eulériens est qu’ils engendrent
une sous-algebre commutative dans Z[S,]. En fait on a un théoréme plus précis
a laide des A%.

1.7. Théoréme. A% 2% = 1K' Jk=(— 1)k~ D& 1) jkk’

Le produit utilis¢ dans cette formule est celui de 'algebre de groupe Z[S,].
On donnera deux démonstrations distinctes de ce théoréme, I'une en 5.5 via
la théorie des invariants et I'autre en utilisant le bord de Hochschild (cf. 2.8
et 2.9).

Il résulte du théoréme 1.7 et de (1.6.1) que le produit X =[¥'[¥ est une
combinaison linéaire a coefficients entiers en les 5, ce qui n’est pas du tout
¢évident a priori.

1.8. y-opérations et opérations d’Adams. On sait que les A-opérations donnent
naissance aux y-opérations et aux opérations d’Adams /* (cf. Appendice). Dans
notre contexte les formules obtenues sont les suivantes

Lofk—=1\ ., & (n+l—k+d .
e W L CEV (A

i=1 i=0

et Yr=yh=(— 1}k,



210 J.-L. Loday

En particulier on remarquera que y} =id et y2*!=(—1)"¢, et y*=0si k>n+1.
Les éléments 7%, k=1, ..., n forment aussi une base du module engendré par
les éléments eulériens (pour n= 1).

En termes d’opérations d’Adams le théoréme 1.7 s’écrit
lpk l//k' — lpk’ l/lk - wkk’.
1.9. Shuffles. Soient p et q deux entiers = 1, un (p, q)-shuffle est une permutation
o dans S, , telle que o(1)<...<o(p) et a(p+1)<... <a(p+q). Par exemple I'ap-

plication ¢ telle que Im 0={2,4, 5, 1, 3} est un (3, 2)-shuffle. On définit de la
méme maniere la notion de (p,, p,, ..., p)-shuffle.

On pose pour tout n=>1et 2<k=n:
sh*=shf=(—1)*"1) sgn(o)o €Z[S,]

ou la somme est étendue a tous les (py, p,, ..., px) — shuffles pour tous les k-uples
d’indices (p;, ..., p) tels que p;+...+p,=n et p;=1 pour tout j. Il est naturel
de poser sh}! =id.

1.10. Proposition.
k

shi= ) (I;)/l:, pour n=1.

i=1

Démonstration. On exprime tout d’abord sh a I'aide des [}. On dira qu’un shuffle
o est un «vrai» (py, ..., py) — shuffle si a(p;)>a(p;+1) pour tout i=1, ..., k.
L’ensemble des vrais (py, ..., p;) — shuffles est exactement S,., car la condition
ci-dessus exprime précisément que o a k— 1 descentes (cf. 1.1).

D’autre part un vrai (py, ..., p;) — shuffle peut étre considéré comme un
n—i1 .oy e ’ 3
(py, ---» p) — shuffle de (k ) maniéres différentes. Il s’en suit que shf=
—i

ket (n—k+i\ ., . :

Y (- 1)‘( ; )lﬁ“ d’ou son expression en termes de 4,.
i=0
1.11. Corollaire. sh* —sh* ! =y,

Démonstration. C’est une conséquence de 1.8 et de I’égalité triangulaire des coeffi-
cients binomiaux.

On remarquera que sh”=(—1)""'¢, et sh*=0 pour k=n+1.

1.12. Les idempotents e¥). Jusqu’a maintenant on travaillait dans Z[S,]. Pour
la fin de ce paragraphe on se place dans Q[S,]. On définit les éléments e
pour i=1, ..., n comme solutions dans Q[S,] des n équations (k=1, ..., n)

(1.12.1), (=1 2k =keM+ ... +Kkie+ ... +k"e.

Pour i>n on pose ¢?=0. De l'expression du déterminant de la matrice
de Vandermonde on déduit que e’ e Z[1/n!][S,].
1.13. Proposition. On a sgn((—1)* ' 2%)=k" et sgn(e!?’)=0 si 1 <i<n et sgn(e")
=1,
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Démonstration. D’apreés la définition des 1 en fonction des I¥ on a
k
sgn((— 1)) 4 =(=1f Y (=) (=D (n_i{—i)an‘k—i
i=0

k
= Z (n—*_l>an.k—i=k’l
i=0

i

d’aprés la formule de Worpitzki (1.4.2). Les équations (1.12.1), impliquent le
résultat cherché pour les e.

On verra (cf. 2.8.g) qu’en fait la formule (1.12.1), est vraie pour tout k>1.
Pour l'instant on montre cette égalité pour k=n+ 1.

1.14. Lemme. L’égalité (1.12.1), est vraie pour k=n+1, en particulier les e,
=1, ...,n+1 sont solutions du systéeme d’équations de n+1 équations a n+1
inconnues

(—1f ' 2k =keV+...+kieP+...+k"e™+k"F et k=1 ...,n+1.

Démonstration. On va montrer que la relation linéaire I2*!'=0 qui lie les A
pour k=1, ..., n+1 implique que " *V=0. En effet elle s’écrit

n+1
n+1
5 (_1)'(*1( )A’;:O.
d=n k+1
Or on montre aisément par récurrence que

n+1 +1 .
_lk—l n )k'=0
2l

pour 1<i<net =(—1)""'(n+1)! pour i=n+1; d’ot on déduit e"*"=0. La
derniére équation de ce systéme est donc précisément (1.12.1),,,. <O

2. L’algébre IL de la catégorie des ensembles finis

On immerge l'algébre du groupe symétrique dans un anneau plus gros issu
de la catégorie des ensembles finis. Ceci nous permet de montrer d’importantes
propriétés de commutation entre les éléments eulériens d’une part et les bords
de Hochschild et les bords de Connes d’autre part. Une conséquence inattendue
s’en déduit: les propriétés des éléments eulériens pour la multiplication dans
’algebre de groupe.

2.1. Les catégories Fin et Fin'. Soit [n]={0, 1, ..., n} un ensemble fini a n élé-
ments. Par définition la catégorie Fin a pour objects les ensembles [n] et pour
morphismes les applications ensemblistes. Munissons [n#] du point-base 0. La
sous-catégorie de Fin des applications respectant le point-base (i.e. f(0)=0) est
notée Fin'.
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Classiquement A4 est la sous catégorie de Fin des applications croissantes
au sens large (pour 'ordre 0 < 1 <... <n sur [n]). On sait que la catégorie opposée
4°P est engendrée par les applications faces d;: [n] - [n—1],i=0, ..., net dégéné-
rescences s;: [n] - [n+1],i=0, ..., n.

(2.1.1) On définit un foncteur de 4°° — Fin’, et donc par composition un fonc-
teur 4°° — Fin, de la maniere suivante. L’image de d; dans Fin’, que I'on note
encore d; par abus de notation, est donnée par d;(j)=j si j<i et d;(j)=j—1
sij>ipouri=0,...,n—1;d,(j)=jsij<netd,(n)=0;s;,(j)=jsij<iets;(j)=j+1
sij>i, pour i=0, ..., n.

i+l

On veérifie aisément que ce foncteur est bien défini et donc aussi son composé
4°° - Fin.

Remarque. Le foncteur A°°? — Fin' n’est pas injectif sur les morphismes, par exem-
ple d, et d,: [1] — [0] sont distincts dans 4°P, mais égaux dans Fin'.

2.2. Les algébres IL et IL'". L’algebre 1L est, en tant que groupe abélien, le groupe
abélien libre sur I'ensemble des morphismes de Fin. Un élément de IL est donc
une somme finie X¢; f; avec c;eZ et f,eHomyg,, ([n], [p]) pour un certain n et
un certain p. La multiplication dans IL est donnée par:

fo= fog si f et g sontcomposablesdans Fin
£=\0 sinon.

L’algeébre I’ est construite de la méme maniére en remplagant la catégorie
Fin par la catégorie Fin'. C’est donc une sous-algébre de IL. Ces algébres n’ont
pas d’unité car Fin a un nombre infini d’objects. Mais elles ont des «unités
locales», c’est a dire que pour toute famille finie d’éléments, il existe un élément
qui joue le role d’unité.

On notera ILy =IL® ;K et similairement pour IL".

L’algébre IL' (et donc IL) contient de fagon naturelle toutes les algebres de
groupe Z[S,] car S,=Autg,,.([n]). Ainsi geS, peut étre considéré comme une
application (notée encore o) [n]— [n] envoyant 0 sur 0. De méme tous les
éléments [X, /%, sh¥, etc.... définis au chapitre 1, peuvent étre considérés comme
des éléments de I
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On va tout d’abord montrer des formules de commutation dans IL'. On
s’intéresse au bord de Hochschild abstrait

by=¥ (~1fdiel, pour d;: [n] »[n—1].

i=0

Ainsi b, est un élément du sous-module Z[Homyg,, ([n], [n—1])] de I". On
remarque que si f,eZ[S,] et f,_,€Z[S,_,] alors b, f, et f,_, b, appartiennent
aussi a ce sous-module.

Les relations de 4°°: d;d;=d;_, d; pour i<j impliquent que b,_, b,=0 dans
L.

2.3. Proposition. Pour tout n et tout k dans N on a dans I ’égalité

Démonstration. On va montrer que dans le développement du produit b [* certains

termes s’¢liminent entre eux et que les termes restant sont exactement ceux
de (F+ 1~ 1)b.

Fixons g€8§,,, et d;: [n] - [n—1]. On note sgn(o) la signature de o et desc(o)
son nombre de descentes (ici k—1).

ler cas. Supposons que ¢ '(i+1)F6~'(i)+ 1. On va montrer que si i#0, n,
il existe ¢’ (uniquement déterminé) tel que desc(c’)=desc(o), sgn(c’)= —sgn(o),
d;oc=d;d'. En effet il suffit de prendre ¢’ =(i i+ 1)o. L’égalité sur les signatures
est immeédiate. L’égalité sur les descentes est une conséquence de ’hypothése:
o '(i+1) et 67 '(i) non adjacents. L’égalité dans IL' provient de la relation
d;(ii+1)=d;.

Pour i=n, il existe ¢ (uniquement déterminé) tel que desc(c’)=desc(o),
sgn(a’)=(—1)""'sgn(o), d,0 =d,o’. En effet il suffit de prendre o'=(1 2...n)o.
L’égalité sur les signatures est immeédiate. L’égalité sur les descentes est une
conséquence de 'hypothése: 0% ¢~ ' (n)+ 1. L’égalité dans I’ provient de la rela-
tion dy(1 2...n)=d,.

2éme (resp. 3éme) cas. Supposons o !'(i+1)=c '(i)+1 (resp. o~ '(i+1)
=0"'(i)—1). On va montrer qu’il existe ¢’ et j (uniquement déterminés) tels
que desc(a’)=desc(c) (resp. desc(s’)=desc(o)—1), sgn(c’)=(—1)'"’sgn(o) et
d;o=0'd;. Pour i%n (resp. i+0) il suffit de prendre j=0¢ "' (i) (resp. j=0 ' (i+1))
et de prendre pour ¢’ la permutation dont le diagramme se déduit de celui
de o en Otant la ligne qui joint ¢~ !(i+1) a i+1. La construction de ¢' ne
change pas le nombre de descentes (resp. elle réduit le nombre de descentes
de 1 car 67 '(i+1)=0"'(i)—1). La différence entre les deux signatures dépend
du nombre de segments (dans le diagramme de ¢) modulo deux qui coupent
celui qui joint 61 (i+1) a i+ 1, d’ou le signe (—1)" 7 (resp. (— 1)/~ 1). L’égalité
dans IL' est immédiate par construction.

Pour les valeurs extrémes i=0 et i=n il faut remplacer n+1 par 0 et —1
par n.
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En conclusion, dans le développement de bl* les termes du premier cas
s’éliminent entre eux deux a deux ((—1)'d;sgn(o)o+(—1)'d;sgn(c’)o’=0 et
dy sgn(o)o +(—1)"d, sgn(a’)6’=0), les termes du 2¢éme cas donnent *b (car tous
les produits ¢’'d; sont obtenus une fois et une seule) et, de méme, les termes
du 3éme cas donnent *~'b.

2.4. Corollaire. Pour tout k=1 on a dans I les relations
b, AE=i*_ b,
Démonstration. Cette relation résulte de 'expression de i* en fonction des I

et de la relation triangulaire des coefficients binomiaux. <

2.5. Corollaire. Pour tout k=1 on a dans I’ les relations
by*=y*b et bsh*=sh*b.

Démonstration. C’est une conséquence de 2.4, 1.8 et 1.10. O
2.6. Corollaire. Pour tout n=1 et pour tout k on a b,e®=e® | b,.

Démonstration. Par définition les e se déduisent des A%, k=1, ..., n, par la

matrice de Vandermonde inverse. Le lemme 1.14 montre que la méme matrice

permet de calculer les e | a partir des A%X_,, k=1, ..., n. La commutation des

¢!® a b est alors une conséquence immédiate de la commutation des Ak ab. O

Ce corollaire nous améne tout naturellement a étudier les familles d’éléments
£,€Q[S,], n=1, qui commutent aux b,, i.e. b, f,= f,_ b, pour tout n. Le premier
résultat dans cette direction a été obtenu par Barr [B].

2.7. Lemme de Barr. Soit ueQ[S,] tel que b,u=0 dans I, alors
u=(1/n!)sgn(u)e,.

Démonstration. cf. [B], p. 316.

En suivant Gerstenhaber et Schack [G-S] on va montrer quelques propriétés
des e®.

2.8. Proposition. Les éléments e e Z.[1/n!][S,] on les propriétés suivantes:

a) Pour toute famille f,eQ[S,], n=1, telle que b, f,=f,— b, pour tout n
ona

fa=sgn(f})el +... +sgn(f,)e™.

b) Les e sont entiérement déterminés par les conditions suivantes: pour tout
k fixé la famille des e commute a b et sgn(el’) =0 sauf pour n=k ou sgn(e”)=1.

c) Pour n fixé les e® forment une famille compléte d’idempotents orthogonaux,
cest adireid=e"+...+e™ eV e’ =0sii+jet e e =e®.
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d) Soit aiJ l'entier défini par I'égalité de polyndmes

Y oaiiti=(t—j+1)(t—j+2)...(t—j+n)

i=:1

On a alors

ePD=(1/nl) Y (=1 Tai*Ik.
P

=1

En particulier

e =(1/nY e =(1/n) 3 (—1F 1 E,

k=1

n

er V=(12—DY) ¥ (=1 (n+1-20)1,

k=1

et

eV =(1/n) Z (k—1)! (n— k) I¥.

k=1

n

e) Z (—l)k_lef,k)=('—1)("_1)("_2)/2(1)".

n=n,= Y & ona An,=(—1)F 1K+ D20y,

geSy

c'est a dire n,elm el"* /21,

g) Légalité (—1) ' Jk=kelV+...+kie"+...+k"e” est valable pour tout
keN.

h) Les idempotents e coincident avec les idempotents de Gerstenhaber et
Schack.

Démonstration. On a déja vu en 1.12 que ePeZ[1/n!][S,].

a) Posons f,=sgn(f;)e"+... +sgn(f,)e!”. On va montrer par récurrence
sur n que f,=f,. Pour n=1ona f; =sgn(f,)e{" = f;. Supposons que f, -y = fo—1 -
Puisque les f, commutent a b on a b(f,—f,)=(f,—1 —f.— 1)b=0. D’aprés le lemme
de Barr f,—f,=(sgn(f,) —sgn(f,)e" =0 (cf. 1.13) et donc f,=f,. <O

b) Soit &* une autre famille d’éléments satisfaisant aux mémes conditions.
D’aprés a) on a & =sgn(&)el" + ... +sgn(@)e” =el. O

¢) Appliquons a) a la famille e e. Si i}, sgn(e{’ ef’)=0 pour tout k, d’ou
eV e =0. Si i=j alors sgn(ef’ ef’)=1 lorsque k=i et =0 dans les autres cas,
donc e el =¢®. Pour la premiére identité c’est a) appliquée a id(car sgn(id)

=1). &
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d) La matrice de passage donnant les (—1)*~ ! A* en fonction des e (resp.

des (— 1y~ 'I)) est la matrice de Vandermonde v, telle que v% =Kk (resp. la

n+k—

k—j

matrice de passage donnant les e’ en fonction des (—1)* ' est (1/n!)a, il
suffit de vérifier I'égalité de matrices v,a,=n!c,, soit

matrice triangulaire c, telle que ckJ =< j), cf. 1.6), Pour vérifier que la

n
Y vkiabi=nlcki  pourtout k et j.
i=1

Orona

Y obiagii=Y kighi=(k—j+ 1)(k—j+2)...(k—j+n)=n!(n-]:k,_J)=n!cﬁ'f. o
i=1 i=1

e) Cest la condition a) appliquée a la famille d’¢léements [}=
(=1~ Dn=2/2¢,  (de signature (—1)""') qui commutent aux b, (cf. [L1,
lemme 1.1]).

f) Posons B, ,= > sgn(o) (nombres eulériens signés). L'analogue de (1.4.1)

geSn;k

pour les nombres eulériens signés est (cf. [F])

BZn.k=B2n— x,k_ﬂzn—l.k—la
Boni1.k=kBoui+2n—k+2)Bsp1-1-

Comme conséquence on obtient un analogue de la formule de Worpitzki

2n+
i

X

2n—1+
i

I
)ﬁzm—i:k",

Z( ’)/3=k

L’image de ¥ par I'homomorphisme d’augmentation Z[S,]—Z, o1, est
(—1)*" !B, . Puisque on=n pour tout ceS, on a lkn=(—1)*"'B,,n et par

conséquent Akn=> (— 1)‘('1__'_1)(_1)""—1/3”_!,,1:(_1)1:—1k[(n+1)/21,1_

i
g) On applique a) aux (—1)*~* A% en utilisant 1.13.

h) Gerstenhaber et Schack ont construit dans [G-S] des éléments de Q[S,]
qui commutent a b et qui ont méme signature que les e%®), ils leur sont donc
égaux d’aprés b). O

2.9. Démonstration du théoréme 1.7. C’est une conséquence immédiate des énon-
cés g) et ¢) ci-dessus. O
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2.10. La catégorie cyclique. Nous allons maintenant montrer des formules de
commutation relatives au bord de Connes B qui est un élément de L. Soit
T=1,+; l'isomorphisme de [n] dans Fin défini par t(i)=i+1 pour 0<i<n et
7(n)=0 (permutation cyclique).

Rappelons la définition de la catégorie cyclique 4 C°P définie par A. Connes
(et notée A°® dans [C2]). Elle a les mémes objets que A°". Ses générateurs
sont ceux de A4°° plus les opérateurs cycliques 7,,; (#=0). Ils sont soumis aux
relations de 4°P et a

n+1 __:
— Tp+1=Id,

— dityy1=71,d;_pour 1 Zi<n,
dOrn+1:dna

= SiTh+1=Tp+25i-1>

S0Th+1=Tn+25n-

Cette catégorie est autoduale, c’est a dire qu’il y a un isomorphisme AC =~ AC°?
(cf. [C2]).

2.11. Proposition. Il existe un foncteur AC°® — Fin rendant commutatif le dia-
gramme

4°® ——  AC®

J |

Fin ——  Fin

Démonstration. On n’a pas le choix en ce qui concerne les images dans Fin
des générateurs d; et s;. Pour 7,,, on choisit comme image la permutation
cyclique (notée aussi 7, ;) décrite en 2.10. La vérification dans Fin des relations
de AC°P est automatique.

On remarquera que ce foncteur n’est pas injectif sur les morphismes.

2.12. Le bord de Connes abstrait. On définit B=B,, dans IL par la formule sui-
vante

B,=0o( ). sgn(th+1)Tns1)€Z[Homypy,([n], [n+1])]

0<izn
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ou dy: [n] = [n+ 1] est le morphisme de Fin donné par d,(i)=i+ 1. On remar-
quera que B, est bien une combinaison linéaire de morphismes de [n] dans
[n+1]. Le bord de Connes est en fait (1 —(—1)"*'1,,,) B,. Mais dans les chapi-
tres suivants on va appliquer cet opérateur au complexe de Hochschild réduit
sur lequel 7,,,B, opeére trivialement. On peut donc se contenter de travailler
avec B, décrit ci-dessus.

2.13. Proposition. Pour tout n et pour tout k on a dans IL la relation
EB, =B, (klk_ —(n—k+1)E_}).
2.14. Corollaire. Pour tout k=1 on a dans IL les relations
MB, =B,  ki_,,

ainsi que y* B= B(ky*—(k—1)y*~!), sh* B= Bk(sh* —sh* ") et e¥ B=Be*~ 1),

Démonstration du corollaire. La premiére égalité résulte de 2.13 et d’un calcul
sur les coefficients binomiaux. Pour les deux formules suivantes il est plus rapide
de passer aux séries formelles. Posons 4,=) A*t* et similairement pour y et
sh. On a alors y,=4,, ,, et sh,=(1—1)"'y,. La formule pour y (resp. sh) est
équivalente a y,B= B(t—t?)y, (resp. sh,B=Bt((1—t)sh,—sh,) qui se déduit de
la formule pour 4,, a savoir A, B=Bt/,.

La formule pour les e® procéde du méme argument que pour la démonstra-
tionde 2.6. &

Démonstration de 2.13. Elle va occuper le reste de ce chapitre.

Pour tout o€S, on définit le nombre de retours cycliques comme étant le
nombre de retours (cf. 1.1) de o si n apparait avant 1 dans la suite Im o et
comme étant le nombre de retours de o plus 1 sinon. Il est immédiat de vérifier
que le nombre de retours cycliques ne dépend que du cycle (a(1) 0 (2)...a(n)).

On décompose S,., en S, U Sk, suivant que ¢~ ' a k retours cycliques ou
k+1 retours cycliques. L’élément eulérien [¥ se décompose alors de maniére
évidente en [f =%+ ['. On vérifie que

n 1k,0 _ jmn—k+1,1 mik,1 _ jm—k+1,0
In [0 — pm et Il .

Montrons que la proposition est une conséquence du
2.15. Lemme. I*'B=kBI%_,.

En effet 2.13 est vrai dans le cas extréme k=n: I"B= —BI'_} (déja utilisé
dans [L1]). De I'égalité ci-dessus on déduit alors [X°B=[[""** V1 B=["(n—k
+1)BI' A = —(n—k+1)BIPZ1 "2k ' = —(n—k+1)BIEZ). Les deux égalités
I1'B=kBIk_, et “°B= —(n—k+1)BI*Z1 nous donnent précisément 2.13.

Démonstration de 2.15. Les permutations ¢ qui apparaissent dans [%'! laissent
fixe 0. Donc on peut écrire ! 5,=05, 1ou k1 a la méme écriture que [%!
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avec ¢ opérant sur {0, ...,n} par G(i)=0(i) si i+0 et 6(0)=0. Ainsi 'égalité
a démontrer est équivalente a la formule suivante dans Z[S,]:

I (X sgn(m)r) =k sgn(r)T,)ln "

On va en fait établir une bijection entre les différents ¢léments intervenant
dans les développements a gauche et a droite.

2.16. Lemme. Fixons o€S,,, et i€{0, ..., n—1}. Il existe une unique permutation
wEeS, _ ., et un unique entier j tels que 6t' =1 w.

Démonstration. 11 existe un unique j tel que =176 1" envoie 0 sur 0. Montrons
que ce produit est dans S, _,.,. Puisque 6~ ' a k retours cycliques par hypothése,
il en est de méme de w=1"761". Puisque w(0)=0, c’est aussi le nombre de
retours de ™!, ot weS, ;4. O

2.17. Lemme. Fixons j et weS, _,.,. Il existe k paires (i, o) telles que o=1 161’
et 0eSY,.

Démonstration. Considérons la famille twt~' pour i=0,...,n—1. Puisque
tYweS,_,. il y a dans cette famille k éléments ayant k retours cycliques et
(n—k) éléments ayant (k+ 1) retours cycliques. Donc pour j et w fixés il y a
exactement k paires (i, o) avec 6eS?_ 1. O

Ces deux lemmes permettent d’établir la bijection cherchée. Les signes coin-
cident car ce sont toujours les signatures des permutations en cause. Ceci achéve
la démonstration de 2.15 et donc celle de 2.13. OO

3. Homologie de Hochschild

Soit C: Fin'— (K-modules) un foncteur dont on note encore C le compos¢ avec
A°? — Fin' décrit en 2.1. L’homologie H, (C) de ce module simplicial est ’homolo-
gie du complexe (C,, b= X;(—1)'d;). On va montrer que les résultats des chapi-
tres précédents permettent de construire sur H, (C) des A-opérations. Nous allons
énoncer ces résultats dans le cas particulier de ’homologie de Hochschild d’une
algeébre commutative, mais il sera bien clair dans les démonstrations qu’ils sont
valables pour tout foncteur C des ensembles finis pointés dans les K-modules.
On laisse au lecteur le soin d’expliciter I’énoncé dans le cas général.

3.1. L'homologie de Hochschild. Soit K un anneau commutatif et A une K-algebre
commutative que I'on supposera toujours unitaire. Tout module M sur A peut
étre considéré comme un A-bimodule (parfois qualifi¢ de «symétrique») par
am=ma.

Le module simplicial défini par [n]+— C,=M® A®" a pour faces

(may,a,,...,a,) si i=0,
d(m,a,,...,a,)={(may,....,a;a;4,,...,a,) si 1=5i<n,
(a,m,a,,...,a,_) sl i=n,
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et pour dégénérescences s;(m, a,, ..., a,)=m, a,, ..., a;, 1, a;,, ..., a,).

Par définition I'homologie de Hochschild de 4 a coefficients dans M est
I’homologie de ce module simplicial. Elle est notée H,(A, M). Lorsque M =A4
on notera aussi HH,(A) au lieu de H,(A4, A).

3.2. Proposition. Lorsque A est commutative et M symétrique, le foncteur A°P
— (K-modules), [n]— M ® A®" se factorise a travers la catégorie Fin' des ensem-
bles finis pointés.

Démonstration. On définit un foncteur Fin' — (K-modules) de la maniére suivante.
Pour tout application pointée f: [n]+—[p] on pose

f(ao, ...,an)=(bo, ceey bp)€M®A®p
(i.e. a, et boe M et les autres coefficients sont dans 4). On définit alors b; par

bi=a;a;,...a, si f7'O)={i},iz, ..., 0} et
b1 si f1()=0.

La commutativité de A et le fait que M soit symétrique impliquent que ce
foncteur est bien défini. Le composé 4°° — Fin'— (K-modules), ou le premier
foncteur est celui défini en 2.1.1, donne bien le module simplicial de départ.

11 résulte de cette proposition que la différentielle b= X;(— 1)'d; du complexe
C, est I'action de belLy sur C.

3.3. Lhomologie de Harrison (cf. [B]), Elle s’exprime classiquement en termes

de shuffles. Les modules Sh,= ) Im sh forment un sous-complexe de C, (cf.
k=2

2.4). Par définition [’homologie de Harrison, notée Harr,, est ’homologie du

complexe quotient C,/Sh,.

3.4. J-opérations et filtration sur le complexe C,

Puisque C est un Fin'-module, I'algébre de groupe K[S,]<LLk opere sur C,
et on note cette opération par le méme symbole, par exemple A% dans le cas
des A-opérations.

On a ainsi (cf. App.) une y-filtration F/C, sur C,. Le corollaire 2.5, qui
démontre la commutation entre b et y, implique que C, est un complexe filtré.
Il donne donc naissance a une suite spectrale E},=H ,(F}/F},;)=>H,, (C,).
Notons FH,(C,) la filtration sur I’aboutissement résultant de cette suite spec-
trale: F,H,(C,)=Im(H,(F?C,)— H,(C,)). On remarque qu’on a une inclusion
F'(C,)— FH,(C,) qui n’est pas forcément un isomorphisme.

3.5. Théoréme. Pour toute algébre commutative unitaire A sur l’anneau K et pour
tout A-module M on a

(a) F,H,(A, M)=F,H,(A, M)=H,(A, M) pour n>0 et F,Hy(A, M)
=Hy(A, M)=M (et idem pour F?).
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(b) F,.,H,(A, M)=0 pour tout n (et idem pour F?).

(c) Supposons M= A. Soit E}, le premier terme de la suite spectrale associée
a la y-filtration de C,. On a E,,=0 pour ¢<1 et pour q>n+1; E},=Harr,(A).
L'application naturelle p: Q7 x — H H,(A) est une surjection (resp. un isomorphisme)
sur F, . H,(A, A)=EJ,,, (resp. si de plus n! est inversible).

(d) On a un diagramme commutatif

(04 HH,
sgn(yh) j h
Q"——>HH,

ou sgn(y%) est un nombre entier. En particulier [’homomorphisme composé
ImusF!, HH,>Im u est la multiplication par n!. Si n! est inversible on a
un isomorphisme Q"=~F}!, ,HH,.

(e) H,(A, M) est un y-anneau (special y-ring) pour la multiplication triviale,
en particulier pour tout xe F H,(A, M) on a A*(x)+(—1)*kixe F, H,(4, M).

Démonstration. Ces résultats sont essentiellement fondés sur les formules concer-
nant les y* énoncées en 1.8.

(a) Puisque y,=id, on a, pour n>1, F,C,=C,. D’aprés 1.8 on constate
n+1

que Y yk=0, donc id=1y, est combinaison linéaire de 72, ...y2*'. Ainsi on a
k=1
F,C,=F,C,=C, pour tout n=1.

(b) Ceci résulte de y%¥=0 pour k=n+2 (cf. 1.8), qui implique F C,=0 pour
k=n+2.

(c) La premiere affirmation est immédiate d’aprés (a) et (b). Pour la seconde
on part de F}C,=C,. Montrons que F}, c’est a dire I'espace engendré par
les images de y3, ...,7y"*!, est exactement I'image engendrée par sh? ..., sh"

En effet, d’aprés 1.11, cette derniére s’identifie a Iimage engendrée par y’
n+1

+9%,7% ...,7""1 Or la relation ) yt=0 implique que C’est aussi I'espace
k=1

engendré par 73, ...,y"*!, c’est a dire F}C,. L’homologie de F}/F} (c’est a dire

E},) est donc bien 'homologie de Harrison (cf. 3.3).

Posons x=4a,®...®a, et X=ayda,...da,. L’homomorphisme p est donné
par p(x)=[e,(x)] (cf. [L-Q, formule 2.3]). D’aprés 1.8 on a y"*!'=(—1)"¢, et
donc p(x)=(—1)"[y"*(x)]. Ceci prouve que I'image de u est E,, , H,(C).

Lorsque n! est inversible x4 a un inverse donné par x+—(1/n!)x, c’est donc
un isomorphisme sur F,, , H,(C).

(d) La commutativité du diagramme résulte de

Yo u(X)= [y o&,(x)] = [sgn(y) &,(x)] =sgn(y) u(x).
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Si x est un cycle on a y" " [x]=[y"" 1 (x)]=(—1)"[e,(x)]=(—1)" u(X) ce qui
prouve linclusion de F),,HH, dans Im p. D’autre part on a n! u(x)=
(=1 sgn(y"*!) u(x)=(—1)" y"*! u(x), ce qui prouve l'autre inclusion.

Si n! est inversible I'application x+(1/n!)(X) est un inverse pour u. On a
doncn!Im pu=F), \HH,=Im p=Q".

(e) Puisque H, est un anneau sans ¢lément unité a multiplication triviale,
il suffit d’aprés I'appendice de prouver que A* est une application Z-linéaire
et que A AK =(— 1)k~ D&V kK Ces propriétés résultent du chapitre 1 (en parti-
culier 1.7).

La seconde assertion est une propriété des y-anneaux (cf. la proposition
de appendice). ¢

3.6. Décomposition de Hodge en caractéristique zéro. Les résultats précédents
ne font aucune hypothése sur la caractéristique de I'anneau de base K. Par
contre si 'on suppose que K contient Q, on dispose des idempotents e’ dans
K[S,]<L, et la y-filtration provient en fait d’un scindage du complexe de Hoch-
schild. On note C¥® (resp. H¥ (A4, M)) I'image de l'action de ¢ sur C, (resp.
H,(A, M)). D’apres 2.6 le complexe C, se scinde en somme directe des sous-
complexes C¥ et F/C,= @, «;C¥ ou encore Gr},,C,=C®. La suite spectrale
est alors complétement dégénérée et les deux filtrations de H,, coincident.

3.7. Théoréme ([B-V], [G-S]). Si K contient Q on a, pour tout n= 1, une décompo-
sition de Hodge de I’homologie de Hochschild:

H, (A, M)=HP(A4, M)®.. ®H"(A, M) avec

H{(4, A)=Harr,(4) et HP(A, A)=Q"x.

Cette derniére égalité était déja dans [B]. Rappelons ici que H,(A4, M)
=H{ (A, M)=M.

Démonstration. La premiére assertion est un conséquence immédiate du scindage
du complexe de Hochschild mentionné plus haut. Les autres résultent de 3.5¢)
et3.5d). ¢

4. Homologie cyclique des algébres commutatives

Soit C: Fin —(K-modules) un foncteur de la catégorie des ensembles finis dans
la catégorie des K-modules. D’apres le chapitre 2 il détermine par composition
avec AC°® — Fin un foncteur de AC°® dans la catégorie des K-modules c’est
a dire un module cyclique. Nous allons étudier dans ce chapitre les A-opérations
et leurs filtrations associées sur I’homologie cyclique de ce module cyclique.

Comme prédédemment nous énoncerons les propriétés pour le cas de ’homo-
logie cyclique d’une algébre commutative, mais il sera bien clair dans les démon-
strations que tout ceci est valable pour tout module cyclique provenant d’un
foncteur Fin — (K-modules).
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4.1. Homologie cycligue. Un module cyclique est un foncteur C: ACP
— (K-modules). Par définition [L-Q] son homologie cyclique est ’'homologie
du bicomplexe B(C)

L
62‘ C-l CO
2t B —

¢, Co

b{

Co

ou C, est le quotient de C, par le sous-module engendré par les dégénérescences
et ou b et B sont les actions des éléments b et B de ILg sur C,.

Pour toute K-algébre unitaire A4 le module simplicial A¥: [n]—>A®"* ! est
un module cyclique pour t,,(aq, ..., a,)=(a,, ag, ..., a,—;). On note HC,(A)
les groupes d’homologie cyclique lorsque C=A4*.

4.2. Proposition. Lorsque A est commutatif le foncteur A*: AC°P — (K-modules)
se factorise a travers la catégorie Fin des ensembles finis.

Démonstration. 11 suffit de reprendre la démonstration de 3.2. En effet lorsque
M = A le foncteur de Fin' dans (K-modules) est en fait bien défini sur la catégorie
Fin toute entiére. Pour montrer que la restriction a AC°? est bien A* il suffit
de constater que 7, ; =(0 1...n)e K [S,, ;] =Ly opére sur A®"*! comme indiqué
ci-dessus. O

4.3. J-opérations et filtrations sur I’homologie cyclique

On définit une opération A* sur le bicomplexe B(C) en prenant A* sur la premiére
colonne, k2* sur la seconde et plus généralement k' A* sur la i-éme. D’aprés
2.14 on a BkA*=A*B, donc ces actions s’assemblent pour définir un endomor-
phisme du K-module différentiel gradué Tot B(C), que I'on note encore A*. Il
induit ainsi une opération (toujours noteé¢ A¥) sur le groupe d’homologie
HC,(C)=HC,(Tot B(C)). 1l est clair que 'on a aussi des opérations y*, sh*
et Yk

Comme dans le cas de I’homologie de Hochschild on a une y-filtration sur
le bicomplexe B(C), d’ou une suite spectrale E,‘,q:>HCp+q(C). Les deux filtrations
de HC,(C) (celle provenant de la suite spectrale et la y-filtration) sont liées
par une inclusion FHC, - FFHC,,.

4.4. Théoréme. Pour tout algébre commutative unitaire A sur l'anneau K on a

(a) FFHC,(A)=F,HC,(A)=HC,(A) pour n=1 et F{HCy(A)=HC,(A)=A
(et idem pour F'HC,).

(b) E,,,HC,(A)=0 (et idem pour F HC),).
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(c) Soit E,, les premiers termes de la suite spectrale associée a la y-filtration
de Tot B(C). On a E},=0 pour q<1 et pour q>p+1; E,,=Harr,(A) si p=3
(pour p=2 on a une suite exacte 0 — Harr,(A4) —» E}, - H$(4) - 0).

(d) HC,(A) est un y-anneau (special y-ring) pour la multiplication triviale, en
particulier pour tout xe F HC,(A) on a 2*(x)+(—1)*k'xe F, , HC,(A).

On remarque en particulier que le générateur de HC,,(K) est dans
FE!,HC,,(K) mais pas dans F, , HC,,(K).

Démonstration. Les formules 2.14 montrent que F; B(C) a pour premiére colonne
F;C, puis pour deuxiéme colonne F;_, C, etc.
(a) et (b) Ce sont des conséquences immédiates de 3.5a) et b).
(c) La premiére assertion est immédiate d’aprés F{C,=F}C,. La seconde,
a savoir E,, =0 pour ¢>n+ 1, découle de F?C;=0 pour i>j+1.
Le bicomplexe F} B(C)/F} B(C)) a la forme suivante
l !

GriCye— 0

b

Gr)ll (_:2 — 0

Gr}C,«———Gr}C,

”l

Puisque Gr} C,=4, Gr}Cy=A®A et que B induit d sur 'homologie hori-
zontale, on en déduit la derniére assertion de (c).

(d) Les opérations A* sont Z-linéaires et vérifient la propriété de multiplicati-
vité 1.7, donc, d’apreés 'appendice, HC, est un y-anneau. ¢

4.5. Décomposition de Hodge de I’homologie cyclique en caractéristique zéro. Sup-
posons maintenant que I'anneau de base K contienne Q. D’apres 2.6 et 2.14
le bicomplexe B(C) se décompose en somme directe de sous-bicomplexes B(C)"?
ayant la forme suivante

A |

i+1 CY, Ci e . CP« 0
b b b

I o IO o5 | P P o { PR/
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On note HCY TI'homologie de Tot, B(C)?. On a évidlemment HCY
=Grl,HC, et y* (resp. 1*) opére par la multiplication par k‘*! (resp.
(—1)*~ 1 k) sur cette composante.

Enongons tout d’abord les principaux théorémes concernant cette décompo-
sition.

4.6. Théoréme. Si K contient Q on a, pour tout n>0, une décomposition de Hodge
de I’homologie cyclique:

HC,(A)=HCP(A)®...@HC™(A) avec

HC\V(A)=Harr,(A) pour n=3 et une suite exacte

0- Harr, - HCY) - HY, -0 pour n=2,

HCL")(A) = Q:'q/l(/dg;/_xl »

Lorsque l'algébre A est lisse sur K cette décomposition s’écrit

HC,,=0®...®0@H @ H2e®...®HYY 2@Q2"/dQ?" 1,
HCypi 1 =00®...00@0DHL @ H3x®... DHA® Q2" 1 /dQ?".

Dans [L1] on a démontré que, si A est muni d’une involution et si 2 est
inversible dans K, on a une décomposition de I’homologie cyclique en somme
directe de 'homologie diédrale HD, et de ’homologie diédrale gauche HD,,.
Le lien entre ces deux décompositions est le suivant.

4.7. Proposition. Munissons l'algébre commutative A de l'involution triviale. On
a alors

HD,(A)=@®;HC?"(A) et HD,(A)=@®; HCZ'"V(A).

Connes a démontré que ’homologie de Hochschild et 'homologie cyclique
sont liées par une suite exacte dite de périodicité [C2, L-Q]. Elle se comporte
de la maniére suivante vis-a-vis de la décomposition précédente.

4.8. Théoréme. Soit A une algébre commutative sur l'anneau K contenant Q.
Pour tout i on a une suite exacte

..o HHO(A) > HCY(4) > HCY=D(4) > HHY. [ (A) > ...

o HCY) [(A)» Q7 1dQT 2 - Q- QL /dQiT 0.
En particulier HC,,(K)=HC{(K)=K.

Démonstration de 4.6. Le bicomplexe B(C)" est exactement celui décrit dans
la preuve de 4.4 c), d’ou le résultat.

D’aprés la forme de B(C)™ et le fait que le conoyau de b: C¢*1 — C¥® soit
Q' (B induisant d) on déduit que HC! =Q"/dQ"~!.
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Lorsque A est lisse le bicomplexe B(C)"” est quasi-isomorphe au bicomplexe
formé du complexe de de Rham tronqué

QeQ e QO

sur la ligne i et 0 partout ailleurs (cf. [L-Q, 2.8]). Il suffit de prendre 'homologie
pour trouver les formules cherchées.

Démonstration de 4.7. Le scindage du complexe C en C*@®C~ (donnant HD
et HD') se fait grace a 'opérateur I, qui est d’ordre 2. En utilisant 2.8¢) on
montre que LX(—1)f"'e®=rr=1=Xe®, dou I"e®=(—1)*"1e®. On en
déduit la comparaison annoncée. <

Démonstration de 4.8. L’homologie de la premiére colonne de B(C)? est HHY.
L’homologie du quotient par cette premiére colonne est HH ") décalé de 2.
Le résultat annoncé n’est donc que la longue suite exacte d’homologie d’une
suite exacte courte de complexes.

4.9. Comparaison avec [B-V] et [F-T]. Une décomposition de I’homologie de
Hochschild et de ’homologie cyclique d’une algébre commutative dans le cas
rationnel a été obtenue par Burghelea et Vigué-Poirrier [B-V] par une méthode
différente. En se plagant dans la catégorie des algebres différentielles graduées
commutatives (ADGC), ils résolvent 4 par une ADGC libre et montrent que
I’homologie de A4 est 'homologie de cette ADGC. Grace au calcul de 'homologie
d’une algebre tensorielle (cf. [L-Q, prop. 5.4]) on peut ramener ’homologie de
’ADGC en question a ’homologie d’un complexe plus simple (cf. [B-V, théo-
reme 2.4]). C’est a partir de ce complexe qu’est définie pour toute ADGC la
graduation de Burghelea et Vigué-Poirrier. Le cas particulier d’une algébre com-
mutative est étudié dans [V], ou est aussi démontré le théoreme 4.6 ci-dessus.

En appliquant notre décomposition au module cyclique associé¢ a TADGC
ci-dessus et en passant au complexe plus simple, on constate que I'opération
¥ opére précisément par (— 1)~ 'k’ sur la i-éme composante de la graduation.
Ceci démontre que les deux décompositions coincident.

Dans [F-T] Feigin et Tsygan ont aussi défini des A-opérations sur I’homolo-
gie cyclique dans le cas rationnel pour une algébre commutative. [ls définissent
ces opérations sur le complexe de Connes (4®"*!/(1—(—1)"1, b)). On a montré
dans [L-P] que ces opérations sont les mémes que les ndtres. Par conséquent
leur décomposition de 'homologie cyclique coincide avec celle décrite précédem-
ment.

4.10. Remarque. 1l est clair que la décomposition de Hodge du bicomplexe B(C)
permet de définir une décomposition de Hodge pour I’homologie cyclique néga-
tive ainsi que pour I’homologie cyclique périodique.

5. A-opérations et théorie des invariants
Dans ce chapitre K est un corps de caractéristique 0, par exemple Q.

Nous allons montrer que via la théorie des invariants les ¢léments eulériens
peuvent s’interpréter comme de vraies puissances extérieures. C’est en fait le
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résultat principal de [L-P]. Grice a cette interprétation et aux propriétés de
A-anneau des représentations de l'algébre de Lie des matrices, on en déduit
une preuve de la propriété de multiplicativité des ¢léments eulériens.

5.1. Théorie des invariants. Notons gl,=gl,(K) l'algeébre de Lie des matrices
pxp a coefficients dans K. L’inclusion gl,< gl,,, est obtenue en rajoutant
une ligne et une colonne de zéros. A la limite on obtient | ) gl,=gl.

p

Le produit tensoriel au-dessus de K de n copies de gl, est noté gI®". C’est
un gl,-module dont le quotient par cette action est le module des coinvariants
(g12"),. Si V désigne I'espace vectoriel K? on a gl,=gl(V) et gl®" s’identifie
a gl(V®". A toute permutation geS, est associé I'endomorphisme de V®" qui
permute les variables. On a ainsi un homomorphisme K[S,]— gl(V®"), qui
par projection sur les coinvariants donne K[S,,]—»(gl,,@’")g,p. Cet homomor-
phisme est S,-€quivariant pour I’action de S, par conjugaison sur K[S,].

La théorie des invariants nous dit que K[S,] —(gl;>"),;, est un isomorphisme
des que p=n.

Soit U, la classe de conjugaison du cycle t=(12...n) dans S,. Il y a une
bijection canonique S,_; = U, qui est S,_,-équivariante pour I'action a gauche
de S, _, sur lui-méme et 'action par conjugaison de S,_, sur U, (S,_, €tant
identifi¢ au sous-groupe des permutations de S, qui fixent 1).

Nous allons nous intéresser a I'inclusion

inc: K[S,-J=K[U,] < K[S,]=(gl")y, -

P
5.2. Puissances extérieures des matrices. Si V=KP? alors A"V;K(k) et donc
gl(A* V);gl(p). On note A% l'application k-iéme puissance extérieure A%: gl,
k
— gl donnée par
)

k
AL@Oy A AB)= Y VA AU  AAD) AV A LAY
i=1

C’est un homomorphisme d’algébres de Lie qui induit un homomorphisme
S.-équivariant (g3 ")y — (gl(,fjj ")g, (p). Apreés stabilisation on en déduit
k k

A:: (glp®")gl,, =¥ (gl®")gl .

On remarquera que pour p=n ceci nous donne un endomorphisme
S,-équivariant de (gl®"),=K[S,], mais, bien que le module ne dépende plus
de p, 'endomorphisme en dépend toujours.

Le résultat principal de Loday-Procesi [L-P], qui relie puissances extérieures
et éléments eulériens, est le suivant:
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5.4. Théoréme [L-P, prop. 3.4]. Le diagramme ci-dessous est commutatif

K[S,-.] —in:"(gl@")gl

- A

K[S,- ] ——(al®")y

la fléche verticale de gauche étant la multiplication par I_,.

La combinaison linéaire des X_,, qui donne A*_, (cf. 1.6), appliquée aux
A% nous donne un endomorphisme de (gI®"), que 'on note A% g- On va voir
que ces endomorphismes proviennent de 'anneau des représentations de gl.

5.4. Représentations de l'algébre de Lie gl. On note R(gl,) le groupe de Grothen-
dieck des représentations de dimension finie sur K de I'algébre de Lie gl,. Les
générateurs sont les classes d’équivalence d’homomorphismes d’algeébres de Lie
gl,—>gl. Un tel homomorphisme induit un autre homomorphisme (gl5>"),,
—(gI®"),;, d’ou en définitive une fleche

R(gl,) > Homg, (817", (G1®")g)-

En fait R(gl,) est un A-anneau (cf. [G]) canoniquement isomorphe a I'algebre
de polynomes sur les indéterminées A'(id,), A*(id,), ..., A7(id,). Le procédé de
stabilisation habituel permet de définir R(gl)=1lim, R(gl,) qui est un A-anneau
canoniquement isomorphe a K[4!, ..., 4, ...].

La fleche précédente se stabilise en

R(gl) » Homg, ((g1®")g1, (81%")g)

et I'image de A* par cette fleche est précisément A% .
En fait on va seulement s’intéresser ici a la «partie primitive» K[U,_,]
de K[S,]=(gI®"),, cest a dire a la fleche

R(gl) » Homs, _,(K[S,-1], K[S,-1)=K[S,-].

On note p, limage dans K[S,-,] de peR(gl). On constate que (1), =4},
car la restriction A} , a K[S,_ ] est 4;_, (cf. 5.3).

5.5. Démonstration de 1.7. Puisque R(gl) est un A-anneau on a la relation A*(1*)
=B_.(A, ..., %), qui implique A_, A¥_ | = 2% o X = K(I¥), = B, (A1, ..., 1), .
Comme on s’est restreint a I’action sur la partie primitive, la structure d’anneau
est triviale et tous les produits de B, ;. donnent 0. 1l reste donc B,.(4', ..., A*¥),
=(— 1)k~ DE =D kK oy en définitive AX_, 2K, =(— 1)k~ DK =D JkK 0y

Note ajoutée aprés la rédaction. La décomposition de Hodge de I'homologie
cyclique dans le cas rationnel a aussi été obtenue indépendamment par T. Nat-
sume et S.D. Schack dans un preprint récent: «A decomposition for the cyclic
cohomology of a commutative algebra». D’autre part on trouvera dans 'article
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de P. Hanlon intitulé «The action of S, on the components of the Hodge decom-
position of Hochschild homology» des renseignements supplémentaires sur les
idempotents e

Appendice. Structure de y-anneau d’un idéal & multiplication nulle

Un Z-anneau (special A-ring) est un anneau commutatif unitaire R équipé d’appli-
cations ensemblistes A*: R — R, k >0 satisfaisant les propriétés suivantes

i) A2(x)=1, A {x)==x,
i) A"(x+y)= Y A(x) A" (),
i=0
iii) A"(xy)=R(A' (%), ..., 2"(x); A (p), ..., 2"())),
iv) A"(A"(x))= B, m(A' (%), ..., A"™(x)),
ou les polynémes F, et B, ,, sont certains polynémes universels (cf. [G, A-T]).

A partir des A-opérations on construit des y-opérations et des opérations
d’Adams par les formules suivantes:

o) = (x+k— 1),
RO — YA () A1 (0 + e+ (= DF Y () 2471 (0 4+ (= DF k2K () =0

Supposons que R soit augmenté et que 'augmentation ¢: R — Z soit un
homorphisme de 1-anneaux. La y-filtration de I'idéal d’augmentation I =Ker ¢
est définie par

F)I={groupe additif engendré par les monémes y"'(x,)...y™(x,), ou x,€l
etn,+...+n,2n}.

Cette filtration posséde les propriétés suivantes (cf. [A-T, prop. 5.4 et 5.5]):

xe R I=y*(x)+(— D kA (x)eE I (n21),
xeE 1= *(x)+(—1)*k" 'xeF' I (n=1).

Soit I un anneau sans élément unité muni d’opérations y*. On dit que I
est un y-anneau (special y-ring) s’il existe un A-anneau augmenté R tel que [
en soit Iidéal d’augmentation. On a donc R=Z®I et i@, x)

(- 2.())

Proposition. Soit I un anneau sans élément unité muni de la multiplication triviale.
Les opérations 2*: I - I font de I un y-anneau si et seulement si pour tout x, yel
ona

a) A°(x)=0, Al (x)=x,
b) A*(x+y)=21*(x)+A*(y),
¢) (¥ (x))=(—1)*~DE =D 2K (x),
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Démonstration. 11 suffit de traduire les conditions des A-anneaux. La condition
i) se traduit en a) et la condition ii) en b) car le produit est nul dans I. La
condition iii) est immédiate car le polyndme P, est une somme de produits,
il est donc nul dans I tout comme A"(xy). La condition iv) se simplifie car
le polynéme P, , est (—1)" " !(—1)""' 2™ +une somme de produits de 1’ ce
qui donne la condition ¢).
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