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Variations sur un théme de Mahler

Gilles Lachaud
Université Paris VII, U.E.R. de Mathématiques, 2. place Jussieu, F-75221 Paris Cedex 05, France

1. Introduction

Soit S={p,,...,p,} un ensemble fini de nombres premiers, et P=p, ... p,; on
note Z"(S) I'ensemble des vecteurs x=(x,,...,x,) de Z" dont les coordonnées
sont premiéres a P dans leur ensemble, c’est-a-dire sont telles que le p.g.c.d. de
X505 x,, P soit égal a 1.

Soit, d’autre part, F(x)=F(x,,...,x,) une forme homogéne a n variables et a
coefficients entiers, de degré d. On s’intéresse ici au nombre v4(m) de vecteurs
x=(x,...,x,)eZ"(S) tels qu'il existe des entiers positifs u,,...,u, permettant
d’écrire:

[F(xy,....x,)|=mp{...pL. (1)

Dans cette relation il est naturel de supposer que m et P sont premiers entre eux
et que m=1.

Pour tout premier p, on note |x|, la valeur absolue de xeQ associ¢e a la
place définie par p. On note |x|, la valeur absolue archimédienne de Q, et si
xeQ", on pose:

Fs(x)=|F(x)|o [TIF(x)I,. 2

peS

Avec ces notations, on a, si (m, P)=1:

vs(m)= 4 {xeZ"(S)| Fs(x)=m}. A3)
Posons, pour teR

Ny(t) = # {xeZ"(S)|F5(x) <1}, (4

de telle sorte que:

Ns(t)=" 3 vs(m); (5)

m=st
(m,P)=1
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on se propose de donner une formule asymptotique pour Ng(t) lorsque ¢ tend
vers l'infini.

Kurt Mahler a démontré en 1934 (cf. [7]) le résultat suivant. Lorsque F est
une forme binaire de degré d =3 et irréductible sur Q, alors Ng(t) est fini pour
tout teR ; et si pour tout peS la forme F est anisotrope sur Q,, c'est-a-dire si
F(x)#0 dés que x+0 dans Q,, alors on a

Ns(t)=Vs t2/d+0(rl/ld71))q (6)

avec une constante Vg convenable (cf. la définition (12) ci-dessous).

Cette question a été reprise par May (cf. [17], puis par Ramachandra (cf.
[10]) dans le cas ou F est une forme normique (cf. le §2), et ou il n’y a pas de
places ultramétriques.

On va démontrer le résultat suivant:

Théoréme. Avec les notations précédentes, supposons la forme F anisotrope sur R
et sur Q, lorsque peSs. Alors

Ny(t)=V £ 4 O (£ 00,

ou Vg est le nombre défini par la formule (12) ci-dessous et ou 0> 1.

On peut d’ores et déja remarquer les faits suivants. Si x=(x,,...,x,)€eQ}, on
pose:

[xll,=max(|x,|,, ..., |x,|,)
Si la forme F est anisotrope sur Q,, il existe un nombre ¢,>0 tel que
|F(x),2¢, (7

lorsque xeQ), et [x|,=1; si la forme F est anisotrope sur Q, pour tout peS, on
a donc, en notant cg le produit des ¢, la relation

Fy(x)=cg | F(x)]o (8)

lorsque xeZ"(S), puisque si xeZ"(S) on a | x| ,=1 pour tout peS.

Si F est anisotrope sur R, elle ne change pas de signe; on supposera dans ce
qui suit que F(x)>0 si xeR" est non nul. En notant ¢, la borne inférieure de F
sur la sphére || x| ,=1, il s’ensuit que pour tout xeR" on a

F(x)Zco [Ix]5- ©)

Les relations (8) et (9) impliquent que F(x) tend vers l'infini lorsque | x|, tend
vers I'infini, pour xeZ"(S); les hypothéses du théoréme impliquent donc que le
nombre Ng(t) est fini pour tout t>0.

Soit dx la mesure de Haar sur Q) telle que la boule [x[[,=1 soit de
volume 1. On pose

V.= | [F(x)|,""dx; (10)

[lx[lp=1
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la formule (7) assure la convergence de cette intégrale. On pose encore:
Vo=vol{xeR"|F(x)=<1}: (11)

ce volume est fini puisque c’est celui d'un compact, vu la relation (9); ceci
permet de définir

Vs=Vol1V, (12)

peS
Remarques 1. Le théoréme implique que la série

Z (2. F)= vg(m) 1

mp=1 M F(x)’

ou la deuxiéme sommation se fait sur Z"(S), converge pour Rez>n/d et se
prolonge méromorphiquement au demi-plan Re z>(n—(0)/d avec un seul pole en

z=n/d, qui est simple et de résidu gVS. On peut montrer (cf. [4]) que la série

Z(z,F) se prolonge en fait au plan complexe tout entier avec n/d comme seul
pole.

2. Lorsqu'il n'y a pas de places ultramétriques, c'est-a-dire lorsque S=¢. le
résultat précédent s’interpréte comme suit. Notons

1 ¢ 1 ¢
F(D)=F — —~—*)

2im ix, 2in Cx,

I'opérateur différentiel défini par F. Si F est anisotrope l'opérateur F(D) est
elliptique et définit un opérateur auto-adjoint dans I'espace de Hilbert L*(R"/Z").
Les valeurs propres de cet opérateur sont les entiers meF(Z"), et la multiplicité
de m est v(m). Le nombre N(t) est donc égal au nombre de valeurs propres de cet
opérateur inférieures a t. Dans ce cas, le résultat est démontré, par exemple, dans
[3], [11], [12], [16].

3. On aurait pu, sans plus de difficultés, se placer comme dans [4] sous
I'hypothése ou la forme F est semi-homogéne, c'est-a-dire vérifie la relation

F(T"X,....T"X)=T'F(X,.....X,)

avec des entiers d, d,,...,d,, mais entre la description la plus générale et la
presentation la plus claire, on a opté pour le second parti.

4. Les intégrales V, aux places finies peuvent se calculer en fonction du
nombre de solutions de I'équation définie par la forme F sur le corps résiduel F,,
en utilisant la théorie d'Ono (cf. [9]). Soit dg, la forme différentielle sur la
varieté de Q! d'équation F(x)=y telle que do,AdF=dx, et  la fonction
caracteristique de I'ensemble {xeQ}||lx|,=1}: la fonction d'Ono

V)= | ¥(x)do(x)

F(x)=y
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se calcule explicitement; si, par exemple, [grad F(x)[|,=1 des que |x[,=1, on a
Yr(»)=0si y¢Z,, et Yp(y)=p'~"N(J) sinon, en notant j la classe de y mod p, et
en posant, pour x€F,,

N(«)={BeF; —{0}|F(f)=0}.

Avec ces notations, on a

V,,=0j Ly~ Ye(v) dy;

La fonction ¥ intervient comme facteur local de la série singuliére de Hardy-
Littlewood.

Voici comment est défini le nombre 6 figurant dans I’énoncé du théoréme.
Notons H T'hypersurface de R" d’équation F(x)=1, qui est sans singularités
puisque F est homogene en vertu de 'équation d’Euler.

On dispose, sur H, d'une forme différentielle do, définie par la relation
do AndF =dx, de telle sorte que

| fx)dx=]t"==1[f(c"x)do(x)dt, (13)
F(x)£1 0 H

si f est une fonction continue sur R". Et alors, en vertu du théoréme de
Lebesgue, la fonction

J(Q)=[f(x) e " dg(x) (14)
H

tend vers 0 a l'infini.

Définition. Sous les conditions et avec les notations précédentes, on dira que la
forme F est d’ordre o si

J(O)<lEllo” (15)

lorsque & tend vers linfini pour toute fonction f de classe C™.
On va démontrer le théoréme pour

O0=n/(n—a)
si F est d’ordre o.

Toute forme anisotrope est d’ordre 0 au moins. En fait, I'intégrale J, se
raméne, par une représentation paramétrique de I'hypersurface H, a des
intégrales oscillantes de la forme

I(1)= [ g(x)e™™dx
Rn

en posant |£|=1, avec ge CP(R") et h analytique sur R". Malgrange (cf. [8]) a
démontré que de telles intégrales admettent un développement asymptotique

I(t)=1"*(logt)’ +...
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avec a€Q, a>0, et beN, 0=b=<n—1. 1l s’ensuit que toute forme anisotrope est
d’ordre strictement positif; en ce cas 0 est toujours strictement supérieur a 1 et
on obtient ainsi I'analogue de I'estimation de Gauss pour le probléme du cercle:
le nombre de points entiers contenus dans un domaine est égal a l'aire de ce
domaine, avec une erreur de I'ordre de la longueur de la courbe qui le délimite.

Remarques 5. Soit W(x) la restriction de la Hessienne de F a I'hyperplan tangent
a H en x. Si k est la borne inférieure du rang de W lorsque x parcourt H,
autrement dits s’il y a toujours k rayons de courbure non nuls, alors F est d’ordre
k/2. En particulier, toute forme strictement convexe est d’ordre (n—1)/2 (cf, [6]
et [15]), ce qui est le meilleur résultat possible; dans ce cas, 0=1+(n—1)/(n+1),
ce qui fournit une estimation analogue a celle de Van der Corput pour le
probléme du cercle.

6. Supposons n=2 et soit g I'ordre maximal d’annulation de la courbure de
la courbe H; alors F est d’ordre 1/(q+2) (cf. [2]).

7. La forme d’Euler
F(x)=x{+...4+x4

est d’ordre (n—1)/d (cf. [12]).
8. On pourrait obtenir de meilleures estimations en effectuant une partition
de R" en sous-espaces V; coniques dans lesquels on a

Atw) <L (w)|t]~*

pour t tendant vers linfini, et weV,nS"' avec une fonction ¢; sous-
harmonique et intégrable; (cf. [12]) pour le cas de la forme d’Euler et [2] pour
le cas générique.

2. Les formes normiques

Soit K un corps de nombres algébriques de degré d, sur le corps Q des
rationnels. On note ¢ un élément primitif entier de K, et N(x) la norme de xeK
pour I'extension de K sur Q.

Par ailleurs, soit h un entier positif; pour x=(x,,...,x,)eZ"*! on pose

F(x)=N(xq+x, E+...+x,&". (16)

Cette forme normique de degré d est irréductible sur Q et a coefficients
entiers (cf. [1], Ch. 2).

Voici un critére permettant daffirmer que la forme normique (16) est
anisotrope sur Q,. si p est une place ultramétrique. Supposons le premier p non
ramifié¢ dans K et écrivons, en notant Oy I'anneau des entiers de K,

pOy=P, ..P (17)

la décomposition en idéaux premiers de K de I'idéal pOy engendré par p;
notons f; le degré résiduel de P, et f, le plus petit des entiers f;.
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Proposition. Si h<f,, la forme F est anisotrope sur Q ,.

Soit K; le complété de K pour la valuation définie par P; c'est une extension
de Q,, engendrée par ¢ et de degré f;; en notant N, la norme de K; sur Q,. on a

F(Xgroox)= ] Nixo+...+x," (18)
1<i=d
pour tout vecteur (x,,...,x,)eQ"*' (pour tout ceci, cf. [1], ch.4, n°2); et la

formule (18) reste vraie si les coordonnées x; sont dans Q,,.
Si on avait F(x,,...,x,)=0 pour un vecteur de Q}*", il s'ensuivrait que

X, &'+ ... 4+x,=0

dans l'un des K;, donc que ¢ vérifie une équation de degré h, ce qui est
impossible puisque K; est une extension de degré f;>h par hypothése et dont ¢
est un €lément primitif sur Q,.

Exemple 2.1. Prenons h=1 et soit K=Q({), ou { est une racine primitive g-iéme
de I'unité. On a

Ni(x =0 =¢,(x),

ou ¢, est le g-ieme polynéme cyclotomique; si (p,q)=1, il est bien connu que p
est non ramifi€¢ dans K et que f, est égal au plus petit entier [ tel que
p’=1(mod q); la densité des nombres premiers p tels que f,>1 est donc égale,
par le théoréeme de Dirichlet, & 1 —(1/¢(q)); la forme

F(X,Y)=Ng(aX +b{Y)

ou a et b sont des entiers strictement positifs, est anisotrope dans Q, pour une
infinit¢ de nombre premiers; puisque ¢, n’a aucune recine réelle, la forme F est
¢galement anisotrope sur R et satisfait donc aux hypothéses du théoréme.

3. Démonstration du théoréme

Pour ce faire, on va utiliser des méthodes élémentaires d’analyse harmonique sur
I'anneau des adéles de Q. Pour un exposé de ces méthodes et une démonstration
des résultats utilisés ici, on renvoie a [5], ch. XIV et a [14], ch. VI, ainsi qua
[91.

Pour tout premier p, on note ¢, (resp. ¥,) la fonction caractéristique de
ensemble |x|, <1 (resp. ||x],=1) de Q}. Soit A I'anneau des ad¢les de Q; pour
x=(x,)eA", on pose

Ys()=1v,(x,) []¢,(x,) (19)
PéS

peS

Ainsi en identifiant un xeQ" a son image dans A" de la maniére habituelle on a
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Z'(S)={xeQ"|y5(x)=1}. (20)
Pour xeA" on pose
I:S(X)=|F(xo)|on'F(x,,”,,; (21)
PeS

si xeQ", on retrouve la définition (2).
Sit=1, on note y(t, x) la fonction caractéristique de I'ensemble des xe A" qui
verifient Fg(x)<t, ce qui permet de définir la fonction

T(t, X) = (x) P(t, x). (22)
Ceci posé, il vient
Ns(t)=Y. ©(t,%). (23)
xeQ”

La relation (23) va permettre d’estimer Ng(t) en utilisant la formule de Poisson
adélique. Cette méthode est essentiellement celle de Van der Corput lorsque
S=f et F(x,y)=x?+y?*; elle a été reprise notamment par Hormander (cf. [3]) et
Randol (cf. [13]). Tout d’abord, on va régulariser la fonction 7 a la place
archimédienne.

Soit k une fonction C* positive sur R", a support dans la boule unité, telle
que k(0)=1, et d’intégrale totale 1. Pour xeR" et £¢>0, on pose k,(x)=¢""k(x/e)
et

(6, x)=g(x ) | k() t(t,x—y)dy (24)

R"
en notant x, la projection de xeA" sur le sous-espace A’ des adéles dont la
composante archimédienne vaut 1.

Propositions 3.1. Sous les conditions et notations précédentes, supposons 0<e<1.
1l existe alors a>0 tel que si =act"=" on ait

Tt =3, ) S (6, X) S, (t+5, %) (25)

pour tout xeA".

Démonstration. Soit x,eR" et posons F(x,)=T. Si yeR" est tel que |y, <e, alors
|F(xg+y)—F(x)lo<aoeT¥ DM, (26)

ou a, ne dépend que de F. En effet, on a, par la formule de Taylor,
F(xo+y)=F(xo) =Y (F¥(x)/a!)y, 27)

ou la somme porte sur les dérivées partielles de F définies par les multiindices o
de longueur d — 1 au plus. Pour tout multi-indice «, on a:

IF®(x)lo < c, lIxoll3~""),
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avec des nombres ¢, >0. Mais puisque F est anisotrope sur R, on dispose de la
relation (9), a savoir

[F(xo)loZco ”xo”d;
si|a|]=1, on a donc

[F®(xo)lo=c | F(xo)lg~ " =T 1,

et si on applique cette derniére estimation a (27), la relation (26) s'ensuit.

Soit xeA" tel que t(t — 9, x) = 1. Ceci implique que Yg(x ;) =1 et que Fg(x) <t —9.
Puisque F est anisotrope sur Q,, la relation (7) montre que si Y4(x,)=1, on
a Fs(x,)2cg, et donc

F(x4)=F(x) Fs(xfr1 <cslt.
Ainsi, si |ly|lo<¢, on a, vu la relation (26),
|F(xo+y)—F(xo)l <aet"- v/

ou le nombre a ne dépend que de a, et cg.
L’inégalité précédente se réécrit

F(xo+y)SF(xq)+0,
ce qui implique, en multipliant par Fg(x ),
Fy(x+ ) SF(x)+0=(t— )+ d=t,

puisque y,=1 et que Fg(x)<1. On a donc démontré que si t(t—0,x)=1 et
yllo<e, alors t(t,x+y)=1, ce qui se réécrit

Supp (t — 0, x) + Supp k,(x) =Supp (¢, x),
en notant Supp f(x) le support d’une fonction f(x); mais puisque
Supp 7,(t — 9, x) = Supp t(t — 6, x) + Supp k (x),

il s’ensuit que si 7,(t —J,x) £0 alors t(t, x) =1, ce qui prouve la premiére inégalité
de la proposition; la seconde se démontre de fagon symétrique.

La fonction t.(t,x) est a support compact sur A"; on va calculer sa
transformée de Fourier. Posons

Qi=[]Qs. dxs=]]dx,,
peS peS
ou dx, est la mesure produit sur Q} de la mesure de Haar sur Q, introduite au
§1; on notera y, le caractere de Tate de Q,, de telle sorte que la fonction ¢, est
sa propre transformée de Fourier; si x4eQg, on pose

xs(xs) =TT x,(x,),

peS
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et enfin

Us={x5€Qslllx,|,=1 pour peS}.

Puisque la fonction ¢, est sa propre transformée de Fourier, et que k,(Zo)
=k(e&,) pour £,eR”, il vient, lorsque ¢€A”,

2,(6,8) =15(t, O k(e &) [] D,(&,) (28)
Pe¢S
avec
5,8 = [ 1s({x5. &) | exp(=2indxg,&p»)dxodxg (29)
Us Fs(x)=st

en notant {x,&> le produit scalaire dans l'espace a n dimensions, et &g la
projection de £eA" sur Q5.

Lemme 3.2. On a
T(t,0)=1""V, (30)
ou Vg est défini par la relation (12).

Démonstration. On a

0= [ dxzdxg,

Us Fs(x)=t

mais

{ dxy= ! dxg=[rEx~ "1 | dxys

Fs(x)<t F(x0)<tFg(xg)~! Flxp)£1
puisque F est homogeéne de degré d et donc
75(2,0)=1"4V, | Fy(xg)~" d xg.
Us

mais 'intégrale sur Us se décompose en un produit d’intégrales sur les ensembles

[x,l,=1, chacune de ces intégrales étant égale a

Vo= | IF(x)|I""dx,,

[lxpllp=1
intégrale déja définie par la relation (10), ce qui démontre le lemma 3.2.

Lemme 3.3. Supposons que la forme F soit d’ordre o, au sens de la définition du §1.
SifeA" et £+0,0na

2 (A B S /[N [P (31)
Démonstration. Posons, pour T >0, et £,€R",

(T, )= f e~ im0t g x,.

|F(xo)o=T
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En posant x,=T"y, il vient

KT, &)=T" | exp(=2in{T"y,, Ee>)dy,. (32)

[F(yo)lo=1
Considérons le champ de vecteurs sur R":
A(xg)=Eoexp(—2in{x,, {p));
ona
div A(xo)= —2in || &)l 5 exp(—2im{x,, &p)),

le théoréme de Gauss permet donc d’affirmer que

=2in|&ls | exp(=2im{xo,&p)dx,

[F(xo)lo=1

= | exp(=2in{xp, &) (Eolnlx,)) da(xo) (33)

|F(xo0)lo=1

en notant n(x,) le vecteur normal en x, a 'hypersurface |F(x,)lo=1; il vient
donc en reportant la relation (33) dans (32) et en posant &y/|| &yl o=,

T=" (T, &o)=(—2in T | &gll )1 4,
avec

A= | (oln(xo))exp(—=2in T xy, &o))da(xo).
F=

=1

Puisque F est d’ordre o, on déduit de la relation (15) que
I(T, £) < T VA& |15,

et puisque la formule (29) se réécrit

fs(t, §)=0§ xs({xg, Esp) I(t Fg(xg)™ Y Eo)dxg,

il vient
Ts(t, ) <t DA |G- B
avec
B= | Fy(xg)** '~ "Mdxg,
Us

ce qui établit la formule (31) et démontre le lemme, puisque l'intégrale B est
convergente, parce que F est anisotrope sur Q, pour peS.

Lemme 3.4. Pour tout peS, il y a un sous-espace compact ouvert K , de Q, tel que
t5(t, &) =0si &, ¢ K.

Démonstration. Puisque F est anisotrope sur Q,, on dispose de la relation (7) qui
affirme que

IF(x))l,zc,
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lorsque [[x,[|,=1. La formule de Taylor montre que la fonction F est continue
sur Qj; il existe donc un nombre 6,>0 tel que si y,€Qj et [y, [,<46,, alors

=0y,
WPk, + 11— F(x )|, <e,

lorsque |x,[l,=1; I'inégalité ultramétrique implique alors
IFx,+v,)l,=1F(x,)l,;

on a donc Fg(x+y,)=Fg(x) si xeUs et si y, est dans le sous-espace compact
ouvert L, défini par la relation [y, [[<4,.
Si d,<1, on a aussi, toujours en vertu de I'inégalité ultramétrique,

Ys(x+y,)=s(x);
puisque, par la définition (22),
(t, X) =5(x) y(t, x)

ou y(t, x) est la fonction caractéristique de I'ensemble Fg(x)=<t, il s’ensuit que la
fonction z(t, x) est constante sur les classes x + L ; si 4, est la fonction constante
sur L, nulle hors de L, et d’intégrale totale 1, on a donc

frt. x—y) A, (y,)dy,=(t, x),

autrement dit la fonction 7(t, x) ne change pas lorsqu’on la convole avec /‘.p; la
transformée de Fourier de 4, est constante sur un sous-espace compact ouvert
Kp, et nulle hors de ce sous-espace; il vent donc

2(t, &) 4,(E,)=1(t, &),

ce qui prouve que 7(t, &) est nulle si ¢, ¢ K et démontre le lemme.

Lemme 3.5. La fonction ©,(t, &) est intégrable sur A" et on a

DR A (4 R el e L (34)
£eQm (0}

Démonstration. Puisque la fonction k est a support compact, on a
E(Eéo)<(l +e Héo”o)wN

pour tout N >0, ce qui, joint a la relation (31) du lemme 3.3, et vu la relation
(28), permet d’affirmer que

(1, Ot 1% T (T4 Eoll o). (35)

Par ailleurs, soit K le sous-espace ouvert compact
K= n Z; ’ l_[ Kp’
Pé¢S peS

ou pour peS§, les Kp sont ceux du lemme 3.4. Il résulte de (28) et du lemme 3.4
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que la fonction 7,(t, £) est nulle si &, ¢ K; ce qui, joint a la relation (35), montre
que la fonction 7,(t,&) est intégrable puisque dominée par une fonction
décomposable intégrable. On_a donc établi la premiére assertion du lemme.
Pour prouver la seconde, remarquons que K nQ" est inclus dans un réseau I’
dans lequel Z" est d’indice fini; si TcwZ", ou weQ, on a

YTt < Y Tt wd). (36)

geQ gezn

Par ailleurs, lorsque ¢ tend vers 0, on a

Y (L+eliElo Mgl e, (37

£eZ"— {0}
comme on le voit en comparant cette série a I'intégrale analogue.

Les relations (35), (36), (37) impliquent la relation (34) et le lemme 3.5 est
démontré.

On peut maintenant terminer la démonstration du théoréme. Le lemme 3.5
et le fait que la fonction t,(t, x) soit a support compact impliquent que I'on peut
appliquer la formule de Poisson a cette derniere; il vient

Y t(t+0,x)=T,(t+5,00+ > 7, (t+0,¢). (38)

xeQ" EF+0
La relation (30) du lemme (3.2) implique
T,(t+ 0, 0)=Vg(t + 6)", (39)

vu la relation (28), puisque ¢,(0)=k(0)=1.
Dés que 0 <t, on a

(4 8) =74 4 O (510 D),
et si on pose d=aet~ Y comme dans le lemme 3.1, il vient
(t+0)""=1""40(et"= 1), (40)
Les relations (38), (39), (40) et (34) du lemme 3.5 impliquent

Y 1,(t+6, x)= Vst +0(et™~ V)4 O (¢~ (n=a- 1 gin—a— 10y (1)

xeQn

On va déterminer ¢ en fonction de t pour que les deux restes soient égaux; si
on pose

e=tPM,
on veut
n—1-f={n—-u—1)p+1),
d’ou on tire

p=ua/(n—a).
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Puisque o est strictement positif, ¢ tend vers 0 lorsque ¢t tend vers linfini.
L’exposant de t dans les restes figurant dans la relation (41) est alors

(n/d)(1 =1/(n—a))=(n—0)/d,

si on pose, comme au § [,

0=n/(n—2).

On a donc

Y T (t 40, x) =Vt 40t y;
xeQn

la proposition 3.1 montre que lI'on a aussi

Y, Tt x)=Vst"+ 0"~ )
xeQn

et puisque par la relation (23) la somme de gauche de cette expression est égale a

Ng(t), le théoréme est établi.
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Note ajoutee aux épreuves

Le théoréme énoncé au numéro 1 permet de conjecturer le résultat suivant: Si F est une forme
homogéne quelconque, a coefficients entiers, a n variables et de degré d, et si, avec les notations de ce
numéro:

a) le nombre v¢(m) est fini pour tout entier m;

b) le nombre ¥ est fini;

alors la conclusion du théoréme reste vraie, si on suppose seulement > 0.

Avec les notations du numéro 2, les formes normiques définies par la relation (16) vérifient la
condition a) lorsque d > 2 h, d’apres les résultats obtenus par Schmidt et Schlickewei; et elles vérifient
la condition b) lorsque d>h+1 et lorsque h< f,.

Drailleurs, lorsqu’il n'y a pas de places ultramétriques, on se trouve dans la situation étudiée par
Ramachandra dans [10].
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