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SOMMES DE GAUSS ET
STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D'ENTIERS

par

Jacques QUEYRUT

Soient Z 1'anneau des entiers et @ son corps des fractions. On fixe une

cléture algébrique @ de Q. Si N est une extension finie de @ incluse dans

D , on note GN le groupe de Galois de @ sur N et ZN l'anneau des entiers

de N .
Soit T un groupe fini.

On note &(I") l'ensemble des extensions finies N de @D telles que I" soit
isomorphe a un sous-groupe du groupe des D-automorphismes de N . Si

Nedé(I), ZN a une structure de Z[I']-module de rang r défini.

THEOREME I. - Soient N et N' deux extensions finies de D incluses dans 0.

Soit T un groupe fini. On suppdse que

1) N et N' appartiennent 3 4&(I)

2) ZN et ZN, sont des Z[T']-modules localement isomorphes.

Alors il existe un Z[I']-module X de type fini sans Z-torsion et un isomorphis-

me de Z[I']-module de ZNQX sur ZN|®X .
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Ce résultat peut aussi s'exprimer de la fagon suivante : soit QG(Z[I‘]) le
groupe de Grothendieck de la catégorie des Z[T']-modules de type fini sans
Z -torsion, modulo les suites exactes scindées (voir [Q1]) ; alors sous les hy-

pothe¢ses du théoréme I, [ZN] =[ZN'J dans Q®(Z[1‘]) .

Ce résultat a été conjecturé et démontré dans un cas particulier par

S.M.J. Wilson ([W]).

Dans le cas ou ZN est un Z[T']-module projectif (cas modéré), Frdhlich

a démontré le résultat plus précis suivant :

THEOREME II (Fr8hlich [F]).- Soit Ne¢g[r] telle que T ne contienne pas
d'élément sauvagement ramifié dans N, alors [ZN] = r[2[r]] dans Q®(ﬁr‘]) -

On est donc amené A étudier la structure locale des anneaux d'entiers et a dé-
terminer le sous-groupe de Q®(Z[1‘J) engendré par l'ensemble des classes
[ZN] , Ne@(I'). Et plus précisément, on est conduit 3 déterminer le genre d'un

anneau d'entier.

Cette étude a été faite compleétement dans le cas particulier des extensions abé-

liennes de @ par Leopoldt qui a démontré le théoreéme suivant :

THEOREME III (Leopoldt [L]).- Soit N une extension abélienne de @ de

groupe de Galois T ; ZN est isomorphe 4 l'ordre de Z dans QLT"], noté

D(ZN, Dlr]) est appelé ordre associé de ZN , défini par
D.(ZN,Q[r])= {rewlrl, AZyCZ}. L'ordre associé D(zN,Q[rJ) est

engendré par Z[r] et les idempotents associ€s aux groupes supérieurs de ra-

mifications.

Leopoldt montre de plus qu'une base de Z.. sur D(ZN , Rlr]) peut etre

N
construite 2 1'aide des sommes de Gauss associées aux caractéres de T .

De nombreux contre-exemples dius 2 A.-M. Bergé, S.M.J. Wilson et
J. Cougnard, montrent que le théoréme 3 ne se généralise pas sous cette forme

aux extensions quelconques de N et aux groupes I -non abéliens.
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1. - Sommes de Gauss galoisiennes

Soit K un corps de nombres. On note P(ZK) 1'ensemble des idéaux premiers

de ZK . L'indication par un élément de P(ZK) désignera la complétion.

Soit J(K) 1le groupe des ideles de K ; on plonge K: dans J(K) pour tout
*
ng(ZK) et K dans la diagonale de J(K).

La définition des sommes de Gauss galoisiennes fait intervenir la théorie du
corps de classes. L'application d'Artin est normalisée de telle sorte que les
Frobenius géométriques, que l'on note FK.p , correspondent aux uniformisantes,
La théorie du corps de classes donne donc un homomorphisme de J(K) /K* dans

ab

GK , le quotient de GK par l'adhérence de son sous-groupe des commutateurs.

Pour la suite, on fixe un caractére additif non trivial WK du groupe A(K) /K

dans Q" ou A(K) est le groupe des adeles de K . On note wK b sa restriction

Y Kp : Kp——-» A(K) /K 4,5 .

Soit dp (ou d) un générateut de 1'idéal pn ZK oi n est le plus petit entier

tel que : wK,p(p_nZK y=1 . P

P

L'idéal an est appelé conducteur de Yk b

K
p

DEFINITION 1.1.- Soit p un caractere de GK de dimension 1 ; on appelle

somme de Gauss abélienne, 1'élément f;b (p) de R*  défini par

ab T ab

w )= %
peC(Zy)

(p) avec :

si p estune place archimédienne T;}?p(p) =1

si p estune place non archimédienne

ab -1
TK’p(p)= pp(x/Y dp) wK,p(x/vdp)
(o) (n)
erK’p/UK’p
s ko) _ * (n) _ n
ou UK,p‘(ZK,p’ , UK’p—1+p zK'p

. * * ab =
% est la composée des applications Kp-—-’ JK)/K — GK — 0 .

n est égal au produit scalaire de p et du caractére d'Artin (c'est la valuation

en p du conducteur de p ).
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THEOREME 1.2. - Il existe une unique application T de U_R(GK) dans B ,
=

K
ou R(C.K) désigne le groupe des caracteres de GK et ou K parcourt l'ensemble

des sous-extensions de @ de degré fini sur @, vérifiant :

1) ()= 1. (o), VYreR(G,), YKc@D ,
K :
pER(Zy) P 8

2) TK,p(p) TK’p(p-)= rK’p(p+p-), Vp,p'€R(Gy), VKCQ, Vp €f(z,) .

3) si peR(GK) est de dimension 1, 2% p(p)= T;bp(P) )

4) soit GF un sous-groupe ouvert d'indice fini de GK et soit peR(GF) de

dimension 0, on note IndI;(p) le caracteére de GK induit par p ; on a

: Koo T
Tk, p (2dp(P) = M r, o) -

Démonstration. - Voir [D] ou [Tal.

PROPRIETES 1.3.- 1) Soit W'I; un caractére additif non trivial de A(K)/K ;
il existe aeK* tel que w'K(ax)= wK(x), alors

T, (00 V)= (dety) (@) T (0 uy)

. 1 - %
Et par suite TK(p ,wK) = fK(p ) WK) .

2) Soit VerK/Q le transfert de GQ dans GK,

-1
Vge Gqy g(TK(g (r)))= TK(P) det ° VerK/Q(g) .

Soient I’ un groupe fini, et N¢ &(I'). Le groupe I' est donc isomorphe au
groupe G l-/GN . On en déduit donc un homomorphisme injectif de R(I') dans
N

le composé des homomorphismes

TNr
hag ]
R([ Jomeretd R(GNI*)——"’ [ )]

R(GNr) . On note TN, r

Il existe un unique isomorphisme, noté Det , de Xl(b[ rl) sur
Hom(R(T) ,6*) caractérisé par la propriété suivante : soit aeﬁ[I‘]* ; soit
[olr] ,al el(l(ﬁfl']) ou a désigne la multiplication par a ; soit peR(T) le
caractére d'une représentation T : ' +Gl (R) ; alors

n
Det ([BIr],al)=det( & a_ T(y)) si a= £ a_y (voir [Q1]).
P . ver Y yer 7
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- - *
La surjectivité de 1'application ar— [Q[r'l,al de QLT] dans
/(1(6[1"]) donne la proposition suivante :
o &
PROPOSITION 1.4. - Il existe oy € QIT]  tel que

% = Det([QIr], a

N,T N, 0¥

2. - Groupe de Grothendieck relatif

Soient R un anneau de Dedekind de corps des fractions K et A une K-algebre

semi-simple de dimension finie sur K , séparable.
Soit © un ordre de R dans A .

On note C(D) 1la catégorie des O -modules de type fini sans R-torsion.

On fixe une cléture séparable de K ; on pose A =f{®KA :

On associe 3 C(D) la catégorie, notée 5’(0), suivante :

- les objets de e (D) sont les triplets (M, o, N) ou M et N sont des

objets de C et a estun K-automorphisme de K®_ M sur E@RN

R
- un morphisme de (M, a , N) dans (M', a', N') est un couple (f,g) de

O -homomorphismes de M dans M' et de N dans N' respectivement tels que

a', fl—{ “ggea ou gg o @ ou fﬁ et gz proviennent de f et g par extension

des scalaires a K . .

DEFINITION 2.1.- On appelle groupe de Grothendieck relatif de la catégorie C (D)
le ‘quotient du groupe abélien libre engendré par les classes d'isomorphiemes des
objets de C'(D) par le sous-groupe engendré par les éléments de la forme
M,ga,P)-M,a,N)-(M; g, P)
et
(M@M', a®a', N®N") - M, a,N) - (M', a',N')
On note a@ rel(D) ce groupe et on note [M,a,N] la classe d'un élément
(M,a,N) dans ce groupe.
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THEOREME 2. 2. - La suite suivante est exacte

— 6 o v € 3 N
KiB) == Gg @ GO — X_(A)

ol les applications 6, v, € sont définies de la facon suivante :

e Ml — [Ko M]

v :[M,a,N] = [N]-[M]

6 :s0it V un A-module ; il existe un A-module W etun ©-module M

tel que E@RM=V@W; & associed [V,a] 1'élément [M,a®I1d,M],

qui ne dépend pas du choix de M et W .

Le groupe GK de Galo1i de K sur K, opere sur q@,rel(A)' On note
!RQ(D) le sous-groupe de Q@ rel(i)) engendré par les éléments dont 1l'image

par extension des scalaires 2 K dans Q® (A) est de torsion et fixe par GK .

, rel

PROPOSITION 2. 3. - Supposons que K est un corps de nombres et que A est une

algdbre de groupe K[T'] . Il existe une suite exacte :

Hom_  (R(D), (&) /Komg (R(T),U(®)) = &
K, o K

cp(ZK[F])

— ® ¢ (z, [rl)
pef(Z ) il

ou R(I') désigne le groupe des caracteres de I' 2a valeurs dans [9)

U(K) estle groupe des ideles unités de K

P(ZK) l'ensemble des idéaux premiers de Z
*
& = Hom(G, , Det(K[T] ))

Hom_ (R(r),J(K))= {fe Hom(R(r), (), Y¢ €, gilg (x))=¢ (2) £(x))
K, e

Homé (R(T), U(K)) = {f € Hom

K %k

place réelle p de K et tout caractére symplectique de T } .

K

(R(T),I(K)), f(X)p réel et positif pour toute
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Pour N¢@('), on note encore ™N.T la classe dans
B (R(T), J(K)) /Hom', (R(T), U(K)) de l'application Tt
Sp, 0 Sp

le théoreme 1. 2.

N, T définie par

Si T = Det(a

N, T proposition 3.4), on a A(TN, I') =[z[r] Loy, ,Zlr.l.

N,l") ( r

Pour simplifier la suite de 1'exposition, on suppose que K = @Q . Soit Ne¢g ()
telle que Nr= 0.

On construit a partir de 1l'application trace une forme hermitienne a valeurs
dans QLI'] pour l'involution définie A partir de 1'application

=1 =
Yy— Y (notée A — A ) de la fagon suivante

Y ‘ =

Soit TQ - 1'application de @ ®QN dans QLTI'] définie par
-1
T k® n)=k X vy(n)y
PROPOSITION 2.4.- 1) L'application TQ r est une isométrie de [-)®DN

dans ®II'] munis respectivement des formes hermitiennes obtenues par ex-

tension des scalaires 3 K 2 partir de Tr et de la forme hermitienne cano-

N/@Q
nique (A, up— AT .

2 | Z. ., T . I\,Il appar ienta R ZI T ] pour tout sous-module M de
Q[TJ .

THEOREME I'. - Sous les hypothéses du théoréme I, on a

zlrll

[z, T ,zlrll=Lz T

N 'Q,T N'' "Q, T’

dans 6@, rel(Z[T]) .

Pour tout x de R(T), on note wN/Q la constante de 1'équation fonctionnelle

des séries L d'Artin associées au caracteére Y .

On note W' 1'élément de Hom _ (R(I'), J(R)) construit de la fagon suivante
N/Q Gg

- pour tout caractére ¥ irréductible et non symplectique de I' , on pose

Vo=t



10-08

pour tout caractére yx irréductible et symplectique de I' , on définit les

1
composantes locales de WN/K(X) par
w! =1 v
N/aX)p g pep(Z)
WeeX) o= W (X ) YweG
N/Q' w~ "N/Q Q
p@
ol P, désigne une place infinie de @ .

THinREME II'. - Sous les hypotheses du théoreme II

.., T

5 o.r’ z[r]l] = A(TN

LV N/

THEOREME III'. - Sous les hypothéses du théoreme III

ou &

[D]

[Fl]

(L]

Q1]

Q2]

[Tal

-1

[ﬁN/D, TQ’P , D(ZN, olrhl= a@z

N, T/
-1

désigne la codifférente de N sur 0.
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