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SERIES DE DIRICHLET
par

Pierrette CASSOU-NOGUES

La fonction zéta de Riemann est définie pour Re(s)>1 par

® -8
= 7
C(e)= Z n

S

Cette série se prolonge a tout le plan complexe, en une fonction méromorphe

ayant un seul pdle pour s=1 et pour tout entier k>0

b
k
C(l-k)= -4
ou bk est le k-iéme nombre de Bernoulli. Donc, pour tout entier k>0,
c(1-k)e .

Soit K un corps de nombres quelconque et QK(.) sa fonction z&ta de
Dedekind. Shintahi a montré que l'on pouvait écrire QK(. ) comme une somme

finie de séries de la forme
n
-8
r TT rm
melNT i=1

L(X)=v,. X +...+v X +a_ .
i 1i ri r i

1
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Il a montré [10] que ces séries se prolongeaient & tout le plan complexe en des
fonctions méromorphes dont tous les pdles se trouvent sur la droite réelle et qui
prennent de: valeurs rationnelles sur les entiers négatifs ou nuls. Ceci lui permet
de retrouver le fait que C*{(l -k)¢ D pour tout entier k>0 (Siepel [9],
Klingen [7]).

Soit maintenant Pg¢ C[Xl, .ot Xr] tel que Re(P(t] y..o»t ))>0 pour tout

(t],...,tr)emf_(t],...,tr);!(o,...,0) . Soit Q€C[Xy,...,X_] ; considérons

Z(P,0)(s)= £' Q) Pn) "

ne T

I1 existe I > 0 tel que cette série soit ahsolument convergente pour Re(s)>c7°

et Mellin [8] a montré qu'une telle série se prolonge A tout le plan complexe en
une fonction méromorphe dont tous les pdles sont sur la droite réelle. Deux

questions se posent alors
a) Peut-on calculer les valeurs aux eatiers négatifs ?
b) Lorsque l'on peut les calculer, ces valeurs sont-elles dans le corps engendré¢

sur ) par les coefficients de P et Q ?

On peut calculer les valeurs aux entiers négatifs de Z(P,Q)(.) lorsque P

satisfait la condition suivante que nous noterons ''condition ¥ '" , Ecrivons
=) = <
T (x],... ' X) POL (xl, ...,xr)+ pa_l(xl, ...,xr)+ et Po(“l""’Xr)
ou Pi(Xl’ e Xr) est un polyndme homogeéne de degré i .
r -
Alors Re(Pa(tl,...,tr))>0 pour tout (ty,...,t )eR, (tl,...,tr);‘(O,...',O).

On constate alors que les valeurs aux entiers négatifs n'appartiennent pas

toujours au corps engendré par les coefficients du polynéme.

Exemple 4 4
P(XI,X2)= X1 + x2 + xlx2

Z(P,1)(0) ="
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Le but de cet article est de lier la nature de ces valeurs 2 la géométrie de

certaines hypersurfaces définies 4 partir de P .

Dans toute la suite, nous fixons P satisfaisant la condition % . Nous supposons

en outre P homogene. On note K le corps engendré sur 0 par les coefficients
de P et les racines @ -idmes de 1'unité. On é&tudie pour tout polyndme
QeK[Xl, eist s Xr]

Z(P,Q)(.) .

Cette série se prolonge en une fonction holomorphe sur € sauf aux points s = k/qg

ot kEZ tel que k<deg Q+r et -s¢IN, ou elle peut avoir des pdles simples,

On convient de noter «
Z(P, Q)(g)

pour désigner soit le résidu de Z(P,Q)(.) si cette fonction a effectivement un ~

k
pdle pour s =§ , soit la valeur au point s =a‘ lorsque -s¢IN.

On définit 4 1le K-espace vectoriel engendré par les 2Z(P,Q)(k) lorsque
Q parcourt K[Xl, sk Xr] et lorsque k€Z, k= Qg_%&t; (on trouve donc ici,

les valeurs aux entiers négatifs ou nuls et les pdles pour 8 entier
0< s< ieg_Q_Lr)_
a

On obtient le résultat suivant :

THEOREME 1.- & est de dimension inférieure ou égal 3 o.r-l. et un systéme

de générateurs est donné par

r
v, -1 v -1 ,E Vi
z(P, x| x* ) (E—
Xy X o
ou (vl, cees vr) parcourt les r-uples de Z tels que
r
& v.=0(a) et O<v=sa .
=1 i i
Remarques r o
Vl-l v -1 i§ i
i) Les valeurs Z(P, X1 er )(— ) sont en fait les résidus de
vl-l v -1 '
Z(P, X X * )(.) sur sa droite. de convergence.

1 e R
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ii) On connaft des cas ol la dimension de 4 est strictement inférieure 2
r-1
Par exemple dans le cas ou P est un produit de formes linéaires (séries

de Shintani) elle est égale a 1 .

Nous étudions ensuite la nature de ces générateurs.

Nous supposons maintenant que la variété projective V déinie par l'annulation
de P est non singuliére et en position générale par rapport aux axes de coordon-
nées, ce qui signifie que les formes Xi '%';;—1 n'ont pas de zéro commun différent
de (0,...,0). On définit sur K[Xl, ’le :JA par

0 si igA
X, si i€A
= 3 2z e z . > 1 . .
Notons PA A(P) et VA la variété définie par 1l'annulation de PA_

THEOREME 2. - Les éléments de @ sont des combinaisons a coefficients dans

K de m-fois des ''périodes' sur les variétés VA , de 1 et de m .

Remarques

i) On obtient des résultats analogues en considérant les résidus. On définit 61

le K-espace vectoriel engendré par les

Z(PaQ)(%) k€Z , k< degQ+r
avec k=i(a), pour tout O<i<a .

ii) Si l'on considere
! n -8

Z(P,Q,8)(s)= X Q(n) § P(n)
ou €= (51, ,§r)e ¢’ et ]§i|51 , §i7{1 pour tout i€ {1,...,r}, alors
Z(P,Q,€)(.) a un prolongement holomorphe sur € et pour tout entier k=0

Z(P,Q,§)(-k)eK(§)

K(§) étant le corps engendré sur K par les §i .
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I. - Préliminaires

Tous les résultats qui vont suivre reposent sur le théoréme 0 qui donne une

forme adéquate des résidus aux pdles et des valeurs aux entiers négatifs.

Notons J la forme C -linéaire définie sur C[Xl, ,Xr] par
il i
r
IXy e X )= b, b,

THEOREME 0. - Soit un polynéme P satisfaisant 1'hypothtse ¥ . Pour tout

polyndme Qe C [Xl, e Xr] et tout entier k¢ Z , k= deg Q+r , il existe un
polyndme Sk QE C [Xl, cees Xr] tel que

lim (s-X) T(s) 2(P,Q)(s)= J(S
s +k/a @

Kk, Q'

On a des formules explicites.

Notons

a
...,Xr)+YP“_ (x ,Xr)+...+Y Po(xl,...,xr)

1Ky

o P. estle polyndme homogene de degré i tel que
i -

On peut toujours supposer que  est un polyndme homogene. Pour tout

+1
(xps s X S ER
« o Lt ntt)
S(xl,...,xr,t): y j‘ Q(tl,...,tr)e dt, ...dt
x t x t :
1 T
Alors Sk O est le polyndme associé a la fonction polyndme
1 d degQ+r-k i
S = i PR
Sk,Q(xl’ 1 Xp) (deg Q+r-k)! (dt) S(xl Xy )t=0

On peut montrer que le polyndme Sk Q défini par le théoreme 0 , vérifie
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r
> K
AX. X T, - RF 8 keoke
1 T
2" s. =0 ;
a Xl . axr k, Q - sinon.,

Nous supposons dans tout ce qui suit que P est homogene.

II. - Etude de la dimension

Notons S={1,...,r}.
Pour tout ACS, on définit

£, le K-espace vectoriel engendré par les mondmes

A
| | X. telsque Zv.=0() et v.>0
" 1 1 i
ieA
A : :
":A le sous-espace vectoriel de £A engendré par les monémes qui
satisfont en outre Vi>0 . On écrit £ pour £S et £S pour £2 ; £¢ =K.

Soit AA= {(xi)ieA | 0<xi<w} .

Définissons CPA 1'application

A

-PA(t) at
t

Ces intégrales ont été étudiées par E. Stevenson [11].

PROPOSITION 3. - Pour tout polyndme QEK[XI. e Xr] , pour tout ke Z ,
K < deg Q+r
a

A
z(P,Q) (ke I ®,(L,) .
( Q)()eAcs NEN
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Pour montrer cela on utilise le théorégme 0. On a donc :

- A
R RNCORE

S
LEMME 4. -
A S
T £ )=
. cpA( 2 cPS(-E )
Preuve. - S A
—_— L C .
% (L) AE__S P\ (-tA)
. A _ ap _ Auli}
Si w€£A , pour tout 1éA, wti ati € AU{i} et
“Palt) g 3 P 'PAu{i}(t) o s
[we®  op e 2B —
A t A 1 ti ti t
A AU {i}

On peut donc étudier 4 par l'intérmédiaire de 5 . Dwork [3] a étudié des

quotients de cet espace.

Notons Dj les opérateurs sur £

)

Dj = exp (P(X)) o Xj 'a_}‘i' o exp(-P(X))
- °Q oP
DJ.Q-X.j axj-Q Xjaxj

LEMME 5. - ]Il existe un homomorphisme surjectif :—p's qui rend le diagramme

suivant commutatif

S
-+ L
L @S( )

S
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s Sy 2w 3P s
Preuve, - Soit Wy X 3X. XJ 3 X weSL
J J
-P(t) dt dw -P(t) at. &
[ w e ——=j [ £, = @ —L =
Al £ % 'a j ooty 4
S s-{j}
- mj‘ wt, & & Fit) —J—dt' £
Io A jatj t. t
5-(j} !
it o) -P(t dt
s-{j} ?
t.=e @
-P(t) . o) -P(t
+[we ()JtJ=O-S K g:&e ()dtj?—t=0.
j 0 A . j
. s-{j}

S S
Dwork [3] a montré que £ /X Dj £ estun K-espace vectoriel de dimension

. . P . r"'l S
inférieure ou égale a q dont un systeme de générateurs est donné par

r
Z v.=0() 0<vi-<-c1

1T x!
i § i

r v
i=1 i
Donc CPS(IS) est de dimension inférieure ou égale a ar-l et un systéme de
générateurs est donné par

r
{ A - R v.=0@), 0<v,<a .

t i=1 1
AS
Donc 8 C CPS(-BS) est de dimension inférieure ou égale a (:1.1'-1 . De plus
i,
-P - i=
j\ 7 o (t)ﬁ___z(p’xv 1)(11 )
t a
A
S

Donc @& = CPS(J:S) et le théoreme 1 est montré,
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III. - Identification avec les périodes

On suppose maintenant que la variété projective V définie par 1'annulation
de P est non singuliére et en position générale par rapport aux axes de coordon-

nées (ceci signifie que les formes Xi n'ont pas de zéro commun).

3P
oX.

i
Notons My le groupe des racines a-iémes de 1l'unité.

Si Q estun polyndme homogene tel que deg Q+r = 0(a), on définit pour

g
Qa

ZC(P,Q)(S)= z'r SR o (N VR B (T
nelN

On remarque que si (=({,...,(), alors
ZC (P,Q)(s)=z(P,Q)(8) pour tout seC.

Notons Tl; le quotient de u; par la diagonale.

Nous allons considérer maintenant les vecteurs
r

B 9
(2@ X)) -
* CeHy

Notons AS(C) l'image de AS par l'application

*)i¢ s (Ci%)ies
I1 est facile de voir que
r
1 o Vi P(t) dt
zg(P,x"' ) =) = ¢V e T\ =
A
s(©)
Définissons maintenant 1'application
r-1
S Qa
: £ -
g C
; - ;P(t) dt
w = - (S\ a® t > -T

85(C) Ceg
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THEOREME 6. - Le K-espace vectoriel ws(ls) est de dimension ar-l

et une base est donnée par

E Vi
-1 i=1
- (BB TN )
¢ ¢ >C€u;

ou (vl, ooy vr) parcourt un systéme de r-uple d'entiers tels que

et 0<viSa 5

z v, = 0(a)

Preuve. - Pour montrer le théorgme nous allons montrer qu'il existe un iso-

morphisme Tﬁs qui rend le diagramme suivant commutatif

v
S S X S
l A
3,5 p 8
j=1 J

Dwork [3] a montré que dans le cas o V est non singuliére et en position

r
générale £S/_El Dj SS est de dimension a' et que le systeme de générateurs
donné précédemment est une base.

ES existe et est surjective pour les mémes
raisons que c_ps . Pour montrer 1l'injection nous allons montrer que la matrice

PIIR T
v-1_,i=1 1!
I:CZQ(P’X ) ( o ))VIE v.=0(@) O<v.Sa
b & 1

-r
Ceua

est inversible,

Nous utilisons maintenant la théorie de la déformation introduite par Dwork pour

étudier les fonctions z@ta des hypersurfaces [5].

r
S _ a
On définit P’\ (Xl' ; ,Xr)-— ifl a, Xi +A R(Xl,... ,Xr)
r Q
On a P (X,,....X )= X a. X polynéme de Fermat et
o1 by j=1 1
P, (X0 s X )= P(Xheen X )



On suppose que A

0 et 1 tel que la variété V,
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appartient 2 un domaine B du plan complexe qui contient

soit non singuliére et en position générale.

A
S -
Alors £7/% Dj N .i'.s est encore de dimension q et admet la m&me base
r ’
X', L v.=0(a), 0<v.<q
i=1 i i
r
1 it i
v-1_, i=
= (2 B xXTHEE),
e
T a
On étudie 1'équation différentielle en A satisfaite par i)\ :
d T LT v RO g
ar I X e == oy (t)e ry
’ A
AS(C) S(C)
ol ay est l'opérateur défini sur £ par

9
o, = exp P‘ ° 3% ° exp(—P}\)

i

L'opérateur a commute avec les opérateurs D,

S S Jr A v
£/ Dj,l't A dans la base X . Alors G’\

une matrice a coefficients rationnels en A , et on peéut supposer qu'elle est sans

et donc opére sur le quotient
Soit G}\ la matrice de @ est

singularités dans £ . On a alors

)
thk_GAx)\
td —a—dtx-trceG det %
et donc 3 e 3 - tra N A

Pour montrer que det Ix #0 dans B , il suffit de montrer que det IO;! 0.

On peut calculer io et on trouve
v, v,
det ¥ =[] TTarEhe!
o j i a

|

Le déterminant qui apparaft a droite est un déterminant de groupe ; il est non nul.

On a donc montré que

S s, I S
£H)=£°/% D&,
S( ) G=1 J

notons D.

Pour tout ACS, LA

-“-‘KAoDi.
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A A-Li)
. . = £
Définissons w, JZA /i EZ‘A Di,A %
Dwork ([5]) a montré que

S, & S
£/ T DL =@ W
j=1 J AcSs A
et Katz ([6]) a montré qu'il existe un isomorphisme 0, qui rend le diagramme

suivant commutatif

6 r -2
A A
+ Pri

w, rim (VA/K)

d

Ty 8y ar

rA-Z
W, : + Prim (VA/K)

A
r -2 r -2

S . A . A .
ou Prim (VA/K) désigne le sous-espace de HDR (VA/K) des classes pri-

mitives (dans le sens de la théorie de Hodge).

S
Nous recherchons maintenant les sous-espaces de ws(.l‘, ) qui correspondent

w, .
aux A

On définit

A r-1
§y 8 3, ———y ©
. ( -F, 8 dt)
L 4 -Y ( = t -r
AA C) CGHa

A
Notons 7/’(A = W-A( L))
On peut montrer que :

W, =~ '/RA/,E 'A_{i} =M,

ieA
et que le diagramme suivant est commutatif
=~ _Va oA A2
i K
mA——-—o w,— Prim (VA/ )
4 a
da %, A dx
r, -2
m W, ——— Prim v, /K
M5 Ya (v, /K)
A A



22-13

Considérons la base de WA

A

TT XJ ou I v.=0(a) et O<v.<a

jea jeA !
rA-Z

On note (w) son image dans Prim (VA/K)

Considérons une base de cycles (y) etla matrice des périodes

P =(| w
A ( ‘&Y v )m
¥
L'image dans %Z—A de la base de “{q nous donne la matrice
- t
v PA.A( ) dt

=4

v|Z vj =0 (a) O< Vj<0.
-T
Ceu,
Les deux matrices vérifient la méme équation différentielle. On en déduit donc
que
-1 -1

Pk PA =Po Po

On peut remarquer que cette égalité ne dépend pas de la base de cycles choisis
(si 1'on change cette base on multiplie & gauche les deux membres par une

. : 2 5
méme matrice), ni des Qeua

On peut faire des calculs effectifs de Po (Deligne [2]) et de Fo (cf. io) et on
montre que 1%-7 P;] Po est une matrice a coefficients dans K . Donc pour tout A

P{lﬁi est une matrice a coefficients dans K .

Le théoreme 2 est démontré,
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