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Casopis pro p&stovini matematiky, ro. 93 (1968), Praha

LIEOVY GRUPY A KINEMATICKA GEOMETRIE V ROVINE

ADOLF KARGER, Praha

(Doslo dne 14. dubna 1967)

V pfedloZzené praci se studuje kinematickd geometrie v euklidovské roving,
pseudoeuklidovské roving, na sféfe v prostoru E; a na sféfe v prostoru E;. Autor
dékuje prof. URBANOVI za Cetné rady a pfipominky k této prdci.

I. OBECNE VLASTNOSTI AFINNIHO POHYBU
1. DEFINICE AFINNfHO POHYBU A KANONICKA FORMA

Bud G nekoneénd souvisld Lieova grupa afinnich transformaci afinniho prosto-
ru A,, jejiz Lieova algebra g ma trividlni centrum. KaZdou grupu afinnich transfor-
maci v A4, 1ze uvaZovat jako linedrni grupu matic typu

10
(o0)
kde a je sloupec typu n a b nesinguldrni matice typu n x n. Budeme-li v dal§im
mluvit o grupé G, budeme mit na mysli pravé tuto jeji representaci.

Je-li & repér v A, a je-li Z jeho obraz pii n&jaké transformaci z G, pak existuje
prdvé jeden prvek ge G, Ze # = Rg. Nésobeni repérit a prvkit z G definujeme
formdlng& jako soutin fddku # = (A, e,, ..., e,) a matice g. Je-li X = A + x'e; +
+ ... + x"e, bod z A,, ptitadme mu (n + 1)-tici &isel

1

xl

XQ= : ]

x"

Ize tedy psdt X = #X 4, kde soudin vpravo znamend soucin fddku a sloupce. Je-li
& = Rg pro njaké g € G, jsou soutadnice transformovaného bodu X = gX v re-
péru Z stejné, jako soutadnice bodu X v repéru &, a tedy Xg = X 4.
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Plati tedy: X = #X 4, X = X5 = Xz = AXq = (R9)Xa = R . gX 4, a tedy
X2 = gX 4. Je-li v vektor z A,, pfitadime mu v kazdém repéru sloupec n + 1 &isel

kde v' jsou jeho soufadnice v tomto repéru. Vektory se pfi transformacich grupy G
chovaji podobné jako body. Grupa G pulsobi tedy na repéry zprava a na soufadnice
bodt a vektoril zleva. V dalSim budeme stdle pfedpoklddat, Ze v A, je pevné zvoleny
repér, index £ u soufadnic budeme proto vynechdvat.

Afinnim pohybem nazveme jednoparametrickou soustavu afinnich transformaci
z G. Takovd soustava je (pfi pevn& zvoleném repéru) popsdna kfivkou g(t) z G.
Budeme o ni pfedpoklddat, ze je tfidy C? a Ze nemd singuldrni body. UkaZme jest&,
jak se zméni kfivka g(r), zméni-li se repéry #Z a &#. Nechf Z = #,9,, # = &,9,.
Pak #,9, = #,9,9, a tedy &, = #,9, g(t) g7 '. Kfivka g(t) tedy prejde v kfivku
g2 9(1) g7 "

Kinematickd geometrie afinniho pohybu studuje jeho geometrické vlastnosti, tedy
ty vlastnosti kiivky g(r), které nezdvisi na parametrisaci kfivky g(t) ani na volb&
repérit Z a A, tj. na levych a pravych translacich v grup&€ G. Ozna&me ddle g Lieovu
algebru grupy G (interpretovanou jako tetny prostor v jednotce grupy), Q,Q jeji
pravoinvariantni a levoinvariantni kanonickou formu.

Madme tedy

M (%) =% 41, a(¥) =0, (%)= adgn(%).
dt),. dt dt /)y dt dt dt

(Translace a jejich diferencidly znadime stejnymi pismeny, nebot zde nemiiZze dojit
k nedorozuméni.) Pfi zm&n& parametru na kfivce g(f) se hodnoty Q i Q ndsobi tymz
faktorem, pfi translacich na grupé G se zméni takto:

dg dg ~( dg _15/(99
Q — =adg,Q(—=), Q — = ad Q=).
<91 a 92> g1 (dt) (91 A g2 g, dt

Ozna¢me (v, v) = —1Sp(adv)® Killingovu kvadratickou formu na g. Tato forma
je invariantni pfi zobrazenich z adjungované representace grupy G, tj. plati (v, v) =
= (adg . v, adg . v) pro viechna ge G a veg. Zuzeni forem Q,Q na kfivku g(t)
znaéme dP, dP. Pfedpoklddejme, Ze pro nd3 pohyb je (dP, dP) # O na celém defi-
ni¢nim intervalu. Pak je dP = a.dt.R,dP = @.dt.R kde R, Re g jsou voleny
tak, aby byly jednotkové vzhledem ke Killingov& kv. formé&. Tento zdpis je skuten&
mozZny, protoze forma dP je linedrni diferencidlni forma s vektorovymi hodnotami, za-
visld na jednom parametru. MnoZinu vektort R(f) a R(f) nazveme pevnym a hybnym
fidicim kuZelem pohybu, vzhledem k tomu, Ze podle (1) je (adg(t)) dP = dP, je .
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(adgR, adgR) = (R, R) a @ = a. (Lze pfedpoklddat a > 0.) Parametr ¢, pro n&jZ je
a . dt = do, nazveme kanonickym parametrem.
Plati tedy:

@) © dP =dgR, dP =dgR, R =ad(g"")R.
Je-li Y jiny kanonicky parametr, je zfejmé y = +¢ + ¢, kde c je konstanta. V tomto

smyslu je kanonicky parametr invariantem pohybu.

Véta 1. Necht je ddn kuZel R(f) v g, (R,R) = +1, t€ [0, 1]. Pak existuje jediny
pohyb g(t) takovy, Ze g(0) = e, jeho pevnym Fidicim kuZelem je R(t) a parametr t
je kanonicky.

Dutikaz této véty je snadnou aplikaci diikazu analogické véty z [2].

2. ADJUNGOVANY POHYB

Adjungovand representace grupy G v g pfifazuje kazdému pohybu ¢(¢) z G pohyb
v g, totiz adg(r). Tento pohyb je pro kaZdé t automorfismem g, zachovdvajicim
invariantni kvadratické formy na g, specidlné tedy i Killingovu formu. Adjungovany
pohyb je tedy skutecné ,,pohybem*. Vzhledem k pfedpokladu o centru g je adjun-
govand representace lokdlnim isomorfismem a je tedy moZné studovat vlastnosti
daného pohybu pomoci adjungovaného pohybu.

Lemma. BudiZ

Y(f) = adg()"' X(1), X, Yeg. Pak Y =adg(t)™'.X + adg(t)"'[X,g'¢97"].

Véta 2. KuZele adg(t,) R(?) a R(f) maji v bodé t, styk alespoii prvého Fadu.
Diikaz.
{adg(to) R(1)}:, = R(t0) ,
{adg(to) R(1)};, = adg(to) {adg~'() R'(1)},, + {adg™"()) [R, R]},, = R;, ,
(ada(t0) ROV, = R () + {0 (R3]

to

Pii adjungovaném pohybu se tedy hybny Fidici kuZel ,,odvaluje po pevném Fidicim
kuzeli.

3. TRAJEKTORIE A OKAMZITY POHYB

Bud R € g libovolny pevny vektor. Vektoru R lze pfifadit vektorové pole R; na 4,
takto: (R;)x = {(d/d7) (exp (R)) X}, pro viechny body X z 4,.
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Véta 3. (R))x = RX.

Dukaz. Necht g(z) = exp (1R) a tedy (g9'(t))o = R. Trajektorie bodu X v jedno-
parametrické podgrupé g(t) je X(r) = g(r) X a jeji te¢ny vektor pro = = 0 je X'(0) =
= ¢'(0) X = RX, nebot g(0) = e.

Véta 4. Bud ddn pohyb g(t) jako funkce kanonického parametru. Pak tecné
vektory trajektorii vSech bodii tvofi pro kaZdé t, vektorové pole R(to)i indukované
vektorem R(t,) na A,

Dukaz. g(f) A je trajektorie bodu A, vektor te¢ny trajektorie v bodg g(t,) A je

Toioa = (g(t) A);(‘O)A = (9 "A)ga = (9'9_19 A)aA = (Q'Q-IB)B = (RB)B =
= (Ri)guo)A .

Definice. 1-parametrickou podgrupu exp (t R(t,)) nazyvejme okamZitym pohybem
v 1, pohybu g(t).

Tvrzeni. a) exp (tR(t,)) = g(to) exp (tR(to)) 9(to) '

b) Dany pohyb a okamZity pohyb maji pro kaZdé t, spolecné tecny trajektorii.

Duikaz tvrzeni a) plyne z definice R a adjungované representace,

b) z vé&t 3 a 4. Z tvrzeni plyne, Ze vlastnosti 1. fddu daného pohybu lze vySetfovat

pomoci okamzitych pohybt.

Definice. Budte R,(f) vektorovd pole indukovand pohybem g(tf) v A4,. MnoZinu
bodi (zdvislou na parametru ¢), v nichZ je n&které z té&chto poli nulové, nazveme
pevnou polodii. Analogicky definujeme hybnou polodii. Je tedy pevnd polodie feSe-
nim rovnice

€©)) RX =0

a hybnd polodie je feSenim rovnice RX = 0, pokud tato feSeni existuji.

Definice. Bud g(f) pohyb. Pohyb dany kfivkou g(f)~* nazyvejme vratnym pohy-
dem daného pohybu. Pevny fidici kuZel vratného pohybu oznaéme S, hybny oznaé-
me S. Pak plati

Véta5. R +S=R + S = 0.
Dilkaz. Zvolme kanonicky parametr — to lze, nebof Fidici kuZel nezdvisi na

zméng parametru. Pak R = g’'¢g™',S = (g7)" " (97') =g.(97"') = —g'g" ' apo-
dobn& pro druhou rovnost.
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Diisledek. Pevnd polodie vratného pohybu je hybnou polodii puvodniho pohybu
a podobné pro druhou polodii. Uvedme jesté ndsledujici vztahy, potiebné v dalsim:

. R(f) = adg"'()) R(1),
4) R(f) = adg 'R(f), R’(t) = —[R,R'] + adg ™ '(1))R"(r).
4. TRAJEKTORIE A POLODIE ADJUNGOVANEHO POHYBU

Je-li g(t) pohyb z G, pak trajektorie vektoru X € g pfi adjungovaném pohybu je
X(t) = adg(r) X = g(f) Xg (f)~", kde soutin vpravo je min&n jako souin matic.

Lemma. Tecny vektor trajektorie v bodé X(t,) je
() [R(to), X(to)] -
Dikaz.
d » dg . d _ dg _ -
—(9Xg™ V), == .Xg7 ') +(gX.—g7') =(Tgt.gXg7') +
dt(g 9™ Do (dt g )to (g o? )‘0 <dtg 9Xg ):o
_ dg _
# (%07t (= G07)) =Rl Xt0) — Xl1) R() = [R(0), X1
to
Diisledek. Polodie adjungovaného pohybu jsou ddny rovnicemi
(6) [R,X]=0 a [R,X]=0.

Véta 6. Adjungovany pohyb md netrividlni polodie.

Véta je jednoduchym dusledkem lemmatu.

II. KINEMATICKA GEOMETRIE ROVINY A SFERY

1. FRENETOVY FORMULE PRO RIDICI KUZEL V ALGEBRACH DIMENSE
3 HODNOSTI 1

Lieovy algebry dimense 3 hodnosti 1 jsou dvou typi:
1. typ: Lze vybrat basi X, X,, X; tak, aby platilo

[Xl’ XZ] = 0 3 [Xl’ X3] = axl + ﬁxl . [Xz, X3] = 'yxl + 6X2 N

kde A = ’aﬂ’ % 0, a matice
yo

:g' m4d pfitom jeden z téchto redlnych Jordanovych
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tvarl

(ba) (o1) (i)
0 ay "\o1 )’ TR )

Pro vektor X = a,X; + a,X, + a;X; z g plati pak (X, X) = a%. Na podalgebie
generované vektory X; a X, je tedy Killingova forma degenerovand. Chceme-li
sestrojit Frenetuv repér fidiciho kuZele obvyklym zpiisobem, je k tomu zapotiebi,
aby existovala invariantni kvadratickd forma na celé algebfe. Zjistéme, pro které
z nasich algeber takovd forma existuje. Vzhledem k tomu, Ze na prostoru generova-

ném vektorem X; takovou formu uZ médme, lze pfedpoklddat, Ze hledand forma je
tvaru

{X,X} = a,a} + 2a;,a,a, + a,,a3.
Je-li tato forma invariantni, musi byt
(X, [Y, X5} + {[X.X;], Y} =0.

(Kvadratickd forma a ji pfisluind symetrickd bilinedrni forma jsou stejné oznadeny.)
Snadno se zjisti, Ze tato soustava md netrividlni feSeni pouze pro algebry, v nichZ je
o + 6 = 0. To nastdvd pouze pro tyto Jordanovy tvary matice

® P : 180 , kde a; = —1;
y o 0 ay

(_;5) kde =0, B

Prichdzeji tedy v uvahu pouze tyto dvé algebry

Il
—

a) [Xy, X,] =0, [X;, X5] = X;, [X,, Xs] = —X,, {X, X} = aya,,
b) [X;, X,] = 0, [X;, X;3] = X,, [X5, X5] = =Xy, {X, X} = af + 4.

2. typ: U tohoto typu lze vybrat basi tak, aby bylo
a) [xl, Xz} = Xs, [Xz, X3] = Xl’ [Xa, xl] == Xz, (x, X) = a% + a% + ag,
b) [X;, X,] = X;, [X2, X5] = X, [X5, X;] = —X,, (X, X) = a? — a3 + 4.

Tyto &tyfi algebry jsou algebrami ndsledujicich Lieovych grup (zavedme pro n& nové
oznaeni):

E°: typ la: grupa euklidovskych shodnosti v roving,

E': typ 1b: grupa pseudoeuklidovskych shodnosti v roving,

S°: typ 2a: grupa sférickych transformaci v Ej,

S': typ 2b: grupa ekvicentroafinnich transformaci v roving.
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V dal¥im se budeme zabyvat jen témito grupami a jejich algebrami. Oznacme
(X,, X,, X,) soudin ([X, X, ], X;). Pak plati

Lemma.

123
(xix’ xiz’ Xia) = sgn ( i ) . (xl’ XZ’ X3)'
Iy Iz 13
(Xl, X,, X3) = 0, jsou-li vektory X,, X,, X; linedrné¢ zdvislé.

(X, X,, X;) je invariantni pfi adjungovaném zobrazeni.

Lemma je snadnym dutsledkem invariantnosti Killingovy formy. Stejnd véta plati
i pro formu {X, X} v E° a E'.

Predpoklddejme nyni, Ze v n&které z naSich algeber je ddn kuZel P(t), tj. jednopara-
metrickd soustava vektorl, ktery nemusi nutné byt fidicim kuZelem néjakého pohybu,
a necht (P, P) + 0.

Zvolme R(t) = (1) P(f) tak, aby (R, R) = &, kde &, = +1 a pfedpoklddejme, Ze
viude je R’ # 0; ddle zvolme x; > 0 tak, aby platilo R'(t) = »,T, a (T, T) = +1
pro (R,R) +0a {T,T} = +1 pro (R,R’) = 0.

Pi¥me N = [R, T]. Ndsobime-li Killingovu formu resp. formu {,} vhodnym fakto-
rem umeérnosti, Ize jest€ dosahnout toho, aby (N, N) resp. {N, N} = 1. Snadno se
zjisti, Ze pfi nasi volb& Killingovy formy i formy {X, X} je tento poZadavek spln&n.

Zavedme ozna&eni: (T, T) = &, (N, N) = &,

(7 £y = & pro & 0, & =¢, pro & *0,
e, ={T,T} pro & =0, & ={N,N} pro & =0.

Véta 7. Za uvedenych predpokladii a oznaceni plati Frenetovy formule:

(8) R' = T, [R,T] =N,
T = —x,606,R + #,N, [T,N] = &R,
N’ = —x,6,65T. [R,N] = —e,¢,T.

Diikaz. Pfedné je (R, R) = konst, {R, R} = konst atd. Z toho plyne, Ze R’ md
slozku do R nulovou a podobn& pro ostatni. Diéle je (R, T) = (T, N) = (N,R) =
= {R, T} = ... = 0. Z toho plyne (R, T) + (R, T') = »,(T, T) + (R, «R + yN) =
=8 + agg =0, g, + 0, a tedy o = —¢oe,%,; y oznatime x,. Ddle (N',R) +
+ (R, N) = %,(T,N) + (2R + BT, R) = ag, = 0,a tedy 2 = 0. (T', N) + (T, N') =
= #,(N, N) + B(T, T) = 0. Rozli¥me nyni oba pipady:

i) (T,T) £ 0,atedy f = —ix,6,64 = —x,6,83,

it) (T, T) = 0, a tedy B = —x,¢&,¢5, uvdZime-li druhou formu.
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Zbyvaji formule pro ndsobeni:

(R,[T,N]) = ([R, T],N) = (N, N) = ¢,. Je-li [T, N] =oR + BT + 7N, je p =0,
y=0 a agy = &4, tj. & = eoe, a podobn& pro ostatni: je-li [R,N] = BT, pak
(T, [R,N]) = B(T, T) = Pe, resp. {T,[R,N]} = p{T, T}. Ddle je (T, [R,N]) =
= ([T,R],N) = —¢, resp. {T,[R,N]} = {N,N}. V obou pfipadech je —e&; =
= Pe,, tj. B = —e&,e5. Tim je véta dokdzdna.

Parametr s, v némZ je %, = 1, nazveme obloukem kfivky R(r); vyraz x,e,¢;/x,,
ktery nezdvisi na parametrisaci, nazveme k¥ivosti k kfivky R(f) v g.

Véta 8. KFivost k kFivky R(t) je ddna vztahem

_ (R,R,R)e,
© RV

Dikaz R’ = x,T, [R,R'] = %N,

R” = #\T — xjeoe; . R + 2%, . N, (R, R, R") = xisuse;,
(R.R) =xle, a %, = [&(R,R)]"2.
Je tedy
Kk = X1%2€283 — (R, R, R') &, )
o {e2(R, R")}?2

Chceme-li ziskat Frenetovy formule pro pohyb, je tfeba k odvozenym vztahiim
pfidat jest& rovnici (2). Plati tedy celkem

Véta 9. Bud g(t) pohyb v nékteré z grup E' nebo S* (i = 0, 1) tiidy C* bez singu-
larnich bodii (R, R) % 0, R" % 0). Pak plati

dP = dgR, dT = —x, dpeoe,R + %, doN,
dR = dox, T, dN = —x, dpe,e;N.

Definice. Invarianty x,, ¥, nazvéme 1. a 2. kfivosti pohybu.

Najdéme souvislost mezi invarianty polodii a invarianty fidiciho kuZele pro pohyb
v grupdch E'. Je-li R(r) fidici kuZel n&jakého pohybu z této grupy, je RX = 0 rovnice
pevné polodie. Ozna¢me x(r) kfivku, kterd je feSenim této rovnice. Pak je R(t) x(¢) =
= 0. Z toho plyne R’x + Rx’ = 0, a tedy RR'x + R?x’ = 0. V E’ plati R*v =
= —e&,e3v pro kazdy vektor v roving€. Je tedy ¢,6;x" = RR'x, tj. X' = ¢,6;RR'x =
= %,6,6,(TR + N) x = x,£,e;Nx; jednotkovy te€ny vektor pak je roven t = £,;Nx,
%, = ds[de, dt/ds = dt/de . de[ds = (1/x;) k . n = (e,¢;5)[%, . (d/dep) (Nx) =
= (e263)¢; (N'x + Nx') = (1/;) (¢, Tx + &,63%,NTx) = —(1/x,) %,Tx. Srovnd-
nim dostaneme, Ze kfivost k polodie je rovna k = x,[x; a normdlovy vektor n je
n = —Tx. Stejné vztahy plati pro hybnou polodii a hybny Fidici kuZel.
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2. VZTAHY MEZI INVARIANTY RIDICICH KUZELU

Budte R(t) a R(r) tidici kuZele néjakeho pohybu g(?), %y, %, %y, % 2 jejich invarian-
ty. Pakje R'(f)= %, T(f), R’ = »,T,R’ = adg~'R’; z toho plyne #,T = adg™ 'R’ =
= adg™'%,T = x, adg 'T. Jelikoz (T,T) = (adg™'T,adg~'T) = (T, T), je T =
=adg~'T, % =%, T =adg™'T" + [T, R]; podle (4), dosadime-li z (8)

—&#%,R + %,N = adg~!(e%,R + %,N) + [T,R] = ex,R + »,adg"'N - N.

Protoze je (N, N) = (N, N), je %, = x, — 1.

Véta 10. Pro invarianty obou Fidicich kuZelii plati vztahy
(10) . ﬁ1=xl, xz_ﬁ2=1.

Pfimym dasledkem této véty je

Véta 11. Adjungovany pohyb vznikd odvalovdnim Fidicich kuZelii a pFi danych
R(0) a R(0) je jimi urcen.

V grupédch E° a E' plati téZ v&ta pro pevnou a hybnou polodii, vzhledem ke vzta-
him, které plati mezi invarianty Fidicich kuZel a polodii v t&chto grupdch.

3. KRIVOST TRAJEKTORIE V KINEMATICE E° A E!

Bud tedy E° grupa euklidovskych shodnosti a E' grupa pseudoeuklidovskych
pfimych shodnosti v roving. V E’ zvolme basi

000 000 000
X,=(100], X,=(000]|, X,=[001
000 100 00

kde e = —1 pro i =0 a ¢ = +1 pro i = 1. Pak je [X,,X,] =0, [X,,X;] =
= —eX,, [Xp, X3] = =X P X = Ya X, € E' je (X, X) = a3, {X, X} = a? — eda].
Necht nyni g(t) je pohyb z E' tfidy C* bez singuldrnich bodi (R, R) & 0, R’ + 0).
Kanonicky parameter je tihel otodeni. PiSme R(f) = aX, + bX, + X;, to znamend,
Ze predpokldddme, Ze kanonicky parametr je vybrdn tak, Ze tfeti slozka vektoru R
1
je kladnd. Oznacme x =|x'| bod v roving a {v, v} formu, kterou forma {X, X}
oF
zfejmym zplsobem indukuje v roving, {u,v) pak zname antisymetricky soudin
vektordl v roving, ¢ = sgn {Rx, Rx}.
Teény vektor x' trajektorie x(t) = g(f) x bodu x v bodé x(t) je roven x'(t) =
= R(t) x(t); pak je ddle x” = R'x + Rx’ = R'x + R%x a pro oblouk s trajektorie
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je ds/dt = (¢'{Rx, Rx})!/2. Kfivost k, trajektorie v bod€ x je pak ddna timto vztahem

(11) (o KX (Rx 4 Rix R
x (@)3/2 (SI{RX, Rx})S/Z
dt

Vektor —eR%x md smér kladné normadly trajektorie a jeho velikost je (¢'{Rx, Rx})'/2,
Stted oskulaéni ,.kruZnice S, (v pfipad® E° je to skutetn& kruzZnice, v pfipad& E' je
to pseudoeuklidovskd kruZnice, tj. rovnoosd hyperbola resp. dvé sdruZené rovno-
o0sé hyperboly) trajektorie v bod€ x je ddna vztahem:

_ (e’ {Rx, Rx})%/? 1
u=x+(kx)1‘nx=x_ (({ 2}) C ot l/Zsz_
(R'x + R%x,Rx) (¢'{Rx, Rx})
=X — {Rx, Rx} e'eR?*x .

(R'x + R%x, Rx)
Rozlime nyni oba pfipady:

a) E°: Zavedme poldrni soufadnice vztahy x; = b + gcos 9, x, = —a +
+ osin 3 kde g e (— 0, +®), ¢ € (—4n, in). Pak
0 0 0
Rx=| psind), Rx=(a], R2x=|—-gcos$|;
—ocos 3 b’ —0 sin 9
{Rx, Rx} _ 5 _ e _
(R'x + R?2x,Rx) ¢?> —g(a’cos 9 + b'sin9) ¢ — (a’cos9 + b’sin 9)
- ° .
@ + %, COSs @ ’

J(@7 + &)
—-————————b, i = —x%,CO8¢Q,
+JWV+@V$“9 ’

kde ¢ je tihel mezi normdlou polodie a pdlovou pfimkou. MnoZina inflexnich bodu
trajektorii je ddna rovnicig + »; cos ¢ = 0, coZ skuteéné je rovnice inflexnf kruZnice.
Tim je rovnéZ nalezen geometricky vyznam 1. ki¥ivosti pohybu: —x; je pramér
inflexni kruZnice, x, je primér kruZnice vratu (i s orientaci). NapiSme nyni rovnice
pribuznosti mezi body a jejich sttedy k¥ivosti: Md-li bod x soufadnice (g, 9) a S, sou-
fadnice (o', 9), je
9=y, gmg- & _Cred-¢
o+d o+d

cos 9 +

053+ bsind = (@) + ()

(kde piSeme d = x, cos @), a tedy g’ = d(g — ¢').
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Pfi tom ¢ je thel kladné jednotkové normdly s jednotkovym vektorem polové
pfimky, orientovanym ve smyslu rostouciho kanonického parametru. Te¢na polodie
je orientovdna ve smyslu rostouciho kanonického parametru, normadla tak, Ze
(t,, n,) tvoti pravotogivy repér. Za téchto predpokladi plati (1/r) — (1/F) = (1/2r,),
jsou-li r, 7, r, orientované polomé&ry kfivosti pevné a hybné polodie a kruZnice
vratu.

b) E': Zavedme nejprve poldrni soufadnice vztahy
X, =—-b+pochd, x,=—a+osh9.
Analogicky jako v prvém pfipad€ dostaneme

{Rx, Rx} _ e s

L4

(R’x + R%x, Rx) o+ o(+a’ ch 9 —b"sh 9) T g— %, cho’

kde ¢ je pseudoeuklidovsky uhel mezi normdlou a pélovou pfimkou. Ptibuznost ma
tuto rovnici (znaéime-li opét g, 3 souf. bodu x a ¢’, 9’ souf. bodu S,)

00 = —d(e —¢), d=xu,che.

Pro isotropické sméry je S, = x, pro &dst roviny danou poldrnimi soufadnicemi
x;,=—-b+9sh3,x,=—a+gchdje

00’ =d(e—¢), d=wuysho.

MnoZina inflexnich bodii je ddna rovnici ¢ — %, ch ¢ = 0, coZ je pseudoeukli-
dovskd kruznice s prim&rem 3, tj. rovnoosd hyperbola s osami délky »,, miZeme ji
tedy povaZovat za kruZnici ,,obratu®“. Podobné se definuje i kruznice ,,vratu‘. Maji
stejné vlastnosti, jako kruZnice vratu a obratu v ptipad& grupy E°.

4, KINEMATIKA GRUPY S°

S je algebra matic tvaru

0 a3 —-02
—"a3 0 al ’
a, —a; 0

pisme X = a, X, + a,X; + a;X;. (X, X) =4. Y(a)*, X, Y] = - X x Y, je-liX x Y
obvykly vektorovy soudin. ZtotoZnime-li centroeuklidovsky prostor, ve kterém se
d&je pohyb, s algebrou S° tak, Ze ztotoZnime base t&hto prostord, je RX = [R, X].
Z toho plyne, Ze struktura sférického pohybu je tdZ jako struktura pohybu k nému
adjungovaného. Budeme se tedy zabyvat pouze adjungovanym pohybem, coZ ucini-
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me v dal$im. Prdvé uvedené skute¢nosti se vyuZivd pii studiu sférické kinematiky
pomoci kvaternionti (viz [4]). Ozna&ime-li K multiplikativni grupu jednotkovych
kvaterniont, je K lokdIn& isomorfni s S°. Lokdlni isomorfismus mezi nimi je ddn
napf. takto: je-li g otoCeni kolem osy s jedn. vektorem n, o uhel ¢, pfifadme mu
kvaternion cos ¢ + ng sin @. Lieova algebra K grupy K je tvofena algebrou ryze
imagindrnich kvaterniont, jejiZ algebraickd struktura je ddna obvyklym ndsobenim
kvaternionil (a je oviem isomorfni s S°). Adjungovand representace grupy K
v algebfe K je ddna takto:

Je-li ke K, XeK, a je-li k = k™! sdruZeny kvaternion ke k, je (adk) X = kXk.
Tim je ddn lokdlni isomorfismus i mezi S° a adK.

5. KINEMATIKA EKVICENTROAFINNiI GRUPY S!

Necht S je grupa ekvicentroafinnich transformaci v roving, tedy grupa matic typu

10 0

04g,9:),
09g; 94

g - (gl 92>’
93 9a

kde g 94 — 9,95 = 1. 8! je algebra matic tvaru

X = as a -
02—03
X1=01,X2=00,X3=1 0.
00 10 0 —1

Pak plati [X;, X,] = X;, [X;, X;] = —-2X,;, [X;, X5] =2X,, (X, X) = 4(a] +
+ alaz). Rovnice RX = 0 m4 jediné feSeni x, = 0, x, = 0. To znamend, Ze polodie
degeneruji v bod. Hledejme ddle charakteristické sméry operdtoru R, tj. feSme rovnici
RX = 1X. Charakteristickd rovnice je 4*> —(R,R) = 0. Charakteristické sméry
jsou tedy dva redlné rizné pro pohyb s (R, R) = 1, Zddné (imagindrni) pro pohyb
s (R, R) = —1. V ekvicentroafinni grup& jsou tedy dva typy okamZitych pohybi
(pomineme-li singuldrni pohyby s (R,R) = 0). Je-li (R,R) = 1, jsou trajektorie
okamZitych pohybi hyperboly; je-li (R, R) = —1, jsou to elipsy.

piSme krétce

zvolme basi

Snadno se zjisti, Ze tena a normadla trajektorie jsou sdruZené sméry kuZelose¢ky,
kterd je trajektorii okamZitého pohybu (norméla trajektorie prochdzi po&dtkem).
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Pro invarianty kfivky v ekvicentroafinni geometrii plati: s’ = (x, x'), k =
= {x', x"»[{x, x'». Vztahy pro invarianty trajektorie v bod& x pak jsou

- ’ 2
$=<X,RX>, kx=<Rx,Rx+Rx>.
dt {x, Rx)?

6. KINEMATIKA ADJUNGOVANEHO POHYBU V GRUPACH E' A S}

Necht je ddn pohyb g(f) tiidy C* bez singuldrnich bodi v n&které z t&chto grup
a uvaZujme pohyb k nému adjungovany. JelikoZ algebry téchto grup maji hodnost 1,
m4d rovnice [R, X] = 0 feSeni pouze AR, kde A je redlny parametr. To znamend, Ze
polodie adjungovaného pohybu jsou jednoznaéné ureny fidicimi kuZeli. Pro teény
vektor trajektorie bodu X plati podle (5): X' = [R, X], z toho plyne X" = [R’, X] +
+ [R,X'] = (adR’) X + (adR)? X. Frenetiiv repér Fidiciho kuZele (pevného) je
tvofen vektory T, N, R a plati pro n&j formule (8). Budeme zkoumat trajektorie bodi
leZicich na jednotkové kouli, to znamend na kouli dané rovnici (X, X) = ¢, kde
€= %1.

Oznalme ty a ny te¢ny a normdlovy vektor trajektorie, leZici v teCné rovin& koule
v bod¥ X, ne nutn& jednotkovy. Pak je ty = [R,X], ny = [X, [R, X]]. Oznatme
&, = sgn (ty, ty), & = sgn (ng, ny) s Gmluvou podobnou jako v (7). PovaZujme
za miru k¥ivosti trajektorie jeji sférickou (geodetickou) kfivost na jednotkové kouli.
Pro ni plati podle (9)

(X, X’, X") 52 - ds

i ds)”z T de
&) —
dt

Zavedme vektor sférické (geodet.) kfivosti takto:

k

x

= (X, X)),

_x 4 LN = x4 @& X)) 1 _
(12) S, =X+ y N,=X+ XXX X X [X, [R,X]] =
B (X, X)) 3 (adRX, adRX)
=X+ (X, X, X") [X. [R.X]] = X + (X, adRX, adR'X + (adR)? X) (X [®.X]].

Je-li X = («, B, 7) bod a jsou-li a, B, y jeho soutadnice v repéru R, T, N, je po dosa-
zeni do (12): ‘

- £08( (BPez + v%e3) + ayxe, V#1€2
x — ’ ’
(B + 7%e3) + yx18208 (B + v%e3) & + 25848

y Y*%1€2
(B%; + y%e3) o + yx,8,808
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Promitnéme nyni bod X i bod S, ze stfedu 0 do te¢né roviny koule v bod& R, prii-
méty téchto bodi oznaéme 7X a nS, a zkoumejme takto vzniklou pfibuznost v te¢né

roviné koule:
X (1,5 , 2),
o o

7S s (1 Byx &, V. V%1€ ) —
x (B, + v%e3) + ayxies (BPey + y2es) + ayxee,

(1 Byx, Y- Y% ) )
(B + Veses) + ayxy - (B + v%eze5) + ayx,
1. &,.€5 = +1: Pi¥me Bfa = ¢ sin o, /e = o cos @, pak

e®x,cosp  od

p=9¢, ¢= = ;
o* +ox,cosp o+d

kde d = x, cos ¢. Je tedy g0’ = d(g — ¢).
2. &,.63 = —1: PiSme BJa = g sh ¢, y/x = g ch ¢, pak

e’x;cho  od
~0* +ox,chg —o+d

p=9, o=

kde d = %, ch ¢. V tomto pfipadé je o' = —d(¢ — ¢'). Je-li BJa = ¢ch ¢, y[a =
= g sh g, je
, , 2%, sh d
o=, 0= 29 - 4 = ¢ s
o +oxsshe o+d

kde d = x, sh ¢, a tedy g0’ = d(e — ¢').

Pozndmka. Tam, kde je to zapotfebi, vezme se misto formy (,) forma {,}.

MnozZina bodi, pro které vyse zavedeny vektor kfivosti nemd smysl, to znamend
mnozina ,,inflexnich* bodii ve smyslu pfislu$né geometrie, je ddna rovnicemi

e = e00® + €3(e2” + €37%), 0 = yxse80¢ + B, + ¥%e3) .
JestliZe je e, = 0, tj. v grupach E° a E!, dostdvdme
%182 + By + %3 =0 ti. oy + B2+ %65 =0,

coZ skute¥né je rovnice inflexni kruZnice (kruZnice ,,obratu“). JestliZe je ¢, + 0, je
to k¥ivka o téchto rovnicich

£ = go0® + &,p% + £37*, 0= yxse, + (g9 — e0?) .
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