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0O ROZKLADU SINGULARNICH LINEARNICH TRANSFORMACI

Vicrav HaveL, Brno
(Doslo dne 18. zati 1959)

Prof. dr. Jifimu Klapkovi k Sedesdtindm

Clének obsahuje algebraické i geometrické podminky k tomu, aby
existoval rozklad dané singulérni linedrni transformace n-rozmérného
eukleidovského prostoru v podobnost (shodnost) a projekei.

1. Pfedmétem vySetfovani bude nejprve n-rozmérny (redlny eukleidovsky)
prostor E. DokiZeme vétu, ktera zobeciiuje, resp. prohlubuje d¥ivéjsi vysledky
E. StierELA, H. HADWIGERA a H. NAUMANNA; viz [2], str. 213—214, [3], str. 97
a [6], str. 78.

Véta 1. Necht U je soustava vektor® a, =‘_0—Zl, ey Wi =S 5;1,,, vytvdfejicich
v E m-rovinu; 2 < m < n. Oznalme ¢4, ..., 9, podle velikosti usporddand charak-
teristickd Cisla Gramovy matice soustavy U. Soustavu U lze poklddat za paralelni
privmét urité soustavy nenulovijch vektord navzdjem kolmych a stejné dlouhijch.
tehdy a jen tehdy, je-lt splnéna tato podminka: Jsou-lv &isla g, pizs «s Gm TE-
nulovd, pak se navzdjem rovnaji. O ortogondlni pramét jde pfitom prdvé v tom

s ¥r

pripadé, kdyz viecka nenulovd charakteristickd Eisla se navzdjem rovnags.

Podotknéme, e Gramova matice dané soustavy vektord w,, ..., w, je tvaru
0,10;, ;0,, ..., WO,
0,10;, Wiy, ..., .M,
b
10,107, 0,W, ..., 0,10,

kde mw;w; znamend vnitini (skaldrni) souéin vektort w,, w;.
Charakteristickd &éisla této Gramovy matice jsou kofeny 4, ..., 4, rovnice

1,10, — A, 10,1, cesy 10,
0,10, W10, — A4, ..., WM, -0
mnwl: 0,104, s 0,10, — Z

K tlelim dtikazu rozdélme tvrzeni véty 1 na dvé éasti:
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a) Necht n = 2m — 1. Pak soustava je v E vidy paralelnim primétem
soustavy nenulovych vektorti navzdjem kolmych a stejné dlouhych.
b) Necht n < 2m — 1. Pak soustava % je v E paralelnim primétem soustavy

nenulovych vektori navzéjem kolmych a stejné dlouhych pravé tehdy, kdyz
plati relace

(1) 91 2= - ggn-m ggn—m+1= i =0 > 1 = oo =G = 0.'

Tvrzeni o ortogonalni projekei je oviem pro oba piipady spoleéné: O ortogo-
nalni projekei bézi pravé v pripadé

(2) 1= = <Gmt1=... =g =0.

. Necht U je pevna soustava vektort a, = 521, oewy @ = OA,, vytvéiejicich
v E m-rovinu A, ptitem# 2 < m < n. K zjednoduSeni formulace nazveme
ereperem kteroukoliv soustavu vektoru ﬁl, 53 _O-E,, navzajem kolmych,
majicich spolednou délku ¢ > 0. V E zvolme pravoihly soufadnicovy systém
o poddtku O a oznadme v ném a, ,, ..., @; , sloZky vektoru a; s = 1, ..., n.
~A) Necht soustava U je v E paralelnim primétem e-reperu € = {e, ..., €5}
pfi sméru promitini S. Zvolme jiny ereper € = {ej, ..., es}. Potom plati
rovnice
¢ =1t40r oo Fliatn E=1,...,m),

kde matice T = |, ;|| »-tého ¥4du je ortogonalni.

Necht soustava YU’ tvotend n vektory a; = (a;4, ..., @;,) je paralelnim pra-
métem e-reperu & p¥i promitani smérem S do A. Potom plati rovnice

O =130 + .o a0, G=1,...,7),

anebo v maticovém zapisu A’ = TA, kde A = |a, ,|, A’ = |a;,4|. Oznatme 7 tu
ortogonalni transformaci prostoru E, pii ni# je vektoru e; p¥itazen vektor e; pro
vSechna 4 = 1, ..., n; obdobné& oznaéme 7 tu afinni transformaci m-roviny A,
pii ni% je vektoru g, ptitazen vektor a; pro kazdé ¢ = 1,..., n. Jako zavér
vyslovime pak

Tvrzeni 1. Je-li soustava U paralelnim primétem e-reperu € pri promitdnt
smérem S a je-li T ortogondlni transformace (neménict poédtek 0), pak soustava T
je paralelnim primétem e-reperu < rovnés pii sméru promitdni S.

B) Gramova matice soustavy %, tj. matice AA* = ||a,a,|| je symetrické a lze
ji tedy uvést na diagonalni tvar prostiednictvim vhodné ortogondlni matice M
fadu n-tého:')

M(AA*) M* = (MA)(MA)* .
Oznaéme déle ¥ soustavu ¥ddkovych vektort aj, ..., a, matice A = MA. Bez
omezeni obecnosti pfedpoklddejme, Ze jde o takové potadi, p¥i ném% |a;| =

1) Hvézdi¢kou znadime matici transponovanou.
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= ... 2 |a,|. Z diagonélniho tvaru matice A pak vyplyvé, Ze vektory qy, ..., a,
jsou navzéjem kolmé a pravé poslednich n — m z nich je nulovych.
Dokazeme

TVl‘Eeln' . Jeli n=2m — 1, pak existuje soustava vektord e, = 51—_5;1, 64
én = OF,, navadjem kolmych a stejné dlouhgch, které jsow v E kolmgmi pri-
méty soustavy vektori @, ..., &, PFe projekct do m-roviny 0]17_1 vr o Bl

Dikaz. Méjme soustavu vektorda e, = (4, 0,...,0), &, = (0,d,0,...,0),...,
tn=10,...,0,4d,0,...,0), kde 0 < d < |a,|. PoloZme &; = (0,...,0,d,0,...,

———— ———— —_——

m—1 j—1 m—j
0, di,la o vy di.nom): bJ’ = (di.ls s ey d?’,n—m); 7 =1,..,m
Je-li n = 2m, pak lze vidy sestrojit navzajem kolmé vektory dy, ..., b,, tak,

Ze d2 + b} = qj, ..., d? + b2 = ak,. Vyplyvé to z toho, Ze podet m vektort d,
nenf vétsi nez podet n — m jejich slozek. Je-li n = 2m — 1, pak zvolme d =
= |a,,|, vektor b,, prohlagme za nulovy a sestrojme vektory b, ..., b,,_, tak, aby
d*+ o1 =aj, ..., d* + 0% _, = a%_,. Takové vektory lze vZdy sestrojit, nebot
jejich potet m — 1 rovné se poétu jejich slozek. Soustava ay, ..., a,, je shodna se
soustavou ay, ..., 6, a jeji kolmou projekei do m-roviny prvnich m soutadnico-
vych os je pravé soustava ey, ..., ¢,. Odtud dikaz.

C) NavaZme na predchozi odstavec a doplime vektory e, ..., ¢,, v d-reper
€ = {ey, ..., ¢,}. Pak soustava U je paralelnim prim&tem reperu € p¥i uréitém
sméru promitani S, takze podle tvrzeni 1 je téZ soustava U paralelnim primé-
tem nékterého d-reperu p¥i témze sméru promitani S.

Je znamo, Ze charakteristickd &isla Gramovy matice AA* rovnaji se charakte-
ristickym ¢&fslim Gramovy matice AA* (matice A je definovana v &4sti B)), tj.
gslom @}, ..., a5 Plati-li o =... =14k, lze poloZit ¢ =0y, ..., 8n = An
a vektory e, ..., ¢, doplnit v |a,|-reper. ProtoZe soustava ¥ je ortogondlnim
prumétem tohoto reperu (smér S je nyni kolmy k A), je podle tvrzeni 1 téz
soustava U ortogonalnim prim&tem ur&itého |a,|-reperu. Maji-li-aspoti dva
z vektort q,, ..., 4, rizné délky, pak smér S jiz nemtize byt kolmy k A. Cést a)
véty 1 je tim dokizéna. - ‘

D) Necht plati podminka n < 2m — 1. Reper €' z $sti A) zvolme specislné
tak, aby jeho prvnich n — m vektort bylo kolmych k A; tyto vektory oznatme
Ny, «ens Np_m. Zbyvajici vektory z €’ le#i pak v A a nalezi téZ soustavé U’ =
= 7Y (viz st A)). Oznadme tedy 9y, ..., Hn_n prvoich n — m vektord z A’,
Pak smér promitdni S je souasné rovnobézny s vektory n; — 95, ..oy iy — -

Specidlng pro smér S kolmy k A jsou vektory 9, ..., §,, nulové. Polozme
@imsy = .o = Gy, = 0 a uZijme oznadeni zavedené v &isti A). Budeme vy-
Setfovat matice A = |ja, |, A’ = |laj;|; i=1,....,m 7= 1,...,m. Jest A" =

Blls timto vyznamem matic P, B : P

= TA a matici A’ Ize psét ve tvaru A’ =

441



je matice, jejiZ fadkové vektory vzniknou z v, ..., 9,_» vynechdnim poslednich
n — m slotek. B je matice, jeji ¥4dkové vektory vzniknou z poslednich m
vektort soustavy U’ vynechdnim poslednich n — m sloZek; fddkové vektory
matice B jsou navzijem kolmé a maji spoleénou délku e. Plati tedy BB* —
= B*B = ¢2], kde ] je diagondlni jednotkovéd matice m-tého ¥adu. Dile plati
relace (TA)*(TA) = A*T*TA = A*A = P*P + B*B, a z toho ddle A*A = P*P
+ e.

Charakteristicks &isla matice A*A vzniknou tedy z charakteristickych &isel
matice P*P vidy piidtenim &isla e2. Sefadme charakteristicks &isla matice
P*P podle velikosti; pak prvnich n — m z nich je nenulovych a zbyvajict jsou
nulové.2) Tedy charakteristicks &isla matice A*A jsou

CHeZ . 26yt = .. =€,

—_—

Av8ak nenulova charakteristicka ¢isla matic A*A, AA* se po ¥adé rovnaji, takze
pro charakteristicka éisla g, = ... = g, matice AA* plati relace (1), jak bylo
dokézat. Jde-li o promitdni ortogonalni, pak vektory 9, ..., §,_, jsou nulové
a plati ¢, = ... = ¢,_,, = 0, takZe plati relace (2). Nejde-li o promiténi orto-
gonalni, pak relace (2) neplati.

Protoze charakteristick &isla Gramovy matice AA* nejsou zévisla na volbé
pravothlého soufadnicového systému v E, nebyla ani volba a;,,., = ... =
= a; , = 0 na tGkor obecnosti.

E) Necht plati n << 2m — 1. Pro charakteristicka ¢&isla Gramovy matice
dané soustavy U necht je splnéna podminka (1). Podle B) stanovime soustavu
vektori a,, ..., a,. P¥ vhodném po¥adi plati pak g, = a, ..., g, = ar, takZe
relaci (1) 1ze pFepsat do tvaru

Iall Z ... 2 lan—ml = Ian—m+1‘ =lame = lam' > lam+1[ = ... = ‘an‘ =0.

PoloZme €, _,ny; = Ay myigs - €m = G, a spoleénou délku té&chto vektort
oznalme d. UZijme vétu 1, kde za n, m polozime hodnoty 2n — 2m, n — m.
Potom plyne v piipadé n — m > 1 tento zdvér (ktery je pro n — m = 1 snadno
patrny): V (2n — 2m)-roviné R kolmé soudasné k vektortim e, .y, ---, €, lze
sestrojit soustavu vektori ey, ..., ¢,_, navzidjem kolmych a o spoletné délce d
tak, Ze pii sméru S (uréeném v R (n — m)-rovinou soudasn& kolmou k vektoram
€5, s €,_p) se vektory ¢, ..., ¢, promitaji do vektorti ay, ..., a,_,.. Pak soustava
U je pii sméru S praimétem d-reperu € = {e,, ..., ¢,}. Je-li navic splnéna pod-
minka [a,] = ... = [a,,], pak smér S je kolmy k A; jinak nikoliv. Cést b) véty 1
je dokdzana.

2. Nésledujici v&tu lze snadno dokazat jako bezprostiedni disledek véty 1:

%) Jsou-li M, N matice téhoZ ¥4du, pak maticim MN, NM nélez{ po fadé téz charakte-

ristické; ¢fsla. Doplnime tedy P nulovymi sloupci na matici P fddu m a uzijeme zndmého
faktu, Ze charakteristicks ¢isla Gramovy matice PP* jsou nezdporns.
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Véta 2. Afinni transformace « prostoru E na m-rovinu A cE (2 < m < n) lze
rozlozit v podobnost a paralelni projekes tehdy a jen tehdy, jestlize pii libovolném
viybéru vektori v, ..., w, navzdjem kolmyjch, nenulovych a stejné dlouhych spliuji
charakteristicka Cisla g, = ... = g, Gramovy matice soustavy «w,, ..., xw,
podminku z véty 1. O projekct kolmou jde pFitom prdvé v pripadé, kdy viecka ne-

;7 ¥

nulovd charakteristickd ¢isla se navzdjem rovnags.

F) Necht « je afinni transformace prostoru E na m-rovinu A c E, pfitemz
2 < m < n. Zvolme v A (m — 1)-rozmérnou sféru k a stanovme ji p¥isluinou
vélcovou nadplochu «~'k. Déale zvolme v A bod B a stanovme k nému ptisluinou
(n — m)-rovinu C = &~ B. Nakonec zvolme m-rovinu R kolmou k C. Pak
h = R n «"% je (m — 1)-rozmérny elipsoid v R. Nalezneme nutnou i postadu-
jici podminku k tomu, aby elipsoid & byl v E ortogonalnim pramétem (m — 1)-
rozmérné sféry k (lezici v nékteré m-roviné K). Protoze parcidlni zobrazeni o
je pak podobnosti, je z toho vidét, Ze jde téZ o nutnou a postadujici podminku
k tomu, aby existoval Zadany rozklad transformace «. Nejprve odvodime po-
mocnou vétu.

Véta 3. Necht je dan (m — 1)-rozmérny elipsoid a necht t,, ..., 1, je soustava
jeho hlavnich poloméra,®) prifems
3) il = e =) > P = S feal (1S5 m).

Tento elipsoid lze poklddat za ortogondlni primét wréité (m — 1)-rozmérné sféry
tehdy a jen tehdy, kdyZ plati podminka

4) n=2m —s.
j- n—j j=i m—j
r— r— s, s, rm—
Dikaz. Poloime t;=(0,...,0,[t],0,...,0), ¢;,=(0,...,0,]t,0,...,0,

Rigseoos Rinem)s D5 = (Rjy, o0y Pjnm); §=1,...,m. Vektory e, ...,e, jsou
navzajem kolmé a maji spoleénou délku |v,| tehdy a jen tehdy, kdyZ vektory
By, -+ b jsou navzajem kolmé, pritemz vf 4+ hf =13, ..., 12 + b2, = r2. AvSak
existence vektorl b, ..., b, zdvisi prdvé na poétu m — s nenulovych z nich
a poétu n — m slozek: Vektory ¥,, ..., b, existuji pravé tehdy, kdyz m — s <
< n — m. Odtud dikaz.

K vété 3 ptipojime jesté vétu, jejiz dikaz je zcela analogicky.

Véta 3'. Necht je ddn (m — 1)-rozmérny elipsoid s hlavnimi poloméry t,, ..., ty
pridemZ '

Il =2 Z tmeel > tppal = o =t 1=t =m).

Podminka n = 2m — t je pak nutnd @ staéi k tomu, aby existovala (m — 1)-
rozmérnd sféra, kterd je ortogondlnim primmétem daného elipsoidu.

Vétu 3’ viak pottebovat nebudeme. Vratime se k vété 3; z ni a z F) plyne
tento dilezity vysledek:

3) Hlavni poloméry (jakoZzto vektory) jsou sdruZené a navzédjem kolmé.

443



Véta 4. Necht « je afinni transformace prostoru E ma m-rovinu A CE,
pridems 2 < m < n; necht V, resp. v jsou dplné vzory bodu, resp. (m — 1)-
rozmérné sféry z A; (m — 1)-rozmérny elipsoid, ktery je pramikem nadplochy v
s m-rovinou. R kolmou k V, necht md hlavni poloméry vy, ..., t,, uspofddané
tak Ze platt (3). Rozklad transformace o v podobnost a paralelni projekci
existuje potom prdvé tehdy, plati-li podminka (4).

3. Obrafme pozornost k roziffenému n-rozmérnému prostoru E* > E. M&jme
dénu neafinni line4drn{ transformaci 4 prostoru E* na vlastni m-rovinu A c E*;
2 < m < n. Oznatme S singuldrni (n — m — 1)-rovinu vzhledem k 1. Daéle
definujme nadrovinu N jako dplny vzor nevlastni (m — 1)-roviny B c A pfi A.
Nalezneme nutnou a postadujici podminku k tomu, aby se transformace 1 dala
rozloZit v centralni projekei a shodnost.

- G) P¥ipad m = n — 1 vede k jednoduchému zévéru. Nadrovina N mé pak
tuto vlastnost: Je-li L libovoln4 vlastni nadrovina neprochézejici bodem S, pak
parciélni zobrazeni 1y nadroviny L na A je afinni transformaci pravé tehdy,
kdy% nadroviny L, N jsou rovnob&Zné. Probihé-li L &= N nadroviny rovnobézné
s N, pak se parcidlni zobrazeni 1, od sebe lisi pouze homotetiemi o stfedu S
Z toho jiz vyplyva véta, kterou nyni vyslovime.

Véta ba. Necht A je neafinni linedrni transformace prostoru E* na vlastni nad-
rovinu A c E*. Tuto transformacs lze rozloZit v centrdlni projekci a shodnost tehdy
o jen tehdy, plati-li podminka: 1. Existuje nadrovina L, kterd indukuje afinni par-
cidlnt zobrazenti Ay,

Lze ukdzat, %e podminku 1 lze vyjadtit jesté dv&ma dalsimi zplisoby:
2. Transformace 1 pfevadi absolutni polaritu prostoru E* ve sférickou anti-
polaritu m-roviny A. 3. Pfevadi-li transformace A dvojici perspektivnich
(n — 1)-simplext {4,}7, {B}1 opét ve dvojici perspektivnich (n — 1)-simplexi
{431, {B 1 = jsou-li {C,}1, {D;}{ tb&¥nikové simplexy s vrcholy C,;e A,B;,
resp. D; e A;B;, pak simplexy {C,}}, {D;}1 jsou podobné.4)

Pro n = 3 stanovil podminku 2 L. HorMANN a podminku 3 E. A. MGEDLI-
SvILy; viz [1], str. 40 a [4], str. 167—168.

H) Necht m < n — 1. Pak m4 nadrovina N tuto vlastnost: Je-li L libovolna
vlastni m-rovina disjunktni s S, pak parcidlni zobrazeni 1, je afinni prévé
tehdy, kdyZ L je rovnobézno s N. Specialng vedou k podobnostem 1 nej-
vyS ty m-roviny L, které jsou rovnobéiné s N (a ovSem disjunktni s N).
Zvolme tedy kteroukoliv (m — 1)-rozmérnou sféru &k v A a kteroukoliv nad-
rovinu M == N rovnobéznou s N. Poloime v = A~k n M; ttvar » je valcovou
varietou, je to linedrni obal nevlastni (n — m — 2)-roviny S’ =S n M s libo-
volnym z (m — 1)-rozmérnych elipsoidi v M, jemuZ odpovida v transformaci A
sféra k. Kone¢né zvolme v M nékterou m-rovinu R kolmou v Mk S a oznaéme h

4) Jde o simplexy s vlastnimi vrcholy, perspektivni podle vlastntho stfedu. ijezm’kem
rozumi se vzor anebo obraz nevlastniho bodu p¥i 4.
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(m — 1)-rozmérny elipsoid spliujici podminky # c R, 4% = k. Necht 1, ..., 1,
jsou hlavni poloméry elipsoidu % uspofadané tak, Ze plati (3). Podle véty 3a
(kde n nahradime hodnotou n — 1) je b v M kolmym primétem né&které
(m — 1)-rozmérné sféry v M tehdy a jen tehdy, plati-li podminka

5) . : n—1=2m-—s.

Existuji-li podobnosti 1, pak existuje mezi nimi téZ shodnost; ziskdme ji pti
vhodné volbé nadroviny M. Z nasich tvah vyplyva tento vysledek:

Véta bb. Necht A je meafinni linedrni transformace prostoru E* na wvlastni
m~rovinu A c E*; 2 < m <n — 1. Pak transformaci A lze rozloZit v centrdini
projekci a shodnost pravé tehdy, plati-lv (5); vijznam hodnoty s je stanoven v pred-
chozim.

I. Pifpad m < n — 1 vySettime jesté druhym zplsobem. Zvolme ortogo-
nalni zobrazeni w prevadéjici m-rovinu A v m-rovinu A’ leZici v nadroving
M == N rovnobéZné s N. Parcidlni zobrazeni (1w),, = A’ je afinnf transformaci
nadroviny M na m-rovinu A’ se singulidrni nevlastni (» — m — 2)-rovinou
S’ = S n M. Zédany rozklad transformace A ve shodnost a centralni projekei
existuje pak pravé tehdy, lze-li transformaci 1’ rozloZit v podobnost a paralelni
projekei. Plati tedy tato véta:

Véta bb'. Necht A je neafinni linedrni transformace prostoru E¥ na m-rovinu
AcEY 2==m<n—1. Jeli wy,...,w,_, libovolnd soustava menulovych
vektord, mavzdjem kolmych a stejné dlouhsjch v nadroviné M a jsou-li g, =
= ... = ¢, charakteristickd &isla Gramovy matice soustavy A'w,, ..., A'w,_,,
pak transformact A lze rozloit ve shodnost a centrdlni projekci prdvé tehdy,
kdyz plati tato podminka: Jsou-li &isla g,_pm, ..., g nenulovd, pak se navzdjem

rovnaji. Vyznam M a A’ stanoven pred z'némm véty.

4. Afinni transformaci prostoru E na p¥imku « Ize vidy rozloZit v podobnost
a paralelni projekei. Rovnéz tak neafinni linedrni transformaci prostoru E* na
vlastni pfimku lze vidy rozloZit ve shodnost a centralni projekei. Jednoduchy
dikaz obou tvrzeni zde neuvadime.

Problematiku tohoto é&lanku lze rozfiit na pseudoeukleidovské prostory,
v nichZ je definovéna metrika o(X,Y) = Vz e — y:)% X = (%, .. .5 Zn),
i=1

Y = (yy, ---» Yn), & = £ 1; viz napt. [5].

Na zavér uvedme nefeSeny problém rozkladu nesingulérni afinni transforma-
ce prostoru E v podobnost a afinni m-transformaci, resp. problém rozkladu ne-
singuldrni afinni linedrni transformace prostoru E* ve shodnost a linedrni
m-transformaci.’) Dosud je zndmo FeSeni pouze pro specidlni hodnoty m.

%) Lineérni m-transformace mé dva maximéln{ podprostory sa.modruznych bodd, a to

m-rovinu a (n—m — 1)-rovinu; u afmm m-tra.nsformace ]e zmmena (n—m — 1)-
rovina nevlastni. :
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