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Casopis pro péstovdni matematiky, roé. 85 (1960), Praha

ZOBECNENI VET 0 KORENECH ANALYTICKYCH FUNKCI

Haxa Svecova, Praha
(Doslo dne 9. zéri 1959)

V élénku je s pomoci kombinatoricko-topologickych metod podéno
zobecnéni principu argumentu (véta 3,2), Rouchéovy véty (véta 3,3)
a Hurwitzovy véty (véta 3,4) na funkce spojité a nenulové s vyjimkou
koneéného podtu bodu. Déle jsou studovény nulové body a body ne-
spojitosti funkece z @(2) + ¥(z), kde @, ¥ jsou meromorfni funkce.

I. ZAKLADNI POIMY

1. POLYEDR

V této préici se omezime na p¥ipad komplexni roviny E,, jejiz prvky budeme
nazyvat éisly nebo body.

Definice 1,1. Bud X c E,. Necht existuje homeomorfni zobrazeni F mnoZiny
Z na uzavienou useéku. Potom mnoZinu X nazveme jednorozmérnym simplexem.
a vzory koncovych bodi dsedky F(X) pfi zobrazeni F nazveme vrcholy simplexu
2. Je-li z ¢ B,, pak bod z nazveme nulrozmérnym simplexem a zarovei vrcholem
tohoto simplexu.

Bud K koneény systém jednorozmérnych a nulrozmérnych simplexi s vlast-
nostmi:

a) libovolné dva simplexy X, X, systému K jsou bud disjunktni, nebo jejich.
prinik je vrcholem obou simplexu X}, Z,;

b) je-li e K, o vrchol simplexu X, pak je o € K.

Necht ddle systém K obsahuje alespon jeden jednorozmérny simplex. Potom
systém K nazveme (jednorozmérnym) komplexem.

Sjednoceni viech simplext komplexu nazveme (jednorozmérnym) polyedrem.
Je-li polyedr P sjednocenim vSech simplexi komplexu K, fikdme, Ze K je
simplictdIng rozklad polyedru P.

Rikéme, %e simplicidlni rozklad K, polyedru P je zjemnénim simplicidlniho
rozkladu K polyedru P, jestlize kazdy simplex komplexu K, jako bodova mno-
Zina je asti nékterého simplexu komplexu K. '
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-V dal8im budeme bézné pouzivat tohoto tvrzeni (dikaz je snadny): Kazdd
Jordanova kfivka je polyedr. Je-li I" Jordanova kitwka, pak ke kaidému kladnému
¢ existuje simplicialnt rozklad k¥ivky I, jehoZ kaZdy simplex md pramér mensi
nez e.

2. ORIENTACE UZAVRENE JORDANOVY KRIVKY

Definice 1,2. Orientaci jednorozmérného simplexu nazveme funkei #(z,, 2;,),
definovanou na mnoziné viech uspotadanych dvojic vrchold daného simplexu
a nabyvajici hodnot -1 tak, Ze je t(z,, z,) = — (2, 2;).

Bud 8 jednotkové kruznice, ¢ jedno z &isel +1, —1. Definujme orientaci
libovolného jednorozmérného simplexu libovolného simplicidlntho rozkladu
kruznice S takto: Je-li Xc 8 jednorozmérny simplex s vrcholy z, = €,
z, = e, kde £y, Lye (—m, Y, { < &, piifadme simplexu X' orientaci ¢y tak,
aby platilo: ‘
¢, neni-li ¢ vnitinim bodem simplexu ,

13 = Lo oo S y
221, %) N\ — &, je-li e vnitinim bodem simplexu .

Potom ¥kame, Ze je dana orientace ¢t kruznice S a kruznici S nazyvame oriento-
vanou.

Bud I uzaviens Jordanova kfivka, F homeomorfni zobrazeni orientované
jednotkové kruznice S na I'. Pritadme kazdému jednorozmérnému simplexu
2’ c X s vrcholy z;; 2, orientaci ty.:

t (21, 28) = tx(F2(z1), F(3))

kde ¢ je orientace kruznice S a X' je vzor simplexu 2’ p¥i zobrazeni F. Potom
tikdme, Ze je ddna orientace kiivky I' a kiivku I" nazyvame orientovanou.
Z definice 1,2 plyne véta:

Uzaviend Jordanova krivka mize mit pravé dvé rézné orientace.

3. NUMERACE

Definice 1,3. Necht kazdému vrcholu jednorozmérného simplexu X je piifa-
zeno nékteré prirozens ¢islo. Dvojici éisel odpovidajicich vrecholim simplexu X
budeme psat v neklesajicim potadi a nazyvat numeract simplexu 2. Cislo odpo-
vidajici pii této numeraci vrcholu z simplexu budeme nazyvat numeraci
vrcholu z.

Jestlize pfi dané numeraci jednorozmérného simplexu obéma vrcholim
odpovida totéz ¢&islo, pak tuto numeraci nazyvame degenerovanou. Numeraci,
jez neni degenerovand, nazyvame nedegenerovanou. :

Je-li kazdému vrcholu komplexu K piifazeno ptirozené é&islo, fikame, Ze je
dana numerace komplexu K.
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Bud z bod simplexu X' v komplexu K. Neni-li z vrcholem simplexu X, pak
nosi¢em bodu z nazyvame simplex . Je-li z vrcholem simplexu X, pak nosiéem
bodu z nazyvame bod z.

Bud K, zjemnéni simplicidlntho rozkladu K polyedru P. Numeraci N,
komplexu K, nazyvime pokratovdnim numerace N komplexu K, jestlize kazdé-
mu vrecholu komplexu K je v numeraci N, pfifazeno jedno z éisel numerace jeho
nosiée v numeraci N.

V &asti II budeme potiebovat nésledujici lemma, jeZ je specidlnim p¥ipadem
Spernerova lemmatu (dikaz viz [1], str. 90).

Lemma 1,1. Bud X jednorozmérny simplex s numeract 1, 2. Pt kaZdém pokra-
Eovdni této numerace na libovolny simplicidlni rozklad K simplexw X md lichy
pocet jedmorozmérnyjch simplexd, komplexu K numeraci 1, 2.

Zavedme toto oznadeni: ¢, = 2k — 1,0, =2k (k =1, 2, ...).

Definice 1,4. Numeraci simplexu nazveme pfipustnou, jestlize z kazdé dvo-
jice @, b, (k=1,2,...) se v ni vyskytuje nejvy¥e jedno &slo. Numeraci
komplexu nazveme p¥ipustnou, jestlize vytvaii piipustné numerace na viech
simplexech komplexu.

4. STUPEN NUMERACE

Méjme ddnu uzavienou Jordanovu k¥ivku I's orientaci ¢. Bud K simplicialni
rozklad polyedru I', N pfipustnd numerace komplexu K élsl'y a,=1,0b =2
a, = 3, b, = 4. Bud X jednorozmérny simplex komplexu K s nedegenerovanou
numeraci. Oznadme 2, (k = 1, 2) vrchol simplexu X, jemuZ odpovida &islo a

nebo b,. Oznadme B5 podet vrchold simplexu X, kterym v numeraci N odpovi-
daji sud4 ¢&isla. Prifadme simplexu X &islo yy:

(1) vz = (— 1) Z L tx(2, 2) -

Definice 1,5. Cislo yz definované vztahem (1) nazveme wahouw simplexu X.

Bud ¢, jedno z &isel 1, 2, ¢, jedno z &isel 3, 4. Oznaéme s(c,, ¢,) podet simplexti
komplexu K s numeraci ¢;, ¢, a kladnou vahou, p(c,, ¢,) podet simplext kom-
plexu K s touZ numeraci a zdpornou vahou. V [1], str. 93, je dokdzana tato
véta:

Rozdil s(cy, ¢5) — p(Cy, C5) nezdvisi na vybéru &sel c,, c,.

Definice 1,6. Cislo yy = s(cy, €;) — P(cy, ;) nazveme stupném numerace N.
5. ROTACE SPOJITE FUNKCE

Bud ¢(x + 1y) = @i(z, y) + @ (2, y) spojitd komplexni funkce definovana
a nenulova v bodech uzaviené Jordanovy kiivky I'. Funkce ¢,, ¢, jsou spojité
realné funkee.
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@; jsou stejnomérné spojité na I', a tedy existuji &sla & > 0, § > 0 tak, Ze
v okoli (lezicim na I') poloméru 26 libovolného bodu z k¥ivky I" m4 alespon
jedna z funkef ¢,, ¢, stdlé znameni a je v absolutni hodnot® vétii neZ «. Oznad-
me (pro ¢ = 1, 2) F, mnoZinu viech z = 2 + iy e I', pro né% je ¢;(, y) = «.
Podobné oznaéme G; (¢ = 1, 2) mnozinu viech z = & + 1y e I', pro n&Z je
@iz, y) = — «. Mnoziny F;, G, ziejmé pokryvaji I'. Oznaéme dile &, mensi ze
vzdalenosti mnozZin F;, G; (1 = 1, 2). Bud 6, = min (4, 4,).

Definice 1,7. Hvézdou vrcholu z v komplexu K nazveme mnozinu bodi vSech
simplexti komplexu K, jejichZ vrcholem je bod =.

Definice 1,8. Bud K simplicidlni rozklad k¥ivky I, jehoz kazdy simplex m4
priumér nejvyse §,. Odislujme vrcholy komplexu K tak, Ze kazdému vrcholu
pfifadime bud jedno z éisel a,, kde k jsou indexy téch funkei ¢,, které jsou v da-
ném vrcholu kladné a na celé jeho hvézdé nezaporné, nebo jedno z &isel b;, kde §
jsou indexy téch funkei g,, které jsou v daném vrcholu zédporné a na celé jeho
hvézdé nekladné. O numeraci N, konstruované timto zpusobem budeme ikat,
Ze je vytvorena funkct g.

Poznédmka. Specidlné miuzeme kazdému vrcholu ptitadit bud jedao z ¢&isel
a, kde k jsou indexy téch F,, které pokryvaji hvézdu daného vrcholu, nebo
jedno z ¢&isel b;, kde § jsou indexy téch G, které pokryvaji tuto hvézdu. V dika-
zech budeme pouzivat vyhradné této numerace, a to pod ndzvem specidini nu-
merace.

Numerace N z definice 1,8 je zfejmé ptipustné. Je tedy definovan jeji stupen.

Véta. Stupesi numerace vytvofené funkct ¢ mezdvist ma vybéru simplicidlniho
rozkladu polyedru I' a numerace N. (Dtkaz viz [1], str. 95.)

Definice 1,9. Stuperl numerace N vytvoiené funkei ¢ nazveme rotact funkce ¢
na I 4

Poznamka. Z definice rotace je vid&t, Ze pfi zméné orientace k¥ivky I" zméni
rotace znaménko, nikoliv absolutni hodnotu.

6. HOMOTOPIE

Definice 1,10. Rikame, %e komplexni funkee @, v jsou homotopni na kiivce I,
jestliZe existuje funkce X(z, ¢) s hodnotami v #,, definovand, spojité a nenulova
na mnoziné I X <0, 1> a spliujici podminky

X(z,0) = ¢(z), X(2,1) = y(2)
pro zel.

Véta 1,1. Jsou-li funkce @,y homotopni na orientované uzaviené Jordanové
kitvce I, pak maji na I' touz rotac.

Dikaz. Z definice 1,8 a 1,9 plyne toto: Je-li @, spojitd komplexni funkce
nenulové na I', pak existuje v tak, Ze plati: je-li @, komplexni funkce spojita
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a nenulova na I" a je-li |Dy(z) — D,(z)] < ». I;I‘o vSechna z ¢ I', potom existuje
spoledna numerace vytvotend funkei @, a @,, a tedy obé funkce maji na I' touz
rotaci. Odtud plyne tvrzeni véty.

7. INDEX FUNKCE V NULOVEM BODE

Oznadeni. Bud S,(z,) kruZnice o stiedu z, a poloméru . Zobrazeni F(z) =
__2—2%

zobrazuje homeomorfné kruinici S,(z,) na jednotkovou kruznici S.

Polozme v definici 1,2 ¢ = 1 a prifadme kruznici S pisluSnou orientaci ?.
Oznaéme t* tu orientaci kruznice S,(z,), jez simplexu X0 c S,(z,) s vrcholy
#, 2§ prifazuje orientaci

Era(21, 22) = treo(F (21), F(22)) -

Umluva. Od tohoto mista a% do konce této prace budeme pod nézvem
orientace krunice v#dy rozumét orientaci #*; pii tom kazdou kruznici budeme
automaticky pokladat za orientovanou.

Bud I orientovana uzaviens Jordanova kfivka, @ jeji vnitfek. Bud @ spo-
jitd komplexnf funkce definovana na G; necht @ ma v @ jen isolované nulové
body, z nich# #4dny nelezi na I'; oznaéme je z,, 2, -- ., 2,. Kolem kazdého nulo-
vého bodu z; opi$me kruznici S¢ o poloméru ¢, jej% volime tak maly, aby vSechny
uzaviené kruhy T¢ s hranicemi S lezely v G a neprotinaly se navzajem. Na
ka¥dé krunici Sg je definovéna funkce ®¢ predpisem: @5(z) = P(2) pro z € S
Necht &sla &, &, vyhovuji podminkim kladenym na e. Stfedové projekce

o stiedu 2z, uréuje topologické zobrazeni F kruZnice Sg na Sg (F(z) = %z pro
1

z € 82). Oznadme P2 (z) = O(F(z)) pro z e 8. Rotace funkce ¥4 na S§ je ziejmeé
rovna rotaci funkce @4 na S%. Funkce P2, @4 jsou na S¢ homotopni, a tedy

(v disledku véty 1,1) je rotace funkce ®¢: na Sg: rovna rotaci funkce @3 na Sg2.
Oznadme ji y,.

Definice 1,11. Cislo y, nazveme indexem funkce @ v bod? z,. Cislo > ¥x Da-
k=1

zveme algebraickym potem nulovych bodi funkce @ uvnitt kiivky I

Véta 1,2. Algebraicky polet nulovijch bodi funkce @ wvniti I' je v absolutni
hodnoté roven absolutni hodnoté rotace funkce @ na I'. (Dtukaz viz [1], str. 98.)

II. POMOCNE DEFINICE A VETY
1. POMOCNA FUNKCE 4,

Bud I' uzaviena Jordanova kiivka (I'c B,), t jeji orientace, Zvolme bod
2y € I'. Bud F homeomorfni zobrazeni jednotkové kruznice S (S c E,) na kiivku
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I' takové, Ze je F~1(z,) = ei". Bud G zobrazeni intervalu (— 7, 7wy na kruznici S
takové, Ze pro (e (—m, n) je Q({) = eit. Parcidlni zobrazeni G* = G(_,,,,,),‘
které pievadi interval (—, 7) na mnoZinu S — e#*, je zfejmé& homeomortni.

Necht z,, z, jsou dva body kfivky I', rizné od z,. Potom existuje pravé jeden
simplex X' c I' s vrcholy z,, 2,, ktery neobsahuje bod z,. (Je to simplex X =
= F[G*({{y, Lp)], kde £, = G7Y(FYz;)] (¢ = 1, 2).) Uspotadejme body k¥ivky
I' timto zplisobem: piSme 2z, 3 2z,, jestliZe fx(z;,2,) = + 1 ({5 je orientace
simplexu X)), r, ) z pro viechna z ==z, z € I". Tato relace z¥ejmé spliiuje axiomy
uspofddani. Dile budeme pouzivat téchto oznadeni:

z— 2¥, jestlife z — 2%, z 3 2*;

z—> 2%, jestlile z — 2%, 2* I z;

z —> z,_, jestlize z — z,, 2! < 2z pro nékteré zlel', 2! &=z, ;
z2 = 2g4, jestliZe z — zy, z 3 2! pro nékteré 2lel;

2* = min 2, jestlize 2* e Y a pro kazdé ze U, z + 2* je 2* 3 z;
zecl’

z¥ = max z, jestlize z* ¢ Y a pro katdé ze ¥, z + 2* je z 3 z*.
seYcl :

Koneéné intervalem (z’, ") (resp. <z’, 2”)) nazveme mnozinu vsech z e I" tako-
vych, Ze plati 2’ 3 z 3 2” (resp. 2’ 3 2z 3 2"); intervalem (z,, z,) hazveme mno-
zinu v8ech z e I' takovych, Ze plati z, 3 z..

Bud f komplexni funkece komplexni proménné, spojitd a nenulovd na I
Znakem arg f(z) (resp. arg’ f(z)) budeme znagdit &islo «(z) (resp. «'(2)), pro které
plati f(z) = |f(2)] . e™®, x(2) € (— 7, 7) (resp. f(z) = |f(2)] - €@, a’(2) € €0,27)).

Bud M mnoZina v8ech z e I', pro kters je arg f(z) = n. JestliZze je mnoZina M
neprazdnd, mizZeme sestrojit posloupnost u,, v;, %,, v, ... bodld kiivky I'" timto
zplisobem:

%, = min z ;
zes

v, = min z ,
zeN,

kde M, je mno#ina vSech z ¢ I' takovych, Ze u, <3 z, arg f(z) = 0;

kde M, je mnozina vSech z e I" takovych, Ze v, 3 2, arg f(z) =x.(n =1, 2, ...).

Yéta. Necht U je uzaviend mnoZina, § + U c I'. Potom existuje bod Z = min z.
= zeQf
Jestlize pro néktery bod z, € I' platt U c (2,, 2,), pak existuje bod z = mf;,[x 2.
Dtikaz. Z definice orientace plyne, Ze existuje takové homeomorfni zobra-

zeni H intervalu (—m, ) na I' = 2z, %e pro &;, &y e (—m, m), § < &y je H(L) 3
< H(L,). Bud 2’ € U. Polozme B = U n {7y, 2’). Mnozina H-1(DB) je kompaktni
diselnd mno¥ina, a tedy existuje jeji minimum ¢. ProtoZe pro z e A, znone P
je H(Z) 3 2z, plati H(Z) = m]g.xn z. Jestlize je U c {zy, z,>, pak H-1(U) je rovnéz
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a plati H({) =

e

kompaktni ¢iselnd mnoZina, a tedy existuje jeji maximum

= max 2.
zeY

Yéta. Bud U jedna z mnofin M, M, U, (n = 1, 2, ...). Je-li U neprdzdnd, pak

existuje bod Z = min z.
zeY

Dikaz. MnoZina ¥ je uzaviens v dusledku spoptostl a nenulovosti funkece f.
Véta tedy plyne z piedchozi véty.

Véta. Bodd u,, a tedy i bodw v, je moZno sestrojit jen koneény polet.

Dukaz. Predpoklddejme, Ze bodd u, existuje nekoneéné mnoho. ProtoZe
mnoZina I" je kompaktni, miZeme z nich vybrat posloupnost konvergentni
k bodu u* e I'". Jsou-li %,,, u,, dva body z této posloupnosti, n, < n,, existuje
podle definice bodd w,, v, bod v,, takovy, Ze je arg f(v,,) = 0, U,, =3 Vp, =3 Unp,.
Je tedy lim %,, = u* = hm Vpyo AXG f(Uy,) = 7, axg f(v,,) =0prok=1,2,.

k-

Odtud plyne f(u*) = 0, coz odporu]e predpokladu. Véta je dokazana.
Oznadme W,y ; = Upm, Wom = ¥, (M = 1,2,...). Necht boda w, existuje
praveé r.
Definiee 2,1. Oznaéme A, funkci definovanouw na I' s témito vlastnostma:
Je-li M= 0, je Al (z) = arg f(z) provdechna zel .

Je-li M =0, je

A4(z0) = arg f(zo) ;

Ax(z) =arg f(z) pro z,3z3w,, jeli z,=+w;

A (w) =1lm A, z), jeli 2z, + w,;

A(z) = arg’ f(z) + 2k,x pro w, Iz3w,,, pflichémn;

A(z) = arg f(z) + 2k, pro w, 3z=]3w,,, P sudém n;

A(wyy)= lim A,(z) m=1,..,r—1);

04 1

Ax(z) = arg’ f(z) + 2km pro w, 3z pii lichém r;

Al(z) = arg f(z) + 2k pro w, 3z pfisudémr.
Pfitomk, (n =1, ..., r) je voleno tak, aby platilo im A,(z) = A, (w,).

T

Bod z, nazveme vyjchozim bodem funkce A, .

Poznémka. Z definice 2,1 je ihned vidét, Ze 4, je spojitou funkef z ve viech
bodech ktivky I" kromé bodu z,, kde je spojité zprava. Funkce 4, obecn& z4visi
na volbé bodu z,.

Z definice 2,1 ihned plyne tato v&ta:
V&ta. Necht hodnota funkce By, spojité na I' = z, a spojité zprava v bodé z,,
se lidi v kaZdém bodé z € I' od hodnoty arg f(z) o celistvy ndsobek 27t; mecht plati

By(zo) = arg f(z,), kde z, je vjchozi bod funkce A,. Potom je By(z) = A,(z) pro
vdechna ze I'.
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Definice 2,2. Rozdil lim 4,(z) — A4.(z,) budeme nazyvat zménou funkce A4,
na I "

Véta. Zména junkce A, nezdvisi na volbé vychoziho bodu.

Dikaz. Bud z, vychozi bod funkce A4;; piislusné uspotddéni znadme =3.
Bud z, vychozi bod funkce 4, p¥sluné uspofddan{ znatme <. Snadno se na-
hlédne, %e vyznam symbold z — z*, z— 2¥ je p¥i obou uspotddanich ty%. Necht
plati
(2) Ay(zo) = Aflzo) + 2k .

Funkce A,(z) — A4,(2) je spojitd pro z, = z = %, a nabyvé tam jen hodnot,
které jsou celymi ndsobky 2z, ddle je spojité zprava v bodé z,. Je tedy

(3) Ay(z) — Ay(z) = 2km pro 2z, 32 < %,,

lim A4,(z) = A/(z,) + 2kn .
Necht zm&na funkce 4, p¥i vychozim bodé %, je rovna c, tj.
(4) lim A,(2) — 4,(Z) =c.

Potom podle (3) je
Afy) = Aylzo) + 2km — ¢
Funkee A,(z) — 4,(2) je spojité pro Z, =3 z a spojita zprava v bodé zZ,. Je tedy
Afz) — Ay(z) = 2kn —c¢ pro %, 3z,
lim A/ z) = A, (z,) — 2k + ¢,

I—>%g—

a tedy vzhledem k (2) a (4) '
lim A,(2) — Ay(z0) = ¢ = lim A(z) — A(z,) -

33— %y

Véta je dokazana.
2. SOUVISLOST FUNKCE 4, S ROTACI FUNKCE f

Véta 2,1. Bud f komplexni funkce komplexni promenné spojitd a nenulovd
na orientované uzaviené Jordanové krivce I'. Potom rota,ce funkce f na I' je rovna
zméné funkce A; na I, délené 2.

_ 1)

Dikaz. Zavedme funkci ¢ definovanou na I" predpisem ¢(z) l @0 Ztejmé
je 4,(z) = A,(z). Z vlastnosti funkce
X(e,) = £ + (1 — ) 1) 5

plyne, ze funkece f, ¢ jsou na I homotopni. Podle véty 1,1 ndm tedy staéf vy-
Setfovat rotaci spojité funkce ¢, |p(z)] =1 pro zeI.. Necht ¢(z + 1y) =

= (@, y) + 1 po(2, ¥).
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< Zvolme x > 0, § > 0 tak, aby v okoli poloméru 26 libovolného bodu ze I’
alesponl jedna z funkef ¢,, ¢, méla absolutni hodnotu vétsi nez x a aby bylo

x < —V‘)—2 Bud K dostateéns$ jemny simplicidlni rozklad kiivky I" (v8echny jeho

simplexy majt pi'ﬁmér mendi nez &, z odstavce 5 ¢asti I) a N jeho specidlni
numerace vytvorens funkei ¢ (viz pozn. za definicf 1,8). Budeme predpoklidat
(bez Gjmy obecnosti), ze K obsahuje lichy podet jednorozmérnych simplexi.
Necht simplex Xe¢ K mé numeraci 1, 3. Oznaéme z, vrchol simplexu X
s numeraci 1, 2, vrchol s numeraci 3. Je tedy ¢,(2;) = « pro ¢, = 1, 2.
Oznaéme 4 = a, + ia,, B = b, + b, ¢&isla s vlastnostmi:
Al =1Bj=1; >0, a,=«; b =« by=a,.

Cisla_A, B jsou tim jednoznalné urdena a je « < a, (nebot jinak by bylo « =
2
SV

) Oznatme f = arg 4 = arctg ;i. Proto¥e pro j=1,2 je 2 =
1 1
P2(25) ay ;
= < —, plati
=) = 2P
(5) Bargpe) =arctg 20 <T g (19,

Pi(z;) — 2
Naopak plati: JestliZe z; je vrcholem v komplexu K a plati (5), pak je
& alz) .
a ~ gy(z) T &
a tedy ¢,(z;) = &, py(2;) = «; to znamend, ze vrchol z; m4 numeraci 1 nebo 3.
Dokézali jsme tedy tato dvé tvrzeni:

Tvrzeni 1. Jestlize simplex X ¢ K m4 numeraci 1, 3, pak pro jeho vrcholy
2y, 2, plati (5).

Tvrzeni 2. Jestlize pro vrchol z; v komplexu K plati (5), pak vrchol z; ma
numeraci 1 nebo 3.

Podobng lze dokazat dalsi dvé tvrzeni:
Tvrzeni 3. Necht pro vrchol z¢ K plati |arg ¢(z)| < f. Pak z m4 numeraci 1.

Tvrzeni4. Necht pro vrchol z¢ K plati'g — p<arg ¢(z) < 7—; + . Pak =
ma numeraci 3.

V dalsim budeme p¥edpoklidat, Ze numerace N m4 tuto vlastnost: Je-li z;
vrchol nékterého simplexu komplexu K, f < arg ¢(z;) < g — p, pak vrchol z;

mé numeraci 1, jestliZe na celé hvézd® vrcholu z; je ¢,(z) = &, a 3, jestliZe
tomu tak neni. (Z véty nasledujici za def. 1,8 plyne, Ze splnénim tohoto specidl-
niho pozadavku se neméni hodnota rotace funkce ¢.)

JestliZze simplex X' s vrcholy 2, z, mé numeraci 1, 3, pak (podle tvrzeni 1)
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plati g < arg (z;) =5 — B (3 = 1, 2). Necht vrchol z; mé numeraci 1, vrchol

wl B

z, numeraci 3. Je-li z, druhy vrchol pat¥ici k hvézdé vreholu z,, pak je (vzhledem
k volbé numerace N) o

S B<argpm) <3 +8

a vrchol z, ma numeraci 3. Zvolme vychozi bod zge I tak, aby nelezel v Zddném
simplexu s numeraci 1, 3. (To je moZné, nebot v8ech simplext je lichy podet,
a tedy alespoii jeden z nich nemé numeraci 1, 3.)

Bud M mnozina viech vrchold simplexi s numeraci 1,3 leZicich na I" (resp.

v intervalu J c I"). Vrchol 2! = min z je vrcholem. pravé jednoho simplexu X*
zeMN

s numeraci 1, 3, leziciho na I” (resp. v J); podobné vrchol 2> = max z je vrcho-
zeRN B

lem pravé jednoho simplexu X2 s numeraci 1, 3. Nazvéme X' prvnim a,VZ'2 po-
slednim simplexem s numeraci 1, 3 na I" (resp. v J). :

Budte X', £ dva simplexy komplexu K s numeraci 1, 3. Oznadme jejich
vrcholy 21,2223, 2% tak, aby bylo 2! 22 =23 Q2% Jestlie v intervalu
{z?, 2%) nelezi zadny simplex s numeraci 1, 3, pak budeme fikat, Ze simplexy
27, 2" nasleduji za sebou nebo Ze simplex s vrcholy 2%, z¢ nasleduje za sumplexem
s vrcholy 2%, 22

Tvrzeni 5. Necht pro Zddné ze I neni arg ¢(z) = n. Potom je rotace
funkce @ i zména funkce 4, na I" rovna nule.

Diukaz. Jestlize na I" neexistuje simplex s numeraci 1, 3, je tvrzeni zre]mé
Necht tedy existuje simplex s numeracf 1, 3. DokdZeme nyni:

Jestlize dva simplexy s numeraci 1, 3 nésleduji za sebou, pak jejich va.hy
maji rizné znameni. '

Predpokladejme, Ze tomu tak neni, tj. Ze napi. simplex Z* s vrcholy zf, 25F
a kladnou vahou nésleduje za simplexem X' s vrcholy z,, z,, ktery mé rovnéz
kladnou védhu. Oznadeni vrcholi volme tak, aby vrcholy s indexem 1 mély
numeraci 1 a vrcholy s indexem 2 numeraci 3. Je tedy 2z, = 2z, =3 2§ 3 2§. Bud
2z druhy vrchol pat¥ici k hvézdé vrcholu z,. Vrchol z; mé numeraci 3 a plati

~3-%z1,: /3<arg<p(z3)< + 8, ﬁSargcp(z)S——— .

Bud ¥ mnoZina viech z e <z3, Z¥>, jez jsou vrcholy simplexi komplexu K

a majf numeraci 3; bud Z = max z. Je z; ¢ A, ¥ konedna, a tedy Z existuje a je
zeY

2, 3 % 3 z* Bud % ten vrchol patiicf k hvézds vrcholu %, pro n&jz je z 3 z.
Numerace vrcholu z nenf rovna 3, nebot 2z non ¢ 2; nenj rovna 4, nebot pak by
numerace N nebyla pfipustni. Kdyby numerace vrcholu z byla rovna 2, platilo

by arg @(z) > g + B (nebot je %(5) = «) a v intervalu z, z¥) by vzhledem ke
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spojitosti funkce arg @ existoval bod ¢, pro néjz by platilo arg ¢({) = g, a tedy"

by v intervalu (Z,z¥) existoval vrchol s numeraci 3, coz je ve sporu s volbou
bodu z. M4 tedy bod z numeraci 1 a v intervalu (z,, z¥) le#{ simplex s numeraci
1, 3, coz je ve sporu s pfedpokladem, Ze simplexy X, Z* nasleduji za sebou. Ana-
logicky dojdeme ke sporu, pfedpokladédme-li, e oba za sebou nésledujici
simplexy maji zapornou vihu.

Necht prvni simplex s numeraci 1, 3 na I m4 kladnou véhu. Je tedy — = <

< arg @(zo) < 7—; — B (jinak by v disledku spojitosti funkce arg ¢(z) mél prvni

simplex s numeraci 1,3 zdpornou véhu). ProtoZze funkce arg @ nenabyva
hodnoty =, musi mit posledni simplex s numeraci 1, 3 zdpornou vahu. Rotace
funkce ¢ na I" je tedy nulové.

Zmé&na funkce 4, na I' je ziejmé nulova, a tedy je tvrzeni 5 dokdzéano.

Tvrzeni 6. Necht existuje 2° tak, Ze je arg ¢(z,) = n. Potom rotace funkce ¢
na I' je rovna zmé&né funkce 4, na I', délené 2x.

Dikaz. MuaZeme predpokladat, Ze jsme zvolili z, = 2°. Necht w, (n =
=1,...,7) jsou body z definice 2,1. Plat{ tedy w, = z,. Budeme pouZivat
tohoto tvrzeni:

Bud 1 < n < r. Symbolem (w,, w,,,) znaéme interval (w,, z,). Jestlize dva
simplexy s numeraci 1, 3, lezici v intervalu (w,, w,.,), za sebou ndsleduji, pak
jejich vahy majiriizné znameni. (Dikaz je zcela analogicky dikazu obdobného
tvrzeni v dikazu tvrzeni 5.)

Budnliché, 1 <n <r — 1. Je tedy

arg g(w,) = arg’ g(w,) = n, arg gp(w,4,) = arg’ (wp41) = 0.
Necht plati
Ay (w,) = arg g(w,) + 2 .
Jestlize v intervalu (w,, w,,;) neleZi Z4dny simplex s numeraci 1, 3, pak ze
spojitosti funkce arg’ ¢(z) plyne

lim arg’ ¢(2) = 2n,

o T

a tedy
(6) A (wpyy) = lim arg’ ¢(z) + 2k,x = arg p(w,,,) + 2(k, + 1) 7.

M'_‘,l

Predpoklédejme nyni, Ze v intervalu (w,, w,,) existuje simplex s numeraci
1, 3. Prvni simplex tohoto intervalu s numeraci 1, 3 musi mit zdpornou vahu.

Oznadime-li tedy s, (resp. p,) polet simplexii s numeraci 1, 3 a kladnou (resp.
zdpornou) vahou v intervalu (w,, w,,,), je

arg @(Wny) + 2(k, + )z, jeli s, —p, =0,
7 A, = ’ ;
(7) o{Wniq) < arg (o) + 2k,7 jeli s, —p,=—1.
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Polozime-li 4,(w,.,) = lim 4,(2), (w,, w,,,) = (w,, 2,), miZeme postupovat
analogicky déale: Nechf je .
Ag(Wnyy) = arg @(wnyy) + 2,7 .

Neexistuje-li v intervalu (w,,, w,,,) simplex s numeraci 1, 3, pak je

lim arg ¢(z) = — & = arg ¢(z) — 2%,
oy 49—
a tedy
(8) Ag(Wnyp) = T P(Wyys) + 2(I, — 1) 7.

Jestlize v intervalu (w, .y, w,,,) existuje simplex s numeraci 1, 3, pak prvni
simplex s numeraci 1, 3 mé kladnou vahu. Je tedy

_ s arg @(Wpaq) + 20,7, jeli 8 — Puay =1,

N arg @(wpay) + 2L, — 1), jei 8,43 — Py =0.
Shrneme-li vysledky (6), (7), (8), (9), dostavame pro liché n, 1 S n <=r — 1
A'p(wn) + 27 ’ je'li (S,, + 8n+1) - (pn + pn+1) =1 s

(10) Ag(wnys) = <A¢(wn) > jei  (8p + 8nt1) — (Pn + Pusd) =0,
Atp(wn) — 2r ’ je'li (sn '+' 8,,+1) an (p'n + pn+1) =—1.

(9) A (W)

Oznatme s = > 8,, p = > p,. Je-li r sudé, dava (10) tento vysledek:
n=1 n=1
lim A4 ,(z) = A,(z0) + 2km,
kde k¥ = s — p je rotace funkce @ na I.
Necht je nyni » liché. Je tedy arg ¢(w,) = arg’ p(w,) = n. Funkee arg’ ¢(z)
je spojité v intervalu (w,, z,) a nenabyva tam hodnoty 0. Prvni simplex inter-

valu (w,, 2,) s numeraci 1, 3 mé zédpornou vahu, posledni simplex mé kladnou
vahu. Je tedy s, — p, = 0, lim 4 (z) = 4,(w,). Plati tedy i v tomto ptipadé

lim A,(z) — 4,(z,) = 2k,

>z,

kde k = s — p je rotace funkce @ na I". Tvrzeni 6 je dokdzino.

Véta 2,1 je zfejmym disledkem dokazanych tvrzeni.

3. ZMENA ARGUMENTU A ROTACE SPOJITE FUNKCE

Oznadeni. Symbolem y,(z,) budeme znadit index funkce ¢ v bodé z,.

Lemma 2,1. ¢(2), y(z) budte komplexni funkce, spojité a nenulové na I'. Potom
aména funkee A, , na I' je rovna souttu zmény funkce A, a zmény funkce A, na I'.

Dikaz. Oznadme x(z) = ¢(2) . p(2) pro zel. z, bud vychozi bod funkei
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A,, A,, Ay. Funkce 4,(z), 4,(z) + A4(z) jsou spojité pro kazdé ze I,z = 2,
a spojité zprava v bodé z,. Je-li z € I', pak existuje celé &islo I(2) tak, Ze

o(z) = A,(z) — Ayz) — Ay(z) = 2lz) 7 .
Funkce w je spojitd na ka?dé souvislé podmnoziné kiivky I' neobsahujici z,,
a tedy je tam konstantni. Na druhé strané ke ka?dé dvojici bodt 2, z5€ I,
2, == 2, = 2,, existuje souvisld podmnozina (simplex) k¥ivky I, kterd obsahuje
body z,, z, a neobsahuje bod z,. Je tedy I(z) = I pro viechna z == z,. Déle je

w(zy) = lim w(z ) =2z, lim w(z) =2,

2%y 1 y Z—>Zy_

a proto plati
lim w(z) — w(zo) =

—3Zy_

= (lim A, (z) — Ayfzo) — (lim Ay(z) — Ay(z) + Lim Ay(2) — Aylzg)) = 0 -

Lemma je dokdzéno.
Z véty 2,1 plyne, ze lemma 2,1 je mozno formulovat ve tvaru:

Lemma 2,1'. ¢(z), w(z) budte komplexni funkce, spojité a nenulové na I'. Potom
rotace funkce ¢ . p na I' je rovna soubtu rotace funkce ¢ a rotace funkce y na I'.

Véta 2,2. Bud z, k-ndsobny nulovy bod holomorfni funkce ¢. Potom index
funkce @ v bodé z, y’e roven k.

Dtkaz. Necht ¢(z Za z — zy)" v oblasti @ obsahujici bod z,. Je k = 0,

n=k

a = 0. MiZeme tedy psét

@(2) = (2 — 2o)* . 9(2) ,
kde p(2) = > a,(z — zo)"*. Je p(z,) = a; == 0, atedy z véty 1,2 plyne yy(2) = 0.
’ n=k

Bud 8, kruZnice o stfedu z, a poloméru &; polozme y(z) = z — 2,. Zména
funkce A4, na 8, je zfejmé rovna jedné, a tedy y,(z,) = 1. Podle lemmatu 2,1’ je
VolZo) = k vx(20) + vy(2o) = k. Veta je dokézina.

Bud z, bod vnittku kiivky I', ¢(2) = z — z,. Funkce ¢ mé uvniti I prévé
jeden nulovy bod z, a index funkce (p v bodé z, je roven jedné. Podle véty 1,2 je
tedy rotace funkce ¢ na I" v absolutni hodnoté rovna jedné. P¥i tom hodnota
rotace funkce ¢ na I' nezavisi na vybéru bodu z,, nebot plati toto tvrzeni:

Tvrzeni. Nechf z,, 2, jsou dva body lezici uvnitt kiivky I". Potom funkce
@(z) = 2 — 25 a y(z) = z — 2z, jsou na I" homotopni.

Dikaz. Bud G vnitiek I'. G je souvisld mnozina, a tedy lze body z,, 2, spojit
lomenou &arou L leZici v G. Bud F homeomorfni zobrazeni intervalu <0, 1>
na L takové, Ze je F(0) = z,, F(1) = z,. Funkce X(z,t) = z — F(t) je spojita
anenulovd na I' X (0, 1) a je X(2,0) =z — 2y, X(2,1) =z — 2,.

Tvrzeni je tedy dokazéno.
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Oznadeni. Bud z, bod vnitfku k¥ivky I'. Oznaéme ¢* tu orientaci k¥ivky T,
Pii niZ je rotace funkce ¢(z) = 2z — 2, na I"rovna jedné.

Umluva. Od tohoto mista budeme pod nézvem orientace uzaviené Jorda-
novy kfwky vidy rozumét orientaci t*; pii tom kaZdou uzavienou Jordanovu

kiivku budeme automaticky pokladat za orientovanou.

Definice 2,3. Za pfedpokladu orientace t* kiivky I budeme zménu funkce 4,
na I" nazyvat zménou argumentu funkce f na I'.

Nyni, kdyZz mame urditym zptisobem definovanu orientaci kiivky I', mtzeme
formulovat tuto vétu:

- Véta 2,3. Bud ¢ spojitd funkce definovand na uzdvéru oblasti, jejiz hramict je
wzaviend Jordanova krivka I'. Necht je p(z) =0 pro ze I'. Potom algebraicky
pobet nulovich bodi funkce ¢ uvnitt I" je roven rotaci funkce ¢ na I'.

Dikaz véty 2,3 je proveden v [1], str. 98. Soudasti tohoto dikazu j ]e dukaz
tvrzeni, obsaZeného v nasledujicim lemmatu.

Lemma 2,2. Bud T wuzdvér oblasti, jejt¥ hramici tvori wzaviend Jordanova
kfivka I'; 2y, 2, ..., 2, necht jsou body této oblasts. S;, (k = 1, 2, ..., r) bud kruznice
o stiedu 2, a poloméru e takovém, Ze plati:

a) je-li T5 wzavieny kruh, jehoZ hranict je kruznice S, pak je T3 ¢ T

b) pro i =k je T; 0 Ty = 0.

Necht funkce @, definovand na mnoing T, =T — U T% je na T, spojitd
k=1

a nenulovd. Oznaéme y rotaci funkce @ na I', v, rotaci funkce @ na Sg. Potom plati

y—Zyk

Pozndmka. Z vét ..,1, 2,2 a 2,3 plyne pfimo princip argumentu pro holo-
morfni funkce, a to s vynechdnim pfedpokladu, %e k¥ivka I' je rektifikace
schopna.

III. ZOBECNENI VET Z TEORIE ANALYTICKYCH FUNKCI

1. ZOBECNENI PRINCIPU ARGUMENTU A ROUCHEOVY A HURWITZOVY
VETY

xrv

Rozif¥ime nyni pojem indexu funkce v bodé na libovolny bod, v jehoZ okoli
(neobsahujicim dany bod) je uvazovana funkce spojitéd a nenulova.

Necht funkee ¢ je definovéna v kruhovém okoli G bodu z,. Necht ¢ je spojita
a nenulovd na mnozing G — z,. Bud 8, kruZnice o stfedu z, a poloméru &
takovém, e je S, c G. Rotace funkce ¢ na S, nezavisi na ¢ (viz 7. odst. L. &asti).
Oznaéme ji y,(2,).
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Definice 3,1. Cislo y,(z,) nazveme indexem funkce @ v bodé z,. JestliZe funkce @
m4 uvnit¥ k¥ivky I jen isolované nulové body a body nespojitosti, pak soutet
indexl funkce ¢ ve viech nulovych bodech a bodech nespojitosti uvniti kiivky
I" nazveme algebraickym poltem mulovych bodi a bodw mnespojitosti funkce ¢
uvnitt I,

Véta 3,1. Bud z, k-ndsobny pdl funkce @. Potom index funkce ¢ v bodé z, je
roven — k.

Dikaz je analogicky dikazu véty 2,2.

V&ta 3,2. Necht funkce f md v G jen koneény podet nulovych bodi a bodd ne-
spojitosti a je spojitd a nenulovd na I'. Potom algebraicky poéet nulovyjch bodi

ve s

a bod# nespojitosti funkce f, leZicich uwonit¥ I', je roven zméné argumentu funkce f
na I

Dikaz. Oznadme z,, ..., z, viechny nulové body a body nespojitosti funkce f
leziei uvniti I'. Opi&me kolem kaZdého bodu z;, kruZnici S o poloméru & tako-
vém, %e uzavieny kruh T'¢ s hranici 8§ leZ{ cely v G a #4dnédva z téchto kruhi

nemaji spoleény bod. Funkce f je na mnoZing G — lrJ T: spojitd a nenulova.
J1 Spo ] I 1k SPO)

Podle lemmatu 2,2 je rotace funkce f na I" rovna souétu rotaci funkce f na S,
a tedy (viz véta 2,1) véta plati. '

Véta 3,3. Necht funkee f, p maji v G jen konebnyj polet bods mespojitosti a jsow
spojité na I'. Nechf funkce f, f + @ maji v G jen koneény polet nulovych bod.
Necht pro ze I platt |f(z)| > |p(z)|. Potom algebraicky podet nulovych bodd a bodd
nespojitosts funkce f(z) + @(z) uwonitt I je tyz jako w funkce f.

Dikaz. Podle predpokladu je |f(z)| > |p(z)] =0, a tedy f(z) == 0 na I.
Necht X(z, t) = f(z) + t (2). Funkece X je spojitd na I" X <0, 1) a je

1X (2, 1) = |f(z) + t p(2)| = |f(2)] — tlg(z)] > 0.
Plati X(z, 0) = f(2), X(2, 1) = f(z) + @(z). Funkee f(z) + @(2), f(z) jsou tedy
homotopni na I" a véta plyne z véty 3,1.

Véta 8,4. Necht funkee f, fy, fa, fs, - -- majé v G jen koneény poet nulovyjch bod
a bodi nespojitosti a jsou spojité na I'. Necht funkce f je nenulovd na I' @ lim f,(z)=

= f(z) stejnomérné na I'. Potom existuje éislov = 0 tak, Ze pro n > v md funkce
fn wonité I' stejny algebraicky polet nulovijch bodé a bodi mespojitosti jako
funkce f. .

Dikaz. Oznaéme pro zel" x,(2) = fu(2) — f(2z). Bud o = min |f(z)|. Podle

predpokladu je o > 0. Ze stejnomérné konvergence funkef f, plyne, Ze existuje
n, tak, Ze pro n > m, je [y.(2)| < ¢ pro z eI Protoze je ¢ < |f(2)|, plati pro
n > ny |xa(2)| < |f(2)| & podle véty 3,2 ma funkee f(z) + yn(2) = fa(2) uvnit¥ I”
stejny algebraicky poéet nulovych bodi a péld jako f(z). Staéi tedy poloZit
Y = n,.
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Poznédmka. Z téchto vét a z véty 3,1 ihned vyplyvd Rouchéova a Hur-
witzova véta pro funkce holomorfni aZ na pély.

2. ZAVISLOST INDEXU FUNKCE z &(z) + ¥(z) NA TVARU FUNKCI &, ¥

Vysetitujme nyni funkce tvaru f(z) = z @(z) + ¥(z), kde @, ¥ jsou holomorfni
(resp. meromorfni). Nulové body téchto funkeci na rozdil od funkei holomorfnich
memusi byt isolované, mohou tvofit celé ¢ary. V dalsim si budeme viimat pouze
isolovanych nulovych bodi. Zjistili jsme, Ze index holomorfni funkce v daném
bodé se lehce uréi z koeficienti Taylorova rozvoje této funkce. Rozvineme nyni
funkei f = 20 + ¥ v fadu analogickou ¥adé Taylorové, z jejichz koeficientd 1ze
urdit index této funkce v isolovaném nulovém bodé& (resp. bod& nespojitosti).

Véta 3,5. Budte @, ¥ funkce holomorfni v okoli bodu z,, kteryj je nuloviym bodem
funkce f(z) = z D(z) + ¥(z). Pisme funkce @, ¥ ve tvaru

0E) = 3, aule — )", Wle) = 3 bale 2"

Bud k celé éislo, k = 1. Necht plati

lLLa,=b,=0po0=i<k— 2,

2. @320 + by =0,

3. alespori jedno z &isel |ay_,|, |z, + byl je rézné od nuly.

Potom plati: Jestlife je |ay_q| == (@20 + bil, pak 2, je isolovanym nulovym
bodem funkee f; v pripadé, Ze |ay_,| < |mzo + byl, je y4(20) = k, @ v pFipadé, Ze
|@1] > |awze + bil, Je vo(20) = kb — 2. Je-li |ay_y| = |aszo + bl @ je-li 2, isolo-
vanym nulovym bodem funkce f, potom plati k — 2 < y(2,) < k. (Presnéjst krite-
rium pro poslednt pFipad je obsazeno v dikazu.)

Dikaz. Vsimnéme si, e véta 3,5 neklade na holomorfni funkce @, ¥ 74dné
omezujici podminky kromé& predpokladu pro pipad |ax_;| = |@2, + bil, Ze
nulovy bod z, je isolovany. Jsou-li @, ¥ holomorfni funkce, pak existuje £ tak,

o«

Ze plati 1a 3. Mizeme tedy psét f(z) = (z — 20)¥"1. 4A(2), kde A(z) = > (a.z +
k

n=k-1
+ b,)(z — zo)» ¥+, Je-li A(2y) = @_12¢ + br—y = 0, je splnéna i podminka 2.
V ptipadg, ze A(z,) & 0, jsou splnény podminky 1, 2, 3, dosadime-li za k
éislo & — 1.
Oznadme % = z — 2,; necht @, ¥ jsou holomorfni a nenulové pro |u| = ;.
UvaZujme body u e S,, kde 8, je kruZnice se stfedem v poddtku a polomérem
7 < r,. Potom je :

(11) f(2) = f(u + 2p) = f*(u) = Zo[(“nzo + b,) ut + aprPunTl] =
= [eu* + @ + .. ] + [y gt 4 L],
kde ¢, = a,2y + b, (n = 0, 1, 2, ...). Protoze je f*(0) = 0, plati ¢, = 0.
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Necht nejd¥ive plati |a,_,| = |@x2o + bil. Predpokladejme, Ze je k = 2.
Z piedpokladu vyplyvd, Ze pro 0 < |[u| =7 =< r; je a,_yr*u*2 + cuf = 0:
Dokézeme, Ze existuje r, tak, Ze funkce a;_,r*u*~2 4 c,u* je pro r << r, homo-
topni s f* na §,.

Definujme pro viechna z ¢ £, funkce

fiu) = aryr® ¥, fo(u) = cuF .
Funkece f,(%) + f,(x) nemd uvnitt S, nulovy bod rtizny od nuly. Zrejmé& exis-
tuje r, tak, %e pro r < r, plati
”ckl — ]ak—1” > {[]akl + ]a'k+1] 7y + Iak+2] "'i +...]4+
+ [logesal + legal e + .21}

Ale odtud plyne pro |[u| =r =,

2
() + fa(0)] = 7* ancy + 6 55| = [lon] — Janal| 7% >

> Y[y + |@gyal 71 + -] + [|0k+1| -+ lck+2| 7'1
= r* ey, + appu +..] + [ck+1 s + Ck+2 — ' ==

= |[ar®W* 1 4 agr®uF 4 L]+ [ W+ (’7c+2uk+2 + .
= [f*(u) — (fo(u) + fa(w))] .

Bud ¢ < 7,. Definujme pro |u| < r, holomorfni funkce

pu(u) = a2, p(u) = z cu"” + Za g2qyn—1
=k

n=Fk

Pro ue S, je

lpa(u) + fo(w)] = |f2(w) + fo(w)] > [F*(w) — (fuw) + fa(w))] = l@(u)] ,

a tedy z Rouchéovy véty plyne, Z%e funkce f, + f,, f* maji touz rotaci na S,.
Je-li |ax_y| < |az2e + byl, je podle Rouchéovy véty a podle véty 2,2 rotace
funkce f, 4+ f, na S, rovna £k, je-li |ay_,| > |@2, + by, je rotace funkce f; + f»

na 8, rovna k — 2. Z definice funkce f* plyne, %e rotace funkce f* na S, je rovna
indexu funkce f v bodé z,.

Je-li k = 1, pak pro u == 0 je f*(u) = 7—1,, .g(u), kde g(u) = [c,u?® 4 cu® +

4+ ...1 + [agr? 4 a,r?u + agr®u® + ...]. Z predeslé dasti dukazu plyne, Ze pro
lao| << ley| je rotace funkce g na S, rovna 2, a tedy (viz lemma 2,1") y,(z,) = 1.
Podobné pro |ay| > |ci| je ys(z,) = — 1.

Necht nyni |a,_,| = |z, + bi|. Polozme

1 Cr
A=carg—2 , u=v.e M,
k Qg
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Misto funkce f zkoumejme funkei proménné »

oy = £

Ay’

—— 1| =1) ve tvaru
Ay

f(”) = VR {[0? + oy ¥® + g + . ] [P+ B + Bryr™® 4.0},

kde «, = Fn

kterou je mozno zapsat (s pouzitim predpokladu, Ze je

e~ i(n—1)A .

Ay A1
Necht pro 0 < |u| < g, je f*(u) == 0. Funkee f, f* jsou ziejmé homotopni
na krugnici 8, pro r < p.
PiSeme-li v = x + 4y, pak plati v2 + 2 = v(v + v) = v . 2z. M4-li funkce }
na kruznici 8, rotaci I, pak funkce

F(v) = f@)

vkl

mé na 8, rotaci I — k& 4 1 a plati

2 3
F(v) =2z +r? {[O‘kﬂ % + opse :)',—2' -+ ] + [Br + Brsr¥ + Brsa?® + ]} :

Oznadme
n 3n 7T 3n
J=(z’z)“(“‘z’ *‘4‘)'

Snadno se dokéaze, Ze existuje &islo g, < ¢, tak, Ze pro r < p,, argvnoneJ je
22| > |Re (F(v) — 2)| ,

a tedy

(12) sgn Re (F(v)) =sgnx pro r=yp,, argvnoned.

Zavedme oznadeni (p¥i znadeni v = x + 1y):

o

gi(®, y) = Zlock+nv"+1 > 9a(@, y) = Zoﬂk J

G(z,y) = Re (F(v)) = 2z + Re (g:(z, y)) + (2* + 9*) Re (95(2, 9)) -
91, g» jsou analytické funkce, proto jejich redlné &¢asti maji spojité parcialni
derivace. Odtud plyne existence a spojitost parcidlnich derivaci funkce G. Dile
je g (0, 0) = 2 % 0. Rovnici G(z, y) = 0 je tedy v jistém okoli poéatku defi-

novano z implicitné jako funkce proménné y se spojitou derivaci.

Mitzeme tedy zvolit r < p, tak, Ze na kruinici 8, lezi pravé dva nulové
body funkce @. Oznadme je vy, v,, a to tak, aby bylo Im(v,) > 0 (je tedy vzhle-
dem k (12) Im(v,) < 0).

435



Nyni se jiZz z definice rotace lehce dokazZe, Ze plati:

Jestlize je Im(F(v,)) < 0, Im(F(v,)) > 0, pak yz(0) = — 1.
Jestlize je sgn Im(F(v;)) = sgn Im(F(v,)), pak yp(0) = 0.
Jestlize je Im(F(v,)) > 0, Im(F(v,)) < 0, pak yx(0) =1.
Véta plyne ze vztahu y,(z,) = yr(0) + k — 1.

Viéta 3,6. Budte @, ¥ holomorfni funkee, z 1solovang nulovy bod funkce f(z) =
= 2 O(2) + ¥(z). Potom platt y,(z)) = — 1.

Diikaz. Bud 8, kruZnice se stiedem z, a polomé&rem & takovym, Ze uvnitt S,
ana S, je f(z) == 0. Pro z ¢ S, plati

"

f(z) = 2 aalz —2o)",

n=-—1

kde x_, = g2, &y = @62, &, = @,2 + b, + @, (n = 1, 2, ...). PoloZime-li
ﬁ'n = an—l: je

o) = (& = 270 3, Bale — 20

Definujme pro vSechna z e S, funkei

g9(2) = Zoﬁn(z — 2)"
(¢ je stale pevné).

g je holomortni funkee, a tedy je uvnit¥ S, spojitd a ma tam pouze isolované
nulové body. Dale je g(z) == 0 pro z € S,. Protoze rotace funkce g na S, je rovna
soudtu indext funkee g v nulovych bodech uvnitt 8., je rotace funkce g na S,
nezéporna. Funkce (z — z,)~1 . g(2) je na S, homotopni s f, a tedy je ¥,(zo) =
= — 1. Véta je dokézana.

Necht nyni funkece @, ¥ jsou holomorfni v oblasti G aZ na pély; funkce
f(z) = 2 D(z) + ¥(2) necht mi v @ jen isolované nulové body. Je-li z, bodem
nespojitosti funkce f, pak z, je nutné pélem alesponi jedné z funkei @, ¥. Body
nespojitosti funkce f budeme pro struénost nazyvat pély funkee f.

Bud z, s-ndsobny pdl funkee @ a t-nasobny pél funkee ¥ (s = 0, piip. £ = 0

znadi, %Ze z, neni pélem funkce @, piip. ¥). Oznadme r = max (s, t). Je tedy
mozno psat

D(2).= (2 — 20)7" - Py(2) , P(2) = (2 — 2)". ¥i(2) ,
f(2) = (2 — 20) (2 P1(2) + P1(2)) = (2 — 20)". 9(2) ,

kde @,, ¥, jsou holomorfni v bodé z,. Je-li g(z,) == 0, pak je y,(z0) = 0, y4(2,) =
= — r.Je-lig(z,) = 0, pak podle lemmatu 2,1’ a véty 3,1 plati y,(z,) = 4(20) —
— r. Na funkei g 1ze aplikovat vétu 3,5.
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