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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 85 * PRAHA 3. XI1.1960 * C&[sLO 4

CONTRIBUTION TCHECOSLOVAQUE A LA GEOMETRIE DIFFEREN-
TIELLE DES CONGRUENCES DE DROITES ET DES SURFACES A RE-
SEAU CONJUGUE

Avois Svec, Praha
(Regu le 26 janvier 1960)

A Poccasion du quinziéme anniversaire de la Libération de la T'chécoslovaquie

L’article passe en revue les résultats concernant les congruences de
droites et leurs surfaces focales, publiés par les géométres tchécoslova-
ques dans les années 1945—1959.

L’apergu qui va suivre a pour but de contribuer du moins partiellement & la
planification de notre travail scientifique en géométrie différentielle; je suppose,
en effet, qu'un choix responsable des sujets d’activité de recherches nécessite
comme point de départ: 1. une revue de notre activité dans le domain considéré;
2. un apergu des résultats mondiaux; 3. une appréciation de nos résultats & la
lumiére de 1’évolution mondiale. '

Le présent article résume les principaux résultats des travaux cités; je signale
néanmoins que j’ai, exprés, laissé de coté les résultats de M. E. CecH des tra-
vaux [1], [2] sur les applications des congruences de droites dans la théorie des
correspondances entre les espaces projectifs. Ces résultats-1a seront résumés
(briévement) d’une part dans ’article en préparation sur la géométrie différen-
tielle tchécoslovaque d’aprés guérre; d’autre part dans un apergu plus étendu
des résultats mondiaux en géométrie différentielle locale des correspondances
entre les espaces, qui est aussi en préparation. L’article A. Svec [10], engendré
par une série de conférences faites & I’Institut de Géométrie de 1'Université de
Bologne, contient un apercu sommaire des travaux Cech [3], [5] et [8] et Svec
[1]—[8], [11].

Passons maintenant au sujet propre de notre article. La plupart des résultats
contenus dans I’aper¢u suivant sont dus & M. E. Cech, ou bien leurs auteurs ont
été inspirés par lui, soit directement, soit indirectement. M. Cech a créé une
théorie systématique des transformations développables des congruences de
droites en visant principalement une analyse détaillée de leurs déformations
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projectives; c’est en particulier dans la théorie des congruences W qu’on
a obtenu des résultats remarquables. Il faut avouer cependant qu’une vue totale
de ses résultats ne donne pas encore I'impression d’une théorie achevée et fixe,
surtout & cause de lacunes désagréables. Certaines d’entre elles seront stirement
comblées au cours des années qui vont suivre, mais pour écarter d’autres lacunes
il faudra résoudre des problémes des plus difficiles.

Mes travaux sont dédiés surtout & la généralisation des résultats de M. Cech
aux espaces & plusieurs dimensions. J’ai construit les fondements de la théorie
des congruences de droites dans P,; mes articles, & I’exception de quelques
résultats concrets, sont plutét remplies d’optimisme du & la connaissance du fait
que la théorie générale dans P, est maitrisable. Il faudra néanmoins encore un
effort considérable pour arriver & ’état optimum ol sera achevée une théorie
cohérente dans P, et dont le cas de n = 3 sera un cas particulier. Un peu
meilleure est la situation dans la théorie des déformations projectives des sur-
faces & réseau conjugué, ou j’ai généralisé tous les résultats principaux de la
théorie classique dans Py aux espaces P,, ,,. Cependant, I’élargissement de cette
théorie aux variétés & plusieurs dimensions parait étre extrémement difficile.

Les travaux des membres du centre de Brno ont été inspirés par M. J. KLAP-
KA; & part de cela il y a encore les travaux de M. K. SvoBopA dans la théorie des
surfaces dont les indicatrices de courbure normale sont des circonférences. Dans
ces travaux, M. Svoboda apparait comme un digne continuateur de M. O. Bo-
rOVRA. M. Klapka avec M. J. BREJCHA ont étudié les répresentations d’une
surface et du complexe de ses droites canoniques dans l’espace réglé. D’une
maniére semblable, M. V. HorAx a envisagé des congruences de droites W aux
surfaces focales réglées.

Dans la suite; je m’abstiens de toute conclusion concernant la valeur scien-
tifique des travaux en question, car il y a chez nous des chercheurs mieux
qualifiés pour cela, et, d’autre part, il s’agit aussi en partie de mes propres
travaux. Qu’il me soit permis néanmoins de dire ceci: Je pense que nos résultats
atteignent le niveau mondial et qu’ils égalent, en quantité aussi bien qu’en
qualité, compte tenu du nombre peu élevé de chercheurs qui s’en occupent,
P. ex. les résultats de ’école de Moscou du M. S. P. Finmrov. Pour les années qui
vont suivre, je souhaite & notre géométrie différentielle I’élimination de toutes
les lacunes (méme des plus difficiles) mentionnées ci-dessus et surtout un déve-
loppement continu en ampleur ainsi qu’en profondeur.

I. THEORIE DES CONGRUENCES DE DROITES DANS L’ESPACE
PROJECTIF A TROIS DIMENSIONS

1. M. E. Cech étudie dans son travail [3] les systemes généraux & deux para-
métres de droites L dans I’espace projectif P, & n dimensions. Si L est formée des
droites p = (2, ¥), * = 2(u, v), ¥y = y(u, v), alors nous appelons espace tangen®t
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4 L le long de la droite p I’espace v = (, ¥, %y, Zy, Yu, ¥»)- Dim 7 = m est appelé
caractére de L; on a 3 < m < 5. Dans l'espace P, soit situé un autre systéme L’
formé de droites p’ = p’(u, v) et qui est en correspondance 7' avec L. La cor-
respondance 7' peut étre prolongée en correspondance ponctuelle 7'* entre les
variétés V, et V;, formées des points des droites des systémes L et L’ de telle
maniére que nous choisissons une correspondance ponctuelle & = (%, v) entre
chaque paire de droites p, p’ en correspondance. Nous disons que 7' est une
déformation ponctuelle s’il existe un prolongement 7'* de 7' tel que pour chaque
(u, v) il existe une homographie K (u, v): P, — P;, qui soit homographie tan-
gente & la correspondance 7% : V, — V, pour chaque paire de points z, 2’ =
= 7(u, v) z; 2 € p(u, v); toutes les correspondances = sont alors nécessairement
des projectivités. D’aprés leur caractére et les propriétés des variétés focales
(c’est-a-dire des surfaces ou des courbes directrices) il est possible de distinguer
dix types de systémes L de droites, la déformation ponctuelle étant possible
seulement entre deux systémes du méme type. On a résolu la question de savoir
quand deux systémes de méme type sont en déformation ponctuelle et I'on
a donné une construction des correspondances 7' et 7.

2. Les travaux [5]—[9] de M. Cech sont dédiés & une étude détaillée des cor-
respondances développables (qui font correspondre des surfaces développables)
entre des congruences de droites dans P,.

Dans P, soit située une congruence non-parabolique de droites, que I’on peut
donc décomposer de deux maniéres en couches de surfaces développables.
Associons & chaque droite un repére local de telle maniére que 4;, 4, soient les
foyers et (4,, 4,), (4,, 4,) soient les transformées de Laplace de la droite p; les
équations fondamentales peuvent alors étre écrites sous la forme (les équations
w; = 0, w, = 0 donnent des surfaces développables)

(1) dd; = wd; + twad, + 0,4,
dd, = a0 4; + wypdy + wyd,,
dd, = WAy + @A, + wisd; + Py,
d4; = wud; + 0pd, + frosds + wid,y;
on oriente la congruence L en déclarant A, pour le premier foyer. Les formes
3 3
(2) P = 00,05, @* = 10,0y, Fy= op % s Fy=of, %1
1 2

appelées forme ponctuelle, planaire, premaére forme focale et seconde forme focale,
liées par I'identité pgp* = F,F, et les équations

(3) Baol + cawy = 0, o007 + frof =0

sont alors invariantes. A la différence de M. A. TERRACINT!) qui appelle élément

1) A. TERRACINI, Su alcuni elementi lineari proiettivi (Ann. R. Scuola Norm. Sup. Pisa,
(2) 2, 401—428, 1933), et Osservazioni sulla geometria proiettiva delle congruenze di rette
(Atti Ist. Veneto, 94, 756—86, 1934).
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projective linéaire de la congruence L la forme }(¢ + ¢* + F, + F,), M. Cech
réserve ce nonr & 'ensemble des formes et des équations (2) - (3).

Chaque droite p de la congruence L peut étre considérée comme une droite p*
de I’espace duel Py¥; I'ensemble des droites p* engendre dans P; une nouvelle
congruence, appelée dualisation L* de la congruence L. Si j’introduis de maniére
habituelle les repéres duelles

E1 = [A2A3A4] P Ez = - [A1A3A4] B Es = [A1A2A4] s E4 == = [ArAsAs]:
les équations fondamentales de la dualisation deviennent
(4) dB; = — wglBy — frw By — 0, By,
dE, = — By, By — w By — w l, ,
dE, = — wy By — wyBy — 0, By — a0, E, ,
dB, = — wg,b; — wpl, — 0‘1sz1 — Wy, .

Le changement d’orientation est donc donnée, dans I’expression analytique, par
la substitution

5 .

®) 4, A, A, A; By B, B, By 0, o, g & fy By

et le passage a la dualisation par la substitution

(6) (A1 4, A, A, B\ B, B3 B, o, w; o5 & fy ﬂz) )
E, E, E, B, A; A, A, 4, —w, —w, B, Bs x; &,

(Al A, 4, A, E, E, Ea E, w, wy ay a5 B, ﬂs)

De cela on voit deja que les congruences L et L* sont en correspondance dé-
veloppable, et, en méme temps, on peut constater de quelle maniére change
I'élément projectif linéaire lors d’un changement d’orientation ou bien lors du
passage & la dualisation.

Dans la suite, nous supposons que x,x,818, == 0, les congruences L et L* ont
alors chacune deux surfaces focales. On trouve la signification géométrique des
formes (2); les équations (3) donnent les asymptotiques de la premiére ou de la
‘seconde surface focale de la congruence L. '

3. Soient données deux congruences L, L’ (dans l'espace P;) en correspon-
dance 7'. Je dirai que T est une déformation projective de second ordre, si pour
chaque paire de droites p,p’ en correspondance il existe une homographie
osculatrice H : P, — P,, réalisant un contact analytique de second ordre des
congruences HL, L' le long de la droite p’ (le contact étant compris au sens
réglé ou les deux congruences sont représentées de la maniére bien connue par
des surfaces de I'’hyperquadrique de Klein dans P;). La condition nécessaire et
suffisamte pour que les congruences L et L' soient en déformation projective de
second ordre est Uégalité de leurs éléments projectifs linéaires. Cette condition
est équivalente & la condition que L et L’ soient en déformation ponctuelle,
planaire, focale (de 1** et de 2¢ espéce) et asymptotique (de 1% et de 2
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espéce); ici nous disons que L et L’ en correspondance développable sont en
déformation ponctuelle si leurs formes ponctuelles coincident, ete. Il s’ensuit de
la forme de I’élément projectif linéaire (2) + (3) que si L et L’ sont en trois des
six déformations mentionnées, elles sont aussi en déformation projective de
second ordre. La signification géométrique des déformations asymptotiques est
évidente; elle a été donnée déja ci-dessus pour le cas d’une déformation
ponctuelle (et done aussi duellement pour une déformation planaire). On
a F, = F; si et seulement 8'il existe pour chaque paire de droites p, p’ une
homographie % : Py — P; réalisant un contact analytique des congruences
L, L’ et des surfaces (4,), (47) et (E,), (B3); aprés un changement d’orientation
on trouve la géométrisation de la condition F, = Fj. Dans le travail [6] de Svec,
on trouve une autre signification géométrique de ces déformations élémentaires
4 l'aide de I'étude de la correspondance existant entre les images de Klein de
deux congruences. )

Passons maintenant aux problémes d’existence, voir Cech [5]—[7]. Aupara-
vant, on savait seulement?) qu'une paire de congruences en déformation pro-
jective dépendait d’une fonction de deux variables, et on connaissait le résultat
de Bam-Zelikovi¢: & chaque surface on peut construir une congruence défor-
mable de tangentes, avec un choix arbitraire de sept fonctions d’une variable.

Les résultats de M. Cech sont les suivants (nous désignons par P, IT, F,, F,
A4,, A, les déformations ponctuelle, planaire, focale de 1*° et de 2°¢ espéce,
asymptotique de 1¥° et de 2° espéce, respectivement): On peut choisir la
congruence L et les congruences L' qui sont en déformation P, ..., A, avec L dépen-
dent d’une fonction de deux variables. Dans le cas des déformations doubles, on
ne trouve en principe que les types PII, PA,, A, A,, F,F,; on peut choisir la con-
gruence L, ses déformations dépendent alors de quatre fonctions d’une variable.
Ensuite, on a établi le résultat bien général que voici: Les congruences pour
lesquelles on 8'est donné deux relations valables entre les formes (2) (p. ex. de la
forme ¢ (x,xg, f1Bgr ¥:1B1, %, v) = 0, ot du dv = 0 sont les surfaces dévelop-
pables de L), dépendent de six fonctions d’une variable. Un cas spécial de ce
théoréme est constitué par théoréme d’existence des congruences R, dit
a Cartan; je montrerai celad au paragraphe 13.

4. Supposons que L et L’ soient en déformation projective T' de second ordre,
elles sont alors aussi en déformation ponctuelle et planaire. Chacune de ces
déformations est réalisée par une seule homographie, désignons-la par K, H,
H*, respectivement. Si deux de ces homographies coincident, il en va de méme
pour la troisiéme et T est une déformation projective singuliére dans ce sens que K
réalise aussi un contact analytique de second ordre des surfaces focales de deu?c
congruences.?) D’une maniére générale, les homographies K, H, H* ne coinci-

X : T 7} ¥ 9.
2) (0. I1. ®unuros, Teopus wourpysuuumi. Mocksa-Jlenunrpat, 1950, p. 493 et 49
“; Voir E. CArTAN, Sur le Iprobl(\mepgénéral de la déformation, CR Congres Strasbourg

1920, 397—406.
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dent que pour les points de la droite p e L, or, si elles coincident encore pour
d’autres points (sans qu’il s’agisse du cas singulier), alors elles coincident pour
les points d’une des plans focales; nous parlons alors d’une déformation demsi-
singuliére. Une paire de congruences en déformation dems-singuliére dépend de newf
fonctions d’une variable.

Une déformation projective 7' existant entre L et L’ peut étre prolongée en
correspondance ponctuelle 7 de telle maniére que les points des droites cor-
respondantes p et p’ se correspondent en homographie osculatrice H. Les défor-
mations projectives 7' singuliéres sont caractérisées par le fait qu’elles sont
totalement asymptotiques, c’est-a-dire que les asymptotiques de toute paire de
surfaces non-développables des congruences L et L’ sont en correspondance 7'*,
voir Cech [2, IV]. Dans le cas ot T n’est pas demi-singuliére (et dans ce cas
seulement), il existe une seule décomposition canonique de L en une couche de

surfaces réglées non-développables, qui sont transformées asymptotiquement
par T'*.

5. Les notions qui viennent d’étre introduites sont exploitées dans le travail
Cech [8] pour une nouvelle étude détaillée de déformations projectives des
congruences W. On peut spécialiser le repeére d’une telle congruence de telle

facon que l'on ait
(7) g =pf=—ay=—f =1, 0 — Wy — W53+ wu=0,

ol le repére est déterminé aux irrationnalités prés. L’élément projectif linéaire
étant de la forme :

3 3
co )
== — —_ 2 O — 2 ___ md =
(8) ¢ = @* = — w,0,, Fl_w’ Fg—w, 0w} —wi=0, 0} —w3=0,
1 2

une congruence L du type W est en déformation projective avec sa dualisation
L*. La déformation projective L — L* est singulier seulement dans le cas o L
appartient & un complexe linéaire fixe Q (et alors L — L* se réduit & une pola-
rité par rapport & Q). Les congruences W & dualisation demi-singuliére dépendent
de quatre fonctions d’une variable. Si aucun des cas précédents ne se présente,
nous obtenons une décomposition canonique de la congruence L par rapport & la
déformation projective L — L*; si nous écrivons, compte tenu de (7) ‘

W) — W33 = Wyp — Wyy = 2101 + 2,0, ,
W1y — Wgp = Wgg — Wyy = by + Ly, ,
la. décomposition canonique sera donnée par 1’équation
9) b, + t,w, = 0.

Nous dirons que L a une dualisation asymptotique (de 13 ou de 2¢ espéce), si la
décomposition canonique correspond & une des deux couches d’asymptotiques
sur les surfaces focales (w;, — w, = 0 ou w, + w, = 0); on a t, —t, = 0 ou
bien ¢, + t, = 0 pour la 1** ou la 2¢ espéce respectivement.
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Un probléme général est celui de trouver toutes les congruences W & 1'élé-
ment projectif donné. En résolvant ce probléme extrémement compliqué on n’a
trouvé que des résultats partiels (bien que trés importants): Toute congruence W
admet au plus o0 ® de déformations projectives qui n’appartiennent pas & un com-
plexe linéaire et qui n’ont pas de dualisation asymptotique; le maximum oo®
n’étant atteint que dans le cas de z; = 2z, = 0. On est conduit au méme problé-
me en cherchant les éléments projectifs linéaires, réalisables & la fois par deux
congruences W & dualisations asymptotiques d’espéces opposées. Toutes les
congruences de ce type sont mutuellement en déformation projective et une
déformation projective de chacune d’entre elles est du méme type. Dans le
travail Cech [9], on montre ensuite, que, ces congruences dont chacune est une
déformation projective de la congruence des tangentes & une quadrigue réguliére qui
appartiennent au complexe linéaire, coincident avec les congruences D qui réalisent
une déformation projective de second ordre entre leurs surfaces focales.?)

Toute congruence & dualisation asymptotique admet des déformations projectives
qui ont des dualisations asymptotiques de la méme espéce et qui dépendent d’une
fonction d’une variable; a part cela elle admet encore une déformation appartenant
aw complexe linéaire. Les congruences de ce type ont, comme cela a ét6 montré
dans Cech [9], des surfaces focales réglées; si au contraire une congruence W
a des surfaces focales réglées elle a aussi une dualisation asymptotique, ou bien
elle appartient au complexe linéaire et est une déformation projective d’une
congruence W & dualisation asymptotique. L’étude de ces congruences a été
poursuivie par M. V. Hordk, voir aussi notre paragraphe 8.

Dans son travail [8] M. Cech a donné explicitement toutes les formes w,; pour
les congruences R & dualisation asymptotique:

(10) 601=de, 602=fd%, f:f(u+v)=l=0,
wg =cf3dv — f.(du + 2dv), wmu=cffdu —f.(2du 4 dv),

2, =2=—[f, =10 =¢@u-+0v),
Wgy = (23 — t3) @y + (2 — &) @, ,
Wy = — (23 1 t5) @3 — (21 + ¢;) @, .

L’élément projectif linéaire dépend de f = f(u -+ v) et chague congruence admet des
déformations projectives dépendant d’wne constante ¢ et d’une fonction @(u + v);
en choisissant t; = #, = 0 nous obtenons co! déformations projectives apparte-
nant au complexe lindaire. La fin du travail [9] de M. Cech montre que le proble-
me de trouver les déformations projectives des congruences R se réduit & la
résolution d’un systéme (en ¢) de la forme :

(11) baw — bow — 2(/uutu - ;u'utv) =0, (tizl . "’i)uv =4 5

4) Voir E. Cror, Sur les correspondances asymptotiques entre deux surfaces, I + II
(Rend. Ace. Lincei, 6 (8), 484—486 et 552—554, 1928); S. P. Finirov, Congruences dont
les deux nappes de la surface focale sont projectivement applicables I'une sur I'autre par
les points correspondants (Bull. Math., (2) 56, 117—136, 1936), et Teopus KOHrpysHINH,
chap. XI.

395



on y trouve les congruences R dont les surfaces focales ne sont pas réglées, mais
que 'on peut déformer en congruences & surfaces focales réglées.

Dans son travail [5], M. Cech constate que le groupe continu des déformations
projectives d’une congruence générale en elle-méme a au plus deux paramétres
et que, dans ce cas-la, I’élément projectif linéaire a une des formes

' dud de?
(12) p=cxdudv, ¢*=cududv, F,= Cs% g » F,= Cat s
v u
oux = 1l,ouz =u"2%ouz = (u + v)~2 et ol ¢; sont constantes.

6. Le méme travail [5] de M. Cech contient certains résultats concernant la
déformation projective des congruences paraboliques. Si la congruence L a une
surface focale, alors le probléme de trouver ses déformations projectives est
identique au probléme de trouver les demi-déformations®) asymptotiques de sa
surface focale; les déformations projectives de la congruence L dépendent donc de
cing fonctions d’une variable. Le cas de déformations singuliéres et demi-
singuliéres peut étre transporté aisément au cas parabolique. Les déformations
singuliéres de la congruence L sont celles pour lesquelles la surface focale est défor-
mée projectivement du type R, (et L est la congruence R, correspondante). Les

congruences demi-singuliérement déformables dépendent de huit fonctions d’une
variable.

7. Dans mon travail [13] je résous dans une certaine mesure le probléme de
trouver le systéme de géoméiries intérieures des congruences de droites, dont la
conservation est équivalent & une déformation projective.t) Supposons que la
congruence L soit ponctullement normalisée”) de telle fagon qu’a chacune de ses
droites p corresponde une droite ¢ qui coupe les deux transformées de Laplace
de la droite p; supposons ensuite que L soit normalisée planairement, c’est-a-dire
que sa dualisation L* soit normalisée ponctuellement (je parle alors de la norma-
lisation de L). Soient maintenant L et L’ deux congruences en correspondance
développable 7'. On peut montrer que tout prolongement ponctuel 7'; de la cor-
respondance 7' (voir paragraphe 1) conduit & un seul prolongement 7} de la
transformation développable induite entre L* et L'*. Si 'on peut normaliser L
et L' et qu'il existe des prolongements (T, TY) tels que les deux connexions in-
dustes coincident, alors T est une déformation projective, et réciproquement. Si ce
cas-la se présente, toute normalisation.de la congruence L détermine d’une
maniére univoque la normalisation de L’ et les deux prolongements (7', Ty
conduisant & la coincidence des deux géométries intérieures.

5 1 3 .
Cesl)(é‘gol;;.f; (ggfllffosg,r {i ggl)'f‘esponda.nces asymptotiques entre deux surfaces (Rozpravy

;)8 ‘;Je probléme a été posé par M. S. P. Finigov dans son livre Teopust KOHT Py HL{HII,
p. 485. :

7) La notion de normalisation a été introduite par E. BorrororT: dans Connessioni
nelle varieta luogo di spazi (Rend. Sem. Univ. Cagliari, IIT, 1933) et dans Sulla geometria

differenziale delle congruenze di rette (Atti Soc. Ital. per Progresso della Scienze, X XI1I.
Riun.-Bari, Col. II, 185—187, 1933).
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8. Dans son travail [1] M. V. Hordk a envisagé en détail les congruences W
aux surfaces focales réglées (congruences de Segre). C. Segre®) a trouvé le theoré-
me suivant: Soient p, p’ deux droites, correspondant ’'une & 1’autre, des surfaces
focales d’'une congruence de Segre L et en méme temps leurs images sur ’hyper-
quadrique @ de Klein dans Pj, alors les droites (p, p) engendrent dans P; une
surface développable. L’étude des congruences de Segre s’identifie done & 1’étu-
de d’une courbe (prise comme arréte de rebroussement de la surface dévelop-
pable mentionnée) dans I’espace P;, muni d’une hyperquadrique de méme type
que celle de Klein. La congruence L de Segre est décomposable en une couche
de demi-quadriques, les demi-quadriques complémentaires déterminent la con-
gruence de Segre associée L’. M. Horadk considére six types de congruences de
Segre L (entre paranthéses je donne la représentation dans I’espace Psde Klein):
1. L et L’ générales (courbe dans P;); 2. L est située dans un complexe linéaire
non-singulier, L’ est générale (céne dont le sommet n’est pas situé dans Q);
3. L est située dans le complexe linéaire singulier, L’ est générale (cone au som-
met dans Q); 4. L est générale, L’ se trouve dans un complexe linéaire non-
singulier (courbe dans I’hypeiplan de ’espace P; qui n’est pas tangent & @);
5. L générale, L' dans'un complexe linéaire singulier (courbe dans I’hyperplan
tangent & A4); 6. L générale, située dans une congruence linéaire non-para-
bolique (courbe dans P, c P;, P, n’est pas tangent & Q).

Regardons de plus prés le cas 1. Soit # . # = 0 1’équation de @, alors & chaque
courbe z; = x,(t) dans P; on peut associer un repére polaire N tel que les for-
mules de Frenet aient lieu

(13) IN' =m,.2N,
2N’ = — g.8o7y . IN + e, K, . 3N,
SN’ = — 160653 K, . 2N + gy, K, . 4N,
IN' = — gye064m, K, . 3N + egm;K, . 5N,

SN’ = — gge.85m:K 5 . 4N + gmK, . 6N,
6N’ = — gue6me K, . °N; N.IN =g

et que les points 1N, z coincident géométriquement; z; et ¢; sont des signes, dont
trois (et seulement trois) e; sont positifs. Les fonctions K; > 0 et les signes ¢;
forment le systéme complet d’invariants unimodulaires. Les congruences de
Segre ont été étudiées déja auparavant par M. J. Klapka,®) on a pris pour base
de leur théorie le systéme d’équations ((y, z) et (¥, z) sont droites des surfaces
focales, y = y(v), etc.)

&

(14) y’=(Q+S—%%’)y—P2—[—o@, z’=Ry+(S-_Q_%“)z+zx§,

8) C. SEGRE, Le congruenze rettilinee W aderenti a due superficie rigate (Acc. R. Torino,
42, 539—550, 1906—1907). .

%) J. Krapka, O W-kongruencich s fokdlnimi plochami piimkovymi (Spisy pfir. fak.
Brno, No 69, 1926).
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- 1a) _ _ - — 1o’
7 =— (Q +8 +3%-)y+Pz +axy, z' = —Ry—+—(Q—S——§%-)z -+ moz,
Q2 —PR=¢; (y?)=(yW?)=w; n®=w2=1;
les expressions et les signes
P Q R
(15) H=Q*—PR,a«=*0,8 K=|P Q@ R |, v, ® ¢
Pll Ql/ RII
sont alors invariants unimodulaires. M. Hordk a montré ensuite que la con-
gruence (14) est représentée dans P; par la courbe

z = }|lall(yz) — n(y2)], »*=1;
si ’'on y introduit ensuite le paramétre ¢ par la relation 2[S| dv = d¢, on obtient
pour les invariants la représentation suivante:

(16) K, = [«S-1, K,=|[8]"*, K;= %ISI‘IVI?TI , Ky= }K|.|SH|™",
& = — AW, & =W, = — O, & = WE,
es=wsgnH, g = — wesgnH .

9. Passons enfin & résumer les résultats de MM. J. Klapka et J. Brejcha.
E. J. Wilezynskil®) a démontré que dans une correspondance entre les surfaces
focales d’une congruence flecnodale L les lignes flecnodales des surfaces focales se
correspondent si et seulement si L est située dans un complexe linéaire. M. Klap-
ka a montré?) que le theordme subsiste pour n’importe quelle congruence de

Segre; dans son travail [1] il a montré qu’il en va de méme pour toute con-
gruence W.

A. Terracini a introduit!!) la notion de paires de courbes conjuguées et bicon-
juguées d’une surface réglée. Le probléme principal du travail Klapka [3] est
celui de trouver des conditions sous lesquelles deux courbes conjuguées le
restent lors d’une transformation asymptotique de la surface réglée. Il n’est pas
possible de donner tous les résultats sans signaler préalablement toute une série
de notions qui ne sont guére courantes. Lors des applications & la théorie des
congruences de droites on montre que dans une congruence L il existe cinq
couches de surfaces réglées qui touchent les surfaces focales en courbes con-
juguées mutuellement; ces couches donnent dans la représentation de Klein les
courbes principales de Segre'?) de la surface représentant L.

Dans son travail [2] M. Klapka détermine le systéme différentiel fondamental
d’une surface 7 en S; dans un espace réglé de telle maniére que I’on prend pour
le repére local les points U,, U,, U, V, V,, V, de la suite de Laplace, U et V étant
les images des tangentes asymptotiques; il y déduit aussi ’équation de 1’hyper-

10) E. J. WiLozyNSKI, Proj. dif. geometry of curves and ruled surfaces (Leipzig 1910).

11) A. TerraCINI, Direttrici congiunte di una rigata (Rend. Sem. Mat. Univ. e Polit.
Torino, 9, 1949—50), et Nuove superficie particolare dello Sj... (ibid., 15, 1955—586).

12) E. P. LaxE, Proj. dif. geometry (Chicago 1942), p. 415.
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quadrique de Klein en coordonées locales. En tant qu’application, M. Klapka
démontre le theoréme connu disant que I'enveloppe du systéme des quadriques
de Lie de la surface z se compose de la surface 7 et des surfaces formées des
sommets du quadrilatére de Demoulin. A ces travaux se joigne le travail [1]de
M. Brejcha. II trouve les coordonnées locales des images des droites canoniques
et démontre & nouveau I’équivalence de la définition de Bompiani des directri-
ces de Wilezynski.’3) I trouve ensuite des conditions pour que le complexe des
droites canoniques d’une surface 7z de 13 ou de 2¢ espéce ait pour son image de
Klein des systémes de droites L ou L’ de caractére cing. Les systémes L ou L'
pour les surfaces dont les courbes canoniques sont de Segre ont en méme temps
le caractére m = 5 ou m < 5.

1I. THEORIE DES CONGRUENCES DE DROITES DANS LES ESPACES
PROJECTIFS A PLUSIEURS DIMENSIONS ET DANS LES ESPACES
COURBES :

10. La plupart des travaux sur la géométrie différentielle projective des
congruences de droites dans les espaces & plusieurs dimensions traitent leurs
transformées de Laplace et les questions qui s’y attachent. On n’a prété que
trés peu d’attention & la généralisation des résultats valables dans P, au cas
général de P,; ici on ne trouve pratiquement que les travaux de M. B. Segre et
de M. F. Marcus.!4)

Dans mon travail [1], j’étudie les déformations projectives de second ordre
des congruences de droites dans P,. Dans le cas ot n = 5, la déformation pro-
jective est équivalente & la déformation ponctuelle. Dans S, on peut choisir la con-
gruence L, ses déformations projectives dépendent de huit fonctions d’une variable;
L et L' sont alors aussi en déformation ponctuelle. Soient L et L’ en déformation
ponctuelle 7', le prolongement correspondant (voir paragraphe 1) soit formé
d’homographies m : p — p’. Les dualisations des congruences L, L’ sont les
surfaces L*, L'*, dont les ,,points sont des espaces tangents des congruences
L, L'. 11 existe des homographies K : S, — S; tangentes & T et réalisant un
contact analytique de premier ordre de L, L’ et L*, L'*; elles induisent toutes
une méme homographie n’ : p — p’. Alors # = 7’ est la condition nécessaire et
suffisante pour que 7' soit une déformation projective.

Les origines de la théorie systématique des congruences de droites dans les
espaces P,, de dimension paire sont étudiées dans mon travail [12]; cette
théorie devient, aprés dualisation, équivalente & la théorie des surfaces 4 réseau
conjugué dans P,,. Si les équations fondamentales du repére mobile sont

" 13) Fusmvi-E. Gecr, Geom. proi. dif. I, p. 147.

14) B, SEGRE, L’élément linéaire projectif d’une congruencé quadratique de droites
(Bul)l. Cl. Sci. Acad. Roy. de Belgique, (9) 3.‘?, 481—489, 1_953); F. Marcus, Eleme;antul
liniar proiectiv al unei congruente de drepte din S; (Studii si Cercet. Acad. RPR, Iasi, 10,
129—140, 1959).
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dA4; = w;;4; (3,5 = 1, ..., 2n + 1), il est possible de spécialiser les reperes de
telle sorte que 1’on ait (je pose w3 = Wy, Wy = W,)

(17)  ®aj_1,0542 = Daj 0501 =0 (G=1..,2—1),
Waj—1 =Wg,=0 (=1,...,.0—1,8=2/43,...,2n+1),
Waj—1,241 = ®1, Ogjejpe =0y (j=2,...,72—1),
W1y = G0y, Wy = W56 = ... = Wyp_19n = 0,
Wy = P10y, Wy = Wgs = ... = Wyp 9,1 =0,

WDon—1,2n+1 = V1015 Donont1 = Y2P2 -

Les formes

Vo w;.H-l n+1
>, ol 51
sont alors invariantes; ’expression @ = ¢, + @, est appelée élément pro-
jectif linéaire de L. Pour @ donné, les congruences correspondantés existent et
dépendent de 4n fonctions d’une variable. Etant données L et L’ en transformation
développable 7', considérons les homographies K, : P,, — P,, réalisant un
contact géométrique d’ordre n — 1 des courbes des réseaux conjugués des deux
surfaces focales qui ne touchent pas les droites correspondantes pe L, p’ e L'.
La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe K, réalisant un contact de
premier ordre des i-émes surfaces focales et des dualisations L*, L' (ou blen
un contact de premier ordre des deux surfaces focales et de L*, L'*), est ¢; = o
(ou bien @ = @', respectivement).

D’une maniére analogue j’ai étudié daans mon travail [15] les congruences de
droites dans P,, . Le repére est particularisé de telle maniére que l’on a

(18) @ = xpiww,, @ = (¢ = @193)

yw”

(19) ®sa-1,2042 = Pag2a41 =0 (@ =1,...,n),
WDog—1,6 = C2)2a,b =0 (a' = 19 cey — 1: b=2a + 35 & mny 2n + 2) ’

Wog+1,2a+3 — P15 W42 2a+4 — W2 (@a=1,...,n—1),
W1y = KW, Woniyanss = — Kgy, Wg = f101, Dgpigonss = — Pa®s »
Wog—1,20 = Wagea—1.=0 (@ =2,...,7).

Les formes (ponctuelle, hyperplanaire, focales et quasiasymptotiques de 1%¢
et de 2¢ espéce)

wn+2
(20) P = 1005, ¢*F = f0w,, Fy=—of—
wn+2 cxlwg‘“ ﬁ1w"+1
S i O

sont invariantes; @ = (¢ + ¢* + F, + F,) est I'élément projectif linéaire de la
congruence L. Les congruences dont les formes (20) sont lies par deux relations
indépendantes existent et dépendent de 4n + 2 fonctions d'une variable (pour le
theoréme de M. Cech, valable pour n = 1, voir paragraphe 3). Dans mon
travail [8] j’ai étudié deja les congruences dans P;, voir aussi Svec [9]. La notion
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banale de déformation projective est remplacée par la notion de bidéformation
ol I'on demande qu’il soit possible de réaliser par une seule homographie un
contact analytique de second ordre des congruences L et L’ ainsi que de leurs
dualisations L* et L'* (la congruence duelle L* est formée, dans 1’espace duel
PZ, des espaces tangents & la congruence L). Si L et L’ soient en bidéformation,
elles ont les mémes formes (20) et réciproquement; une paire de congruences en
bidéformation dépend d’une fonction de deux variables.

Mon article [5] généralise certains résultats de la théorie des congruences de
droites dans P, au cas des complexes de plans dans Py, dont les foyers dans cha-
que plan sont trois droites (ces complexes-la dépendent de six fonctions de deux
variables). On y étudie leurs déformations ponctuelles. Les complexes qus sont
en déformation ponctuelle avec le complexe donné dépendent de 18 fonctions d’une
variable; une déformation ponctuelle donne six conditions simples, dont la
signification géométrique est éclairée. Par cela, on a éclairci sur un exemple
concret la situation décrite généralement par M. L. MURACCHINI.?)

11. Une autre généralisation de la théorie des congruences de droites dans P,
est la théorie des congruences de droites & connexion projective, établie dans mon
travail [11]; les résultats ont été préalablement publiés dans I’article Svec [10].
La congruence de droites & connexion projective L est définie comme suit: Soit
donné un domaine & deux dimensions £ de parameétres, & chaque point ze 2
j’associe un espace local P,(z) et dans lui une droite p(z). Soit z;, 2, € £2, alors
& chaque arc y ¢ £ qui joigne z, et z, on associe une homographie Ky : Py(2,) —
— P4(2,). Analytiquement, on peut procéder de telle maniére qu’on choisit dans
chaque P,(z) une base 4,, ..., 4, telle que les points 4,, 4, se trouvent sur p(z)
et que la connexion soit donnée par les équations

(21 VA, = w,,d;, w5 = i, v) du + byy(u, v) dv

comme c’est usuel pour les espaces & connexion projective.!®) On peut particu-
lariser les repéres locaux de telle sorte que les équations (21) deviennent

(22) VA4, = w4, + (hdu + «, dv) 4, + du 4,4,

VA4, = (x5 du + b dv) A; + wged, + dv 4,,

VA; = 054, + 0534, + 05345 + (B2 du + kdv) 4,,

VA, = 0434, + 0,4, + (kdu + f,dv) A5 + w4, .
Tl est bien facile de définir les notions fondamentales: foyers, surfaces dévelop-
pables, dualisation, asymptotiques des surfaces focales, etc. Sont invariantes
les formes élémentaires
: hdu . kdv ; kdu hdv
@) A= R Law TT R TR
WRACOHINI, Sulle trasformazioni puntuali inviluppi di omografie (Bull. UMI,
(3) 8, 390—398, 1953). ) o

%) Voir p. ex. E. CArTAN, Lecons sur la théorie des espaces & connexion projective

(Paris 1937), et Sur les variétés & connexion projective (Bull. Soc. Math. de France, 52,
205—241, 1924).
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les formes fondamentales (ponctuelle, planaire, focales de 1¥¢ et de 2¢ espece)

28) p=osydudy, ¢*=phdudy, Fi=0f L, Fy=af 2
P 1% s @ 1P2 > 1 W1 g 3 P2 g,

et les formes

(25) Y1 = (Gaa — @g0) du, = (byy — byy) dv.

Les asymptotiques des surfaces focales (4,), (4,) sont

(26) Bydu? + 2hdudv+ x,dv2 =0, o,du?+ 2kdudv 4 B, dv?=0;

les surfaces développables de la congruence L sont du dv = 0. L’égalité des
formes (24) de deux congruences L, L en correspondance développable 7' a la
méme signification que pour les congruences dans P;.

La condition nécessaire et suffisante pour que L et L' soient en déformation
projective est la coincidence de leurs formes (24) et (25) et des courbes

(27) Bydur 4+ o, dv2 =0, opdu? + ,dv2 =0,

dont la’ signification géométrique est facile & trouver. Supposons que L et L~
soient en déformation projective et que K, H, H* soient des homographies
réalisant des déformations projective, ponctuelle et planaire; K, H, H* donnent
la méme homographie dans le faisceau des tangentes de la surface focale (4,) si
et seulement si K réalise un contact analytique de premier ordre des surfaces
(4,), (41). Nous disons que L et L’ sont en déformation projective singuliére
(fortement singuliére) si K réalise un contact analytique de second (troisieme)
ordre des surfaces focales. Si L et L’ sont en déformation singuliére, les homo-
graphies K, H, H* coincident (la réciproque n’étant pas valable en général);
st K réalise un contact analytique de troisiéme ordre des premiéres surfaces focales,
la déformation est fortement singuliére et alors les deux congruences sont iden-
tiques.

Dans mon travail [7], j’étudie des congruences de droites immergées dans un
espace réglé a connexion projective, défini d’une maniére analogue. Je montre
qu’il existe dans I’espace donné des congruences dont les invariants

000 h? k?

> J,=— ’ Jy = —%
BB ! o8y 2 o,

sont liés par une ou deux relations et qui dépendent d’une fonction de deux
variables ou encore de six fonctions d’une variable. La déformation projective
faible est définie par 1’égalité des formes (24) pour L et L'; des couples de con-
gruences en telle déformation dépendent d’une fonction de deux variables.
D’une maniére analogue au cas des congruences de droites & connexion pro-
jective, on peut définir les congruences & connexion euclidienne. Je me suis servi

J =
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dans [14] de ces congruences pour étudier les congruences de droites dans un
espace euclidien de dimension arbitraire. A une congruence L dans E, on peut
associer une congruence L® & connexion euclidienne de la maniére suivante: Les
espaces locaux et les droites de la congruence L* sont les espaces tangents et les
droites de la congruence L, la connexion des espaces locaux infiniment pro-
ches est donnée par la projection dans le (n — 3)-sens orthogonal & I’espace
tangent considéré. On montre dans ce travail qu’une interprétation conve-
nable permet de transporter toute la théorie des congruences de droites dans
E, (dans la forme donnée dans le livre?)) aus cas de E,, I’appareil de calcul
restant pratiquement le méme. On remarque que le degré de généralité des
classes principales de congruences (p. ex. B, T, pseudosphériques, etc.) aug-
mente de deux fonctions d’une variable lorsque la dimension augmente
d’une unité.

12. M. Cech [2, VI] a construit pour le cas parabolique une théorie analogue
a celle des congruences et des réseaux conjugués. Soit donnée dans P, une con-
gruence parabolique L, choisissons sur chaque droite p ¢ L un point z; si les
points z forment une surface = sur laquelle il existe des asymptotiques corres-
pondant aux surfaces développables de la congruence L, nous disons que L etz
sont conjuguées. Si L est formée des tangentes asymptotiques d’une surface veri-
fiant I’équation (*)z,, = az, + bz, + cz, la surface conjugué générale sera
Y = ux, — U,x o i == 0 est une solution arbitraire de I’équation (*). Supposons
par contre qu’il soit donné une surface z (avec une couche d’asymptotiques) véri-
fiant ’équation y,, = a,y, + by, + ¢;y; le foyer z de la congruence L con-
juguée & x est déterminé par les équations z, = b,py, ¥, = — (Pu + D) ¥ +
+ Py, ol p est une solution arbitraire de I’équation p,, = — (%;9), — (b1P). +
+ ¢,p. M. KoUuBEK a défini dans son travail [2] la notion de congruence harmo-
nigque & une surface m (contenant une couche d’asymptotiques): les droites de la
congruence L sont situées dans les plans tangents & la surface 7, et les surfaces
développables de la congruence L correspondent aux asymptotiques de la sur-
face =. Ensuite il a démontré les théorémes que voici: La condition nécessaire et
suffisante pour que la congruence (yy,) soit harmonique & la surface () est que la
surface (y) soit conjuguée & la congruence (xx,). Deux surfaces conjuguées (harmo-
niques) G une congruence sont harmoniques (conjuguées) & lautre congruence.
Deuxz congruences harmoniques (conjuguées) & une surface sont conjuguées (har-
moniques) & Uautre surface. S’il existe une congruence L harmonique & m, et con-
Juguée @ 7,, 1l en existe une infinité co 1.

Dans son travail [1], M. Koubek a démontré ce théoréme-ci: Si n 4 1 solu-
tions z¢ de I’équation 2, = ax, + bz, + cx (b & 0) vérifient la relation quadra-
tique Zagziz* = 0 (a; = a; = const) alors ces solutions sont linéairement
dépendantes. Il en résulte que dans P, il n’existe pas de congruences quadratiques
paraboliques.
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III. THEORIE DES SURFACES A RESEAU CONJUGUE

13. Les résultats les plus importants concernant les déformations projectives
des surfaces a réseau conjugué sont ceux obtenus dans mon travail [15]. Sur une
surface & & réseau conjugué dans P,, ., il existe n 4 1 couches de quastasympto-
tiques y, niy- SOt ..., w_,, @, 7, ... la suite de Laplace engendrée par la sur-
face . La surface 7 sera appelée R si les congruences & surfaces focales 7_,, 7 ou
7, 7w, sont W, c’est-a-dire si sur les surfaces 7_,, 7, 7, ce sont les quasiasympto-
tiques y,, ,., qui sont en correspondance. La surface 7 est dite isothermo-quasi-
asymptotique si 'on peut sur elle choisir les paramétres u, v tels que du dv = 0
soit le réseau conjugué et que les quasiasymptotiques soient données par 1’équa-
tion dun*t!l — dovn+l = 0. J’appelle surface R° chaque surface = dans P,, ., dont
les deux transformées de Laplace x_ ,, r; dégénérent et qui admet des déforma-
tions projectives C,_,. On arrive & ces résultats-ci: 87 une surface = est R, alors
toutes les surfaces de la suite de Laplace engendrée par m sont également R. Une
surface R est isothermo-quasiasymptotique. St deux surfaces consécutives de la
suste laplacienne sont des surfaces isothermo-quasiasymptotiques, toute la suite
est composée de surfaces R. Une surface R dans P,, ., dépend de 4n + 2 fonctions
d’une variable (ce que I'on peut démontrer 41’aide duthéoréme d’existence pour
les congruences de droites L dans P,,.,, cité paragraphe 10, car les courbes
G, = —1, G, = — 1 sont justement les quasi-asymptotiques des surfaces
focales de la congruence L). Les surfaces & réseaw conjugué dans P,, ., qui admet-
tent des déformations projectives C, ., sont les surfaces R et elles seules, chaque telle
surface admet (dans le cas de n = 2) oo de telles déformations. La surface R° géné-
rale est donnée par un systéme complétement intégrable (U; = Uj(u), Vi = Vi(v),
k = const)

0% ontly = oix - oix ontly
(25) ou v ¥ oyl o o Z By out + Z Vi ovt + oun+i
=1 i=1

et dépend de 2n fonctions d’une variable. Une surface (28) admet co! de déforma-
tions projectives C, ., que ’on obtient en faisant varier k. Chaque transformée lapla-
cienne d’une surface RO est située dans un sous-espace a n dimensions, les courbes
d’une couche du réseau conjugué somt projectives entre elles et chacune d’elles se
trouve dans un sous-espace & n + 1 dimensions. Une surface R® peut étre con-
struite comme suit:'?) Soient donnés dans P,,,, les sous-espaces P,, P,, P,
P,_y;s0it P,c Py, P, c P, _1,0¢P,., 0P, etsoient ¢, ¢’ deux courbes pour
lesquelles Oecc P,,;,0ec’ c P, ,.Soit Pec'le point variable, Qp = OP n P,
¢p la projection de la courbe ¢ du point Qp sur I'espace (P,.,)p = (P,, P); la
surface R en question est formée des courbes ¢cp, P e ¢’

17) Cette construction représente une généralisation de la construction des surfaces R°
dans Pj, donnée par M. B. SEGRE dans ,,Intorno alla teoria delle superficie proiettivamente
deformabili® (Mem. Acec. Italia, 2, No 3, 1931).
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Dans mon travail [2] j’ai trouvé une nouvelle caractérisation géométrique
des surfaces R° dans P;. Mon article [3] contient une caractérisation géométri-
que, de nouveau dans Pj, des surfaces & réseau conjugué et admettant des défor-
mations projectives U,, méme pour le cas ol une ou toutes les deux transfor-
mées de Laplace dégénérent. A I’aide de ces résultats j’ai établi. dans [4] le
degré de généralité des surfaces projectivement déformables dans P;. Ces sur-
faces, dont une et une seule transformée de Laplace dégénére, dépendent de sept
fonctions d’une variable.

Mon travail [16] concerne les généralisations des surfaces R°. Les variétés x =
= @(Uy, .., Uy) dams Py,_y pour lesquelles x;; = w,,, = 0, (i ¥ j), et qui admet-
tent des déformations projectives de second ordre, sont données par le systéme

n n-1
(29) Ty =0, Ty, =1kkx+ > Uju)x; + >, (b= const).
i=1 a=1

Ce variétés peuvent étre construites, la construction étant une généralisation
directe de celle des surfaces R® donnée ci-dessus.

14. Résumons enfin les travaux [1], [2] de M. K. Svoboda; ils traitent un
sujet bien différent de celui des travaux précités. Ses résultats forment en prin-
cipe une seule des recherches de M. O. Boruvka.®) Regardons d’abord son tra-
vail [1]. Soit S, un espace & courbure ¢ constante (euclidien Z, ou non-euclidien
N,), soit, P, son prolongement projectif et 4 sa quadrique absolue. Une surface
sera appelée surface M si ses indicatrices de courbure normale d’ordre 1, .., m — 1
en tout point = sont des circonférences ayant x pour centre. J’appelle réseau
conjugué (U) dans P, le réseau = dont les transformées de Laplace x_,, 7z, sont
des courbes qui sont situées avec leurs (m — 1)¥* espaces osculateurs sur
une quadrique réguliére A’ c P,_; c P,. Le réseau conjugué = dans P, sera dit
(V) si les premiéres, ..., m*™ transformées de Laplace dans les deux directions
se trouvent sur une hyperquadrique réguliére A" et de telle maniére que 7_,, 7,
(r quelconque) sont polairement conjuguées & 7_,,y, ..., 7,_, par rapport a 4”;
de plus, nous supposons que ..., x, ... ne se termine pas aprés m pas ou se
termine dans une ou dans les deux directions aprés m pas de la maniére de
Goursat.

Le sujet principal du travail en question est le probléme des conditions né-
cessaires et suffisantes pour qu’une surface z de l'espace projectif P, puisse
étre prise pour une surface M de l’espace S, qui provient de P, par un choix
convenable de la quadrique absolue A. Les courbes minima d'une surface M
dans B, (ou bien N,) forment un réseau conjugué (U) (ou bien (V) respectivement)

18) 0. Bor®vra, Recherches sur la courbure des surfaces dans des espaces & n dimen-
sions & courbure constante, I—III (Spisy p¥r. fak. Brno, I, 165, 1932; II, 212, 1935;
111, 214, 1935), O jistém typu minimédlnich ploch ve tyfrozmérném prostoru o konstantni
ktivosti (Rozpravy Ceské akad. véd a umdni, t¥. IT, 37, 1928); Sur une classe de surfaces

minima plongées dans un espace & cinq dimensions & courbure constante (Spisy pfir.
fak. Brno, 106, 1929).
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aux invariants nuls (pareils); ici A’ (ou A") est la quadrique absolue A de
Pespace S,. Une surface 7w c P, peut ére prise pour une surface M dans E, (ow
bien N,) si et seulement s’il existe sur elle un réseau (U) (ou bien un réseau (V));
dans le cas de n = 2m + 1 la suite de Laplace engendrée par une surface M
dans N, est périodique de période 2(m 4 1) et autopolaire par rapport & A ou
bien elle se termine dans une direction aprés m pas de la maniére de Goursat et
dans I’autre direction aprés m 4 1 pas de la maniere de Laplace.

Le travail [2] de M. Svoboda généralise ensuite les résultats mentionnés.
Nous appellerons surface M dans S, ., toute surface 7 dont les indicatrices de
courbure normale d’ordre k& (k= 1,...,m — 1) sont des circonférences, leur
centre s; étant situé pour k = 1, ...,r (r = 1) au pied de la normale abaissée
du point zex au plan de la circonférence, et xs, = V, = const == 0; pour
k=7r+1,...,m—1 on a x=s;. Les surfaces M existent seulement pour
r =1, elles dépendent de 2(n — m — 1) fonctions d’une variable. On peut
distinguer deux types de surfaces M: non-euclidien (Vi 4+ ¢ == 0) et eucli-
dien (Vi + ¢ =0). La condition mécessaire et suffisante pour qu’une swrface
7 C P,,,, puisse étre prise pour une surface M 1. du type euclidien, plongée
dans N,.,, est Uexistence d’un point E sur la quadrique réguliére 4 c P,
et d’un tel réseaw sur m que sa projection de E est un réseau (U)y 2. du
type non-euclidien, plongée dans N, ., (ou encore B, ), est Uexistence d’un point B
qui ne se trouve pas sur la quadrique réquliére A c P, ., (ou encore n’est pas situé
dans Uhyperplan de Uespace P, ., ou se trouve la quadrique réguliére A) et d’un
réseau sur w dont la projection de E est un réseaw (V). Ici le réseau (U),, ou bien
(V)4 est défini comme dans ce qui précéde avec la différence que la quadrique’
A’, ou A" respectivement, est remplacée par I'intersection de la quadrique A

avecl’ hyperplan tangent au point E, ou bien par le contour de la projection de
la quadrique 4 du point E.

Dans les travaux précités on envisage encore d’autres propriétés importantes

des surfaces M, mais leur enumération nécessiterait pratiquement un article
entier.
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Résumé

CESKOSLOVENSKY PRISPEVEK K DIFERENCIALNI GEOMETRIIL
KONGRUENCI PRIMEK A PLOCH S KONJUGOVANOU SITI

Arois Svec, Praha

K patndctému vijroés osvobozens CSSR

V préci je podan prehled vysledkidt v uvedeném oboru, uvefejnénych desko-
slovenskymi geometry v letech 1945—1959. Uvedme pouze struéné nizvy
a charakteristiky jednotlivych élanki:

I. Teorie kongruenei p¥imek v projektivnim trojdimensionilnim prostoru.
1. Studium dvojparametrickych systému piimek v P, a jejich bodovych defor-
maci (E. Cecm). 2. Projektivni linedrni element kongruence piimek v P,
(Cech). 3. Projektivni deformace kongruence p¥imek, jeji rozklad na jednotlivé
jednoduché deformace, otdzky existenéni (Cech). 4. Singulérni a polosingulérni
deformace (Cech). 5. Projektivni deformace kengruenci W (Cech). 6. Projektivni
deformace parabolickych kongruenci (Cech). 7. Vnit¥ni geometrie kongruence
piimek (A.SvEec). 8. Kongruence W s pHimkovymi fokélnimi plochami a jejich
representace v piimkovém prostoru (V. Horix). 9. Price J. KrapryY a J.
BrescaY.

II. Teorie kongruenei pfimek v projektivnich vicedimensionilnich a k¥ivych
prostorech. 10. Deformace kongruenci pfimek v §,, teorie kongruenci v §,, a
83n41 (Svec). 11. Kongruence p¥imek s projektivni konexi (Svec). 12. Analogie
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harmonickych resp. konjugovanych siti a kongruenci v parabolickém ptipadé
(Cech, L. KOUBEE).

ITI. Teorie ploch s konjugovanou siti. 13. Projektivni deformace té&chto
ploch v 8,,,, (Svec). 14. Teorie ploch, jejich# indikatrice norméalni k¥ivosti jsou
kruznice (K. SvoBoDA).

Pezoume

YEXOCJTOBAUKNN BRJIAI B JUOOEPEHIUAJBHYIO
FEOMETPUIO NMPAMOJIMHENHBIX KOHIPYOHIIUNA
1 IIOBEPXHOCTEN C COINPAKEHHOW CETBHIO

AJIOUC HIBEIL (Alois Svec), Ipara

K namnadyamusemuio oceobomucderus YCCP

B pabore maerca 0630p pe3ynIbTaTroB B YKa3aHHOH 00mactd, OOyOIMKOBAH-
HHIX YeXOCTOBaIKUMU Treomerpamu B 1945—1959 rr. M mpusegem mammb
KpaTKie Ha3BaHUA M XapaKTePECTHKA OTHEIBHBIX CTATEi:

. L. Teopusa npaMoxnHeAFIX KOERTPYIHIMI B IPOEKTHBHO M TPeXMEPHOM PO~
cTpamceTBe. 1. cemeqoBanme nBpynapaMeTpuieckax ceMeicTB IpAMEIX B P, u nx
Tovegusrx uarubauuit (9. Yex). 2. IlpoexTUBHEIT TUHEHHEI SIeMEHT KOHTDYIH-
muu npAmMeEX B P, (9. UYex). 3. IlpoexrusBuoe marmbanme IPAMOIMHENHOH
KOHTDYSHIINHA, €r0 pasiloeHWe Ha OTJAelbHEIe IIPOCTHE H3THOAHMSA, BOIPOGH
cymecrsoBanua (9. Yex). 4. Ocobsie m momyocobsle marumbamma (J. Yex).
5. Ilpoexrusuoe usrubanme xourpysuumi W (3. Uex). 6. IlpoexrusHoe M3ru-
Gamme mapabommueckmx KoHrpysunui (9. Yex). 7. Bryrpenndasa reomerpHA
npamonuueiinoil Kourpysuunuu (A. lIsem). 8. Homrpysunuua W c¢ mumeiiva-
THIMHA (OKaTbHBIMI IOBEPXHOCTAMII ¥ HX TPEACTABICHHe B MPOCTPAHCTBE MpPH-
meix (B Topax). 9. Pa6orsr 1. Kmanka n 1. Bpeiixa.

II. Teopust nmpaAMOTMHeHHHIX KOBIPYPHIUN B IPOEKTHBHBIX MHOIOMEDPHBIX
¥ KpHBHIX mpoerpamersax. 10. Msrumbaume npAMONHMHEHHBIX KOHTDYSHIAH
B §,, Teopusa KOHrpysHuuid B S,, U Sy, (A. IIsexm). 11. Komrpysnmun
IpAMBIX ¢ mpoeKTHBHOH cBA3HOCTHIO (A. IllBem). 12. Amamormm Mmexmy rap-
MOHMYECKUMH, COOTB. COUPAMKEHHBIME CeTAME, ¥ KOHTDYSHIHMAMH B Iapa-
Gommuecko caywae (9. Yex, JI. Koydex).

III. Teopus moBepxHOCTEl € compskennoii cersio. 13. IIpoexrusnoe uarH-

Oanue atmx mosepxHocred B S,,.; (A. Ilsem). 14. Teopma wnosepxmocrei,
Y KOTOPHX HMHIWKATPHCAMA HOPMAJHOM KPUBH3HEL ABIISIOTCA OKPYHHOCTH
(K. CBo6opa).
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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

BEMERKUNG ZU EINER HALBGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN
AUF EINER EINFACH GEORDNETEN MENGE

Bepkics PoNDELICER, Podébrady
(Bingegangen am 3. August 1959)

Der vorliegende Artikel enthélt die folgenden zwei Hauptergebnisse:
Satz 1 ist eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes iiber einfach
archimedisch geordnete Gruppen (1, XIV) auf eine Klasse der Halb-
gruppen; Satz 2 ist eine Anwendung disses Satzes fiir eine Halbgruppe
der Endomorphismen auf einer einfach geordneten Menge (vergleiche
Satz 3, [2]).

In der Arbeit [2] wurde folgender Satz bewiesen: Auf der Halbgruppe I" der
Endomorphismen auf M, welche die Eigenschaft (y) hat, sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:

a) I ist stark monozyklisch;

b) I ist monozyklisch und geniigt der linksseitigen Kirzungsregel;

c) I' ist von links archimedisch geordnet und divergent. (Wir beniitzen die
Begriffe und Symbole der angefiihrten Arbeit.)

Wir betrachten folgende Eigenschaft der Halbgruppe I

d) I ist monozyklisch und kommutativ.

Nach Anmerkung 2 der Arbeit [2] folgt, dass d => a, b, ¢ gilt. Also entsteht
hier die Frage, ob auch a, b, ¢ =>d gilt. Positive Antwort auf diese Frage gibt
der Satz 2 dieser Arbeit. Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, be-
weisen wir Satz 1, welcher eigentlich den bekannten Satz iiber eine einfach
archimedisch geordnete Gruppe ([1], XIV) auf eine Klasse der Halbgruppen
verallgemeinert.

Unter einer Halbgruppe verstehen wir ein assoziatives Gruppoid. Unter dem
Finserelemente e des Gruppoides I" verstehen wir so ein Element e e I, fiir wel-
ches ea = a = ae (fiir alle ael) gilt. Es ist offenbar, dass jedes Gruppoid
hochstens ein Einserelement hat. Wir sagen, dass das Gruppoid der rechis-
(links-)seitigen Kirzungsregel geniigt, wenn

ac=bc=>a=0>0, (ca=cb=a=0>0)

gilt. I' sei ein Gruppoid, wir definieren die Relation o(I") = I' x I" folgender-
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massen: (@, b) € o(I") gilt dann und nur dann, wenn.ein solches r ¢ I' existiert,
dass @ = rb oder @ = br oder ra = b oder ar = b gilt.

Unter einem teslweise geordneten Gruppoid verstehen wir so ein Grupp01d
welches teilweise geordnet ist und fiir das ¢ < b = ac < be, ca < ¢b gilt. Wir
sagen, dass die einfach geordnete Halbgruppe (mit einem Einserelement e) von
rechts (links) archimedisch geordnet ist, wenn fiir a < b, ¢ > e, resp. a < b,
¢ < e ein solches ne N (N bedeutet in der ganzen Arbeit die Menge aller na-
tiirlichen Zahlen) resp. m e N existiert, dass ac® = b (¢*a = b) resp. a = be™
(@ = c™b) gilt.

Satz 1. I' ses eime von links archimedisch geordnete Halbgruppe (mit einem
Einserelement e) und geniige der rechisseitigen Kirzungsregel. I' habe folgende
Eigenschaft:

R) a,bel'; a,b<<ela,b>e)=(a,b)eol).

Dann ist die Halbgruppe I' kommutativ und in eine einfach geordnete additive_
Gruppe aller reellen Zahlen einbettbar. ‘

Bevor wir den Beweis dieses Satzes bringen, beweisen wir einige Hilfssétze.
In den Hilfssdtzen 1—17 setzen wir voraus, dass die Voraussetzungen des
Satzes 1 erfiillt sind.

Hilfssatz 1. ¢« < b = ac < be.

Beweis. a < b=-ac < bc. Wenn ac = bc ist, dann ist @ = b (durch die
rechtsseitige Kiirzungsregel) und das ist ein Widerspruch.

Hilfssatz 2. ac < bc =>a < b (ca < cb=-a < D).

Beweis. Nach Voraussetzung ist I" einfach geordnet. Wir setzen voraus, dass
@ = b ist, dann ist ac = be oder ca = ¢b, und das ist ein Widerspruch.

Hilfssatz 3. ab = e = ba = e.
Beweis. (ba)? = b(ab) a = bea = e(ba) => ba = e.

Hilfssatz 4. ¢ < ab = ¢ < ba (¢ > ab = ¢ > ba).

Beweis. Wenn e < ab ist, dann ist nach Hilfssatz 1 ¢ < aba, und nach
Hilfssatz 2 e < ba.

Hilfssatz 5. @ < b = a*» < b" (ne N).

Beweis. Wir werden die Induktion nach n beweisen. Offenbar gilt Hilfs-
satz 5 fiir n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 5 fiir » gilt, dann ist
(nach Hilfssatz 1) a* < b* = ar+! < ab®; o < b=>ab® < b**1, und o <
< bntl,

Hilfssatz 6. a® = b” (ne N) = a = b.

Der Beweis ergibt sich aus Hilfssatz 5 und aus der einfachen Anordnung
der Halbgruppe I
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Hilfssatz 7. a» < b* (ne N)=>a < d.
Beweis. Wir setzen voraus, dass @ = b ist, dann ist nach Hilfssatz 5 a* = b»,
was in Widerspruch ist.
Hilfssatz 8. ab = e = a™" = a (ne N).
Der Beweis folgt leicht aus Hilfssatz 3.
Hilfssatz 9. ¢ < ab=-¢ < a"" (ne N)
(e > ab=>e > a™d" (ne N)).
Beweis. Wir beweisen die vollstindige Induktion nach n. Offenbar gilt

Hilfssatz 9 fiir n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 9 fiir » gilt, dann
iste < amb® = ab < artibntl = ¢ << @rtlpntl,

Hilfssatz 10. a0 = ¢ (ne N) = ab = e.

Der Beweis folgt aus Hilfssatz 9 und aus der einfachen Anordnung der Halb-
gruppe I .
Hilfssatz 11. e < a™” (ne N) = e < ab,
(e > anb™ (ne N)=>e > ab).
Der Beweis folgt aus den Hilfsséitzen 8 und 9 und aus der einfachen Anord-
nung der Halbgruppe I

Hilfssatz 12. e < a, m < n (m,ne N) =am™ < am.

Beweis. Wenn m = n ist, dann ist a™ = a*. Wenn m < n ist, dann ist
n — me N, und dann ist nach Hilfssatz 5 ¢ < a»~™, woraus nach Hilfssatz 1
a™ < a” folgt.

Hilfssatz 13. e = a, a* = a™ (m,ne N) =>m = n.

Der Beweis folgt aus der Giiltigkeit der rechtsseitigen Kiirzungsregel.

Hilfssatz 14. ab < ba = a"b" < (ab)* =< (ba)* =< b%a™ (ne N).

Beweis. Wir beweisen die Induktion nach n. Offenbar gilt Hilfssatz 14 fiir
n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 14 fiir » gilt, dann ist nach Hilfs-
satz 5 (ab)"*! < (ba)*** und artibntl = a(ad”) b = a(ba)*d = (ab)*+1. Endlich
ist

(ba)"*! = b(ab)" a < b(b"a") @ = brtigntt |

Hilfssatz 15. ab = ba, b* < a, g" < b (ne N) = (hg)" < ab (ab = ba, * = a,
g" 2 b (ne N) = (hg) = ab).

Beweis. Wenn hg < gh ist, dann ist nach Hilfssatz 14 (hg)* < g"h* = ba =
= ab. Wenn gh =< hg ist, dann ist wieder nach Hilfssatz 14 (hg)* < hng" = ab.

Hilfssatz 16. ab =ba, e S h*a, e < g"b (neN)=>e¢ < (hg)*ab (ab = ba,
e=h"a, e = g™ (ne N)=e = (hg)" ab).

Beweis. Wenn gh < hyg ist, dann ist nach Hilfssatz 14 grh» < (hg)", und
e = h"a=g" < g"hra = g" < (hg)" a = g"b < (hg)" ab, daher ist e < (hg)" ab.
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Hilfssatz 17. ab = ba, ¢ < h"a, ab < g» (n e N)=b < (hg)" (ab = ba, e =
= hra, ab = g" (ne N) = b = (hg)").

Beweis. Wenn hg < gh ist, dann ist nach Hilfssatz 14 hrgr < (hg)n, und’
e=ha=b=hab=b=<hyg=>b< (hg). Wenn gh < hg ist, dann ist
wieder nach Hilfssatz 14 g"h" < (hg)", und e < hrg — " = g"ha = ba =
= g*h"a = (nach Hilfssatz 2 und der rechtsseitigen Kiirzungsregel) b < gmhn =
=b = (hg)"

Der letzte Hilfssatz betrifft reelle Zahlen.

Hilfssatz 18. «, 8, y seien reelle Zahlen. Die Gleichung y = « + B gilt dann
und nur dann, wenn %, <o =z, Yy, =B SY=>%0 +y Sy =2, + Yss
wober x,, Ty, Yy, Yo rationale Zahlen sind.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich. Es sei y <
< o + B. Offenbar existiert eine rationale Zahl z so, dass y < z < « + § ist,
woraus z — f < « folgt. Also existiert eine rationale Zahl , so, dass z — f <
< < & ist, woraus y; =z — x; < f§ folgt. Nach der Voraussetzung des
Hilfssatzes 18 ist y <z =2, +y, < », was in Widerspruch ist. Ebenso
kommen wir zu einem Widerspruch fiir « + < y. Also gilt y = &« + 8.

Beweis des Satzes 1. Wenn I"' = {¢} ist, dann ist I" offenbar kommutativ
Wihlen wir ein beliebiges aber festes Element fe I', f > e. Wir definieren die
Abbildung ¢ der Halbgruppe I" auf die Menge aller reellen Zahlen: ¢(e) = 0. Sei
h > e (heI'). Nach den Hilfssétzen 5, 6 und 7, kénnen wir die Menge der posi-
tiven rationalen Zahlen P und L definieren

(m,m,r,se N; mn=re P<>ht < fm, rs~le L<>h® = [7).

Aus der einfachen Anordnung der Halbgruppe I"folgt, dass L u P die Menge
aller positiven rationalen Zahlen ist. Ist

mn-l, rsteLnP (mmn,r,seN),

dann ist h* = fm und h* = {7, und frr = hn¢ = fms, woraus nach Hilfssatz 13
nr = ms folgt. Die Menge P und L enthalten also hochstens ein gemeinsames
Element. Wenn rs-1 = mn-¢ P ist (m, n, r, s e N), dann ist 2* < f» und ms =
< mr, und nach Hilfssétzen 5 und 12 ist A» < fm¢ < frr, woraus nach den Hilfs-
sitzen 6 und 7 h* < fr folgt, ist 7s~le P. Wenn rst < mnle L ist (m, n, r,
s€ N), dann stellt man auf gleiche Weise fest, dass rs~'e L ist. Endlich be-
weisen wir, dass die Mengen P und L nicht leer sind. Sei & < f, dann existiert
ein solches re N, dass k7 = f ist, und r*e L und 1€ P. Sei b = f, dann ist
l1e P n L. Sei b > f, dann existiert ein solches 7 ¢ N, dass b < f~ ist, dann ist
re P und 1e L. Offenbar bildet das Paar (L, P) Dedekindschuitt auf’ der
Menge aller positiven rationalen Zahlen und bestimmt so eine positive reelle
Zahl welche wir mit @(k) bezeichnen.
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Es sei h < e (hel). Nach den Hilfssitzen 8, 7, 9 und 10 kénnen wir die
Menge der negativen rationalen Zahlen P und L definieren (m,n,r,se N;
— mn~le P<>e = h*fm, — rs~le L<>e < h*f). Offenbar ist L u P die Menge
aller negativen rationalen Zahlen. Ist — mn=!, —rs~*e L n P (m, n, 1, 8¢ N),
dann ist e = h7fm und e = h*fr, und nach Hilfssatz 8 h*fnr = e = hmsfmr,
woraus k" = hms folgt, daher ist nr = ms (nach Hilfssatz 13). Die Mengen P
und L enthalten also hochstens ein gemeinsames Element.

Wenn — rs~1 = — mn~'¢ P ist (m, n, r, se N), dann ist ¢ = A*f™ und ms =
= nr, und nach den Hilfssitzen 8, 9 und 12 ist e = hnsfms = préfrr, woraus
nach den Hilfssitzen 10 und 11 e = A" folgt, daher ist — rs~1e P. Wenn
— 787! < — mn—e List (m, n, r, $ ¢ N), dann stellt man auf gleiche Weise fest,
dass — rs~1 e L ist. Es bleibt zu beweisen, dass die Mengen P und L nicht leer
sind. Offenbar existieren solche m, ne N, dass e = A"f und ¢ < fh gilt. Nach
den Hilfssitzen 3 und 4 ist ¢ < hf*, dann ist — m~1e P und — n e L. Offenbar
bildet das Paar (L, P) den Dedekindschnitt auf der Menge aller negativen
rationalen Zahlen, und bestimmt so eine negative reelle Zahl, welche wir wieder
mit <p(h) bezeichnen.

. Wir beweisen die Richtigkeit der Behauptung
(1) p(hg) = @(h) + @(9) (h,gel).

Wenn h = ¢ oder g = e ist, dann ist der Beweis trivial. Wenn e < A, g ist,
dann ist k2 = f», g® = f* (m, n, r e N) = (hg)* = fm*" (nach dem Hilfssatz 15),
was eigentlich bedeutet, dass mn¢ L,, rn~te L, = mn~' + rn~te L,,. Weiter
ist A* < fm, g S fT (m, m, 7 e N) = (hg)* < fmtr, was bedeutet, dass mn=te P,,
rn~te P, = mn~' 4 rnte P,,. Die Richtigkeit der Behauptung (1) folgt aus
Hilfssatz 18. _

Wenn A < e < g und e < hg ist, dann ist e Z h*fm, g =fr, r — m > 0
(m,n,re N)=- (hg)* = f~™ (nach Hilfssatz 17), was bedeutet, dass — mn=1e
eL,, mteL,, ™m*—mnl>0=>m1—mnleLl, gilt. Weiter gilt
—mnteP,, ™mreP, ml—mnl>0=>rnl—mnleP,, Aus Hilfs-
satz 18 folgt die Behauptung (1).

Wenn g < e < hund e < hg ist, dann existiert so ein n ¢ N, dass ¢ < h7g ist,
und nach Hilfssatz 4 ist ¢ << gh", woraus e << hgh” folgt. Aus der Behauptung
o(hg) + @(h*) = p(hgh™) = p(h) + ¢(gh") = (k) + ¢(9) + @(h") folgt die Be-
hauptung (1).

Wenn e = hg ist, dann ist nach Hilfssatz 8 hg = gh. Wir kénnen also voraus-
setzen, dass e < g ist. Aus der Behauptung g = hg? folgt, dass ¢(g) = zp(h) -+
+ ¢(9%) = @(k) + ¢(9) + @), und ¢(k) + ¢(g) = 0 ist.

Wenn kg < e und e < h ist, dann ist ¢ < e. Offenbar existiert so ein n e N,
dass e < h"*lg ist. Aus der Behauptung (k") + @(hg) = @(h**)) = @(hm+1)
+ ¢(9) = ¢(h™) + ¢(k) + g(g) folgt die Behauptung (1).
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Wenn hg < e und k < e ist, dann existiert so ein ne N, dass ¢ < frhg und
e <o ist. Aus der Behauptung g(f*) + g(hg) = ¢(f*hg) = g(fh) + ¢(g) =
= ¢(f*) + @(h) + @(g) folgt die Behauptung (1).

3. Jetzt beweisen wir, dass die Abbildung ¢ umkehrbar eindeutig ist. Ist
@(h) = @(g) (h, geI'), dann ist entweder » = ¢ = g odere < %, ¢, oder b, g < e.
Aus der Eigenschaft (R) folgt, dass (4, g) € o(I') ist. Aus (1) folgt, dass p(r) = 0
ist, woraus r = e, also h = g folgt.

4. Esseih, g e I'. Aus der Behauptung p(hg) = @(h) + ¢(g) = @(9) + @(h) =
= ¢(gh) folgt, dass hg = gh ist. Die Halbgruppe I ist also kommutativ. Wenn
die Halbgruppe I" das Element f > e nicht enthilt, beweisen wir Satz 1 analog
mit Hilfe irgend eines Elementes f' < e. -

Anmerkung. Der Leser stellt fest, dass Satz 1 auch dann gilt, wenn I" der
linksseitigen (statt rechtsseitigen) Kiirzungsregel gentigt. Somit gilt Satz 1 auch
dann, wenn wir voraussetzen, dass I” von rechts (statt von links) archimedisch
geordnet ist. Die Kiirzungsregel und die Eigenschaft (R) der Halbgruppe
I" sind aber notwendige Voraussetzungen fiir Satz 1, wie folgende Bespiele
zeigen:

Beispiel 1. I" sei eine natiirlich geordnete Menge der reellen Zahlen. I' =
= {0, ) — (0, 1). Das Multiplizieren in I" definieren wir auf folgende Weise:

vy=z+[yl, >0; ay=y, 2=0

fiir 2, y e I', wo [y] das grosste Ganze der reellen Zahl y ist. Offenbar ist 0 das
Einserelement des Gruppoides I". Also geniigt es das assoziative Gesetz nur fiir
positive Zahlen zu beglaubigen. Es sei z,y,2z =1, dann ist (vy)z = (v +
+z=2+ [yl + l=2+ [y + [z]] = z(y + [2]) = 2(y2). Es sei z < y;
z,y,2el. Wenn y = O ist, dann ist 2z = 2 < z =y2. Wenn 2 = 0, y = 1 ist,
dann ist 2z =2 <y + [2] = yz. Wenn z,y = 1 ist, dann ist 2z =2 + [2] =
<y + [2] = y2. Wenn z = 0 ist, dann ist 2z = 2 <y = zy. Wenn z = 1 ist,
dann ist 2z = z + [#] < z + [y] = 2y. I' ist also eine einfach geordnete Halb-
gruppe.

Esseiz,y,zel',x < y,z = 1, dann ist [z] = 1. Offenbar existiert ein n e N,
dass n X [z] + [x] =y ist, dann ist z2a=2z+ (n — 1) X [2] + [¢] =2 —
—[2] +n X [2] + [x] = n X [z] + [#] = y. ['ist also archimedisch von links
geordnet.

Es sei xz = yz (%, y,2¢I"). Wenn 2 = 0, y = 1 ist, dann ist z = 2z = yz =
=y + [2] und y = z — [z] < 1, das ist jedoch ein Widerspruch. Offenbar ist
z == 0=y = 0, und daher ist x = y. Wenn z,y = 1 ist, dann ist 4 [2] =
== 2z = yz = y + [2], daher ist x = y. Also geniigt in I" der rechtsseitigen Kiir-
zungsregel.

Wir stellen leicht fest, dass I” nicht die Eigenschaft (R) hat, und auch nicht
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kommutativ ist. Zum Beispiel sind die Zahlen 1, % ¢ I' nicht vertauschbar und
in der Relation o(I") enthalten.

Beispiel 2. I' sei eine beliebige Menge mit drei Elementen. I' = (a, ¢, b). Das
Multiplizieren in I" definieren wir mit dem Multiplikationsschema

o e

A?aaa

ela e b

b|b b b )

Die Menge I" ordnen wir folgendermassen an: a < e < b. Wir stellen leicht fest,
dass I" eine einfach geordnete Halbgruppe mit dem Einserelement e ist.

Esseix <y (x,yel). Offenbarist bx = b = y, ay = a < 2, dann ist I" von
links archimedisch geordnet. Die Halbgruppe I" hat auch die Eigenschaft (R)-
Aus den Behauptungen eq = aa, ab == ba folgt, dass I' der rechtsseitigen
Kiirzungsregel nicht geniigt und das Multiplizieren in I" nicht kommutativ ist-

Satz 2. Auf der Halbgruppe I' der Endomorphismen auf M, welche die Bigen-
schaft (v) hat, sind die Eigenschafen a) bis d) dquivalent.

Beweis. Offenbar geniigt zu beweisen, dass a, b, c = d gilt. Soll also die
Halbgruppe I' die Eigenschaften a) bis ¢) haben. I" ist monozyklisch, von links
archimedisch geordnet geniigt der rechtsseitigen Kiirzungsregel ([2], Hilfs-
satz 1) und erfiillt die Eigenschaft (R) ([2], Definition 2). Also folgt aus Satz 1, -
dass I" monozyklisch und kommutativ ist.

Lateraturverzechnis

[1] G. Birkhoff: Lattice Theory, New York, rev. ed. 1948.

[2] B. Pondéliéek: O jisté pologrupé endomorfismt na jednodufe uspoiddané mnoziné,
1, Cas. pro péstovéni matematiky, 84 (1959), 177 —182.

Vytah

POZNAMKA O JISTE POLOGRUPE ENDOMORFISMU
NA JEDNODUSE USPORADANYE MNOZINE

Bep#icH PoNDELICER, Podébrady

V ¢&ldnku se zobecnuje na jistou tiidu jednoduSe uspofddanych pologrup
velmi zndmé a dulezitd véta o komutativité jednoduse archimedovsky uspora-
danych grup ([1], XIV). Druhéd véta prace je aplikaci véty piedeslé na jistou
pologrupu endomorfismi na jednoduse uspofddané mnoZing (srovnej s vétou

3, [2]).
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Véta 1. Necht I' je zleva archimedovsky jednoduse wuspofddand pologrupa
(s jednotkovym prokem e), ve kieré pZati pravidlo o krdcent zprava. Nechf I' md
nasledugict vlastnost:

Jestlize a,bel a,b <e (a,b>e), potom existuje r e I'takové, Ze a = rb
nebo a = br nebo ra = b nebo ar = b. Potom, pologrupa I je komutativni a vnofi-
telndg do jednoduse usporddané aditivni grupy vech redlnyjch Cisel.

Véta 2. Na pologrupé I' endomorfismt, na jednoduse usporidané mnoZing M,
kterd mad vlastnost (y), jsou ekvivalentni nasledujict vlastnosti:

a) I je silné monocyklickd; b) I je monocyklickd a plati v ni pravidlo o krdceni
zleva; ¢) I' je zleva archimedovsky uspordadand a divergentnt; d) I' je monocyklickd
a komutativng.

Pesome

3AMEYAHWE OB ONPENEJEHHON IIOJIVIPVIIIE
JHIOMOPOU3MOB HA MPOCTO VIOPAIJOYEHHOM
MHOMKECTBE

BEJPKUX ITOHIEJUYEK (Bediich Pondslidek), IloxeGpamst

B crarse ofo0maercs s ompefeNleHEOr0 Kiacca IPOCTO YIOPATOYEHHEIX
MONYrPYyNI XOPOMIO M3BECTHAS U BajKHAS TeopeMa O KOMMYTaTHBHOCTE apXH-
MeJIOBHIX IpocTo ymopamodeHmnx rpymu ([1], XIV). Bropas reopema paGorst
ABJIAeTcA NPHMEHeHHeM IIpeAbymed TeopeMbl K OIpeHeleHHON HOIyrpynme
9HAOMOPGU3MOB HA HPOCTO YUOPANOYEHHOM MHOKECTBE (CPaBHE C TeopeMoi

3, [2])-

Teopema 1. IIycmv I' — caesa aprumedosa npocmo YnopsdoueHHas NOAY-
2pynna (c edunuyeil e), u nYcmv & Heil UMeem MECMO NPABUA0 0 COKDAWEHUR
cnpasa. IHycmo I' o6aadaem caedynougum ceoiicmeomr:

Ecawa, bel; a,b < e (a, b > e), mo cywyecmeyem r € I' max, 4po & = rb
uau a = br uau ra = b uau ar = b. T'oeda nosyepynna 1" agasemcs Kommyma-
MUBHOW U 6KAIOUUMENbHOU 6 npocmo ynopadowennyro addumugwuyno 2pynny
gcex OelicmBUMeNbHHL uced.

Teopema 2. Ha noayzpynne I' sndomopusmos Ha@ npocmo ynopadoueHHoMm
MHoucecmee M, Komopas obaadaem ceoticmeosm (y), sKEeusaseHmHbL CALOYHOUUE
ceoticmesa: -

a) I' — cuavro monoyukaudeckas; 6) I' — monoyurauveckas, u 6 Hel umeem
Mecmo npasuao o cokpawerun caesa; 6) I' — caesa aprumedosa npocmo ynops-
Odouennas u Ousepeenmmuas; 2) I' — MOHOYUKAUYECKAR U KOMMYMAMUEHAS,
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Casopis pro péstovdni matematiky, roé. 85 (1960), Praha

ZOBECNENI VET 0 KORENECH ANALYTICKYCH FUNKCI

Haxa Svecova, Praha
(Doslo dne 9. zéri 1959)

V élénku je s pomoci kombinatoricko-topologickych metod podéno
zobecnéni principu argumentu (véta 3,2), Rouchéovy véty (véta 3,3)
a Hurwitzovy véty (véta 3,4) na funkce spojité a nenulové s vyjimkou
koneéného podtu bodu. Déle jsou studovény nulové body a body ne-
spojitosti funkece z @(2) + ¥(z), kde @, ¥ jsou meromorfni funkce.

I. ZAKLADNI POIMY

1. POLYEDR

V této préici se omezime na p¥ipad komplexni roviny E,, jejiz prvky budeme
nazyvat éisly nebo body.

Definice 1,1. Bud X c E,. Necht existuje homeomorfni zobrazeni F mnoZiny
Z na uzavienou useéku. Potom mnoZinu X nazveme jednorozmérnym simplexem.
a vzory koncovych bodi dsedky F(X) pfi zobrazeni F nazveme vrcholy simplexu
2. Je-li z ¢ B,, pak bod z nazveme nulrozmérnym simplexem a zarovei vrcholem
tohoto simplexu.

Bud K koneény systém jednorozmérnych a nulrozmérnych simplexi s vlast-
nostmi:

a) libovolné dva simplexy X, X, systému K jsou bud disjunktni, nebo jejich.
prinik je vrcholem obou simplexu X}, Z,;

b) je-li e K, o vrchol simplexu X, pak je o € K.

Necht ddle systém K obsahuje alespon jeden jednorozmérny simplex. Potom
systém K nazveme (jednorozmérnym) komplexem.

Sjednoceni viech simplext komplexu nazveme (jednorozmérnym) polyedrem.
Je-li polyedr P sjednocenim vSech simplexi komplexu K, fikdme, Ze K je
simplictdIng rozklad polyedru P.

Rikéme, %e simplicidlni rozklad K, polyedru P je zjemnénim simplicidlniho
rozkladu K polyedru P, jestlize kazdy simplex komplexu K, jako bodova mno-
Zina je asti nékterého simplexu komplexu K. '
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-V dal8im budeme bézné pouzivat tohoto tvrzeni (dikaz je snadny): Kazdd
Jordanova kfivka je polyedr. Je-li I" Jordanova kitwka, pak ke kaidému kladnému
¢ existuje simplicialnt rozklad k¥ivky I, jehoZ kaZdy simplex md pramér mensi
nez e.

2. ORIENTACE UZAVRENE JORDANOVY KRIVKY

Definice 1,2. Orientaci jednorozmérného simplexu nazveme funkei #(z,, 2;,),
definovanou na mnoziné viech uspotadanych dvojic vrchold daného simplexu
a nabyvajici hodnot -1 tak, Ze je t(z,, z,) = — (2, 2;).

Bud 8 jednotkové kruznice, ¢ jedno z &isel +1, —1. Definujme orientaci
libovolného jednorozmérného simplexu libovolného simplicidlntho rozkladu
kruznice S takto: Je-li Xc 8 jednorozmérny simplex s vrcholy z, = €,
z, = e, kde £y, Lye (—m, Y, { < &, piifadme simplexu X' orientaci ¢y tak,
aby platilo: ‘
¢, neni-li ¢ vnitinim bodem simplexu ,

13 = Lo oo S y
221, %) N\ — &, je-li e vnitinim bodem simplexu .

Potom ¥kame, Ze je dana orientace ¢t kruznice S a kruznici S nazyvame oriento-
vanou.

Bud I uzaviens Jordanova kfivka, F homeomorfni zobrazeni orientované
jednotkové kruznice S na I'. Pritadme kazdému jednorozmérnému simplexu
2’ c X s vrcholy z;; 2, orientaci ty.:

t (21, 28) = tx(F2(z1), F(3))

kde ¢ je orientace kruznice S a X' je vzor simplexu 2’ p¥i zobrazeni F. Potom
tikdme, Ze je ddna orientace kiivky I' a kiivku I" nazyvame orientovanou.
Z definice 1,2 plyne véta:

Uzaviend Jordanova krivka mize mit pravé dvé rézné orientace.

3. NUMERACE

Definice 1,3. Necht kazdému vrcholu jednorozmérného simplexu X je piifa-
zeno nékteré prirozens ¢islo. Dvojici éisel odpovidajicich vrecholim simplexu X
budeme psat v neklesajicim potadi a nazyvat numeract simplexu 2. Cislo odpo-
vidajici pii této numeraci vrcholu z simplexu budeme nazyvat numeraci
vrcholu z.

Jestlize pfi dané numeraci jednorozmérného simplexu obéma vrcholim
odpovida totéz ¢&islo, pak tuto numeraci nazyvame degenerovanou. Numeraci,
jez neni degenerovand, nazyvame nedegenerovanou. :

Je-li kazdému vrcholu komplexu K piifazeno ptirozené é&islo, fikame, Ze je
dana numerace komplexu K.
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Bud z bod simplexu X' v komplexu K. Neni-li z vrcholem simplexu X, pak
nosi¢em bodu z nazyvame simplex . Je-li z vrcholem simplexu X, pak nosiéem
bodu z nazyvame bod z.

Bud K, zjemnéni simplicidlntho rozkladu K polyedru P. Numeraci N,
komplexu K, nazyvime pokratovdnim numerace N komplexu K, jestlize kazdé-
mu vrecholu komplexu K je v numeraci N, pfifazeno jedno z éisel numerace jeho
nosiée v numeraci N.

V &asti II budeme potiebovat nésledujici lemma, jeZ je specidlnim p¥ipadem
Spernerova lemmatu (dikaz viz [1], str. 90).

Lemma 1,1. Bud X jednorozmérny simplex s numeract 1, 2. Pt kaZdém pokra-
Eovdni této numerace na libovolny simplicidlni rozklad K simplexw X md lichy
pocet jedmorozmérnyjch simplexd, komplexu K numeraci 1, 2.

Zavedme toto oznadeni: ¢, = 2k — 1,0, =2k (k =1, 2, ...).

Definice 1,4. Numeraci simplexu nazveme pfipustnou, jestlize z kazdé dvo-
jice @, b, (k=1,2,...) se v ni vyskytuje nejvy¥e jedno &slo. Numeraci
komplexu nazveme p¥ipustnou, jestlize vytvaii piipustné numerace na viech
simplexech komplexu.

4. STUPEN NUMERACE

Méjme ddnu uzavienou Jordanovu k¥ivku I's orientaci ¢. Bud K simplicialni
rozklad polyedru I', N pfipustnd numerace komplexu K élsl'y a,=1,0b =2
a, = 3, b, = 4. Bud X jednorozmérny simplex komplexu K s nedegenerovanou
numeraci. Oznadme 2, (k = 1, 2) vrchol simplexu X, jemuZ odpovida &islo a

nebo b,. Oznadme B5 podet vrchold simplexu X, kterym v numeraci N odpovi-
daji sud4 ¢&isla. Prifadme simplexu X &islo yy:

(1) vz = (— 1) Z L tx(2, 2) -

Definice 1,5. Cislo yz definované vztahem (1) nazveme wahouw simplexu X.

Bud ¢, jedno z &isel 1, 2, ¢, jedno z &isel 3, 4. Oznaéme s(c,, ¢,) podet simplexti
komplexu K s numeraci ¢;, ¢, a kladnou vahou, p(c,, ¢,) podet simplext kom-
plexu K s touZ numeraci a zdpornou vahou. V [1], str. 93, je dokdzana tato
véta:

Rozdil s(cy, ¢5) — p(Cy, C5) nezdvisi na vybéru &sel c,, c,.

Definice 1,6. Cislo yy = s(cy, €;) — P(cy, ;) nazveme stupném numerace N.
5. ROTACE SPOJITE FUNKCE

Bud ¢(x + 1y) = @i(z, y) + @ (2, y) spojitd komplexni funkce definovana
a nenulova v bodech uzaviené Jordanovy kiivky I'. Funkce ¢,, ¢, jsou spojité
realné funkee.
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@; jsou stejnomérné spojité na I', a tedy existuji &sla & > 0, § > 0 tak, Ze
v okoli (lezicim na I') poloméru 26 libovolného bodu z k¥ivky I" m4 alespon
jedna z funkef ¢,, ¢, stdlé znameni a je v absolutni hodnot® vétii neZ «. Oznad-
me (pro ¢ = 1, 2) F, mnoZinu viech z = 2 + iy e I', pro né% je ¢;(, y) = «.
Podobné oznaéme G; (¢ = 1, 2) mnozinu viech z = & + 1y e I', pro n&Z je
@iz, y) = — «. Mnoziny F;, G, ziejmé pokryvaji I'. Oznaéme dile &, mensi ze
vzdalenosti mnozZin F;, G; (1 = 1, 2). Bud 6, = min (4, 4,).

Definice 1,7. Hvézdou vrcholu z v komplexu K nazveme mnozinu bodi vSech
simplexti komplexu K, jejichZ vrcholem je bod =.

Definice 1,8. Bud K simplicidlni rozklad k¥ivky I, jehoz kazdy simplex m4
priumér nejvyse §,. Odislujme vrcholy komplexu K tak, Ze kazdému vrcholu
pfifadime bud jedno z éisel a,, kde k jsou indexy téch funkei ¢,, které jsou v da-
ném vrcholu kladné a na celé jeho hvézdé nezaporné, nebo jedno z &isel b;, kde §
jsou indexy téch funkei g,, které jsou v daném vrcholu zédporné a na celé jeho
hvézdé nekladné. O numeraci N, konstruované timto zpusobem budeme ikat,
Ze je vytvorena funkct g.

Poznédmka. Specidlné miuzeme kazdému vrcholu ptitadit bud jedao z ¢&isel
a, kde k jsou indexy téch F,, které pokryvaji hvézdu daného vrcholu, nebo
jedno z ¢&isel b;, kde § jsou indexy téch G, které pokryvaji tuto hvézdu. V dika-
zech budeme pouzivat vyhradné této numerace, a to pod ndzvem specidini nu-
merace.

Numerace N z definice 1,8 je zfejmé ptipustné. Je tedy definovan jeji stupen.

Véta. Stupesi numerace vytvofené funkct ¢ mezdvist ma vybéru simplicidlniho
rozkladu polyedru I' a numerace N. (Dtkaz viz [1], str. 95.)

Definice 1,9. Stuperl numerace N vytvoiené funkei ¢ nazveme rotact funkce ¢
na I 4

Poznamka. Z definice rotace je vid&t, Ze pfi zméné orientace k¥ivky I" zméni
rotace znaménko, nikoliv absolutni hodnotu.

6. HOMOTOPIE

Definice 1,10. Rikame, %e komplexni funkee @, v jsou homotopni na kiivce I,
jestliZe existuje funkce X(z, ¢) s hodnotami v #,, definovand, spojité a nenulova
na mnoziné I X <0, 1> a spliujici podminky

X(z,0) = ¢(z), X(2,1) = y(2)
pro zel.

Véta 1,1. Jsou-li funkce @,y homotopni na orientované uzaviené Jordanové
kitvce I, pak maji na I' touz rotac.

Dikaz. Z definice 1,8 a 1,9 plyne toto: Je-li @, spojitd komplexni funkce
nenulové na I', pak existuje v tak, Ze plati: je-li @, komplexni funkce spojita
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a nenulova na I" a je-li |Dy(z) — D,(z)] < ». I;I‘o vSechna z ¢ I', potom existuje
spoledna numerace vytvotend funkei @, a @,, a tedy obé funkce maji na I' touz
rotaci. Odtud plyne tvrzeni véty.

7. INDEX FUNKCE V NULOVEM BODE

Oznadeni. Bud S,(z,) kruZnice o stiedu z, a poloméru . Zobrazeni F(z) =
__2—2%

zobrazuje homeomorfné kruinici S,(z,) na jednotkovou kruznici S.

Polozme v definici 1,2 ¢ = 1 a prifadme kruznici S pisluSnou orientaci ?.
Oznaéme t* tu orientaci kruznice S,(z,), jez simplexu X0 c S,(z,) s vrcholy
#, 2§ prifazuje orientaci

Era(21, 22) = treo(F (21), F(22)) -

Umluva. Od tohoto mista a% do konce této prace budeme pod nézvem
orientace krunice v#dy rozumét orientaci #*; pii tom kazdou kruznici budeme
automaticky pokladat za orientovanou.

Bud I orientovana uzaviens Jordanova kfivka, @ jeji vnitfek. Bud @ spo-
jitd komplexnf funkce definovana na G; necht @ ma v @ jen isolované nulové
body, z nich# #4dny nelezi na I'; oznaéme je z,, 2, -- ., 2,. Kolem kazdého nulo-
vého bodu z; opi$me kruznici S¢ o poloméru ¢, jej% volime tak maly, aby vSechny
uzaviené kruhy T¢ s hranicemi S lezely v G a neprotinaly se navzajem. Na
ka¥dé krunici Sg je definovéna funkce ®¢ predpisem: @5(z) = P(2) pro z € S
Necht &sla &, &, vyhovuji podminkim kladenym na e. Stfedové projekce

o stiedu 2z, uréuje topologické zobrazeni F kruZnice Sg na Sg (F(z) = %z pro
1

z € 82). Oznadme P2 (z) = O(F(z)) pro z e 8. Rotace funkce ¥4 na S§ je ziejmeé
rovna rotaci funkce @4 na S%. Funkce P2, @4 jsou na S¢ homotopni, a tedy

(v disledku véty 1,1) je rotace funkce ®¢: na Sg: rovna rotaci funkce @3 na Sg2.
Oznadme ji y,.

Definice 1,11. Cislo y, nazveme indexem funkce @ v bod? z,. Cislo > ¥x Da-
k=1

zveme algebraickym potem nulovych bodi funkce @ uvnitt kiivky I

Véta 1,2. Algebraicky polet nulovijch bodi funkce @ wvniti I' je v absolutni
hodnoté roven absolutni hodnoté rotace funkce @ na I'. (Dtukaz viz [1], str. 98.)

II. POMOCNE DEFINICE A VETY
1. POMOCNA FUNKCE 4,

Bud I' uzaviena Jordanova kiivka (I'c B,), t jeji orientace, Zvolme bod
2y € I'. Bud F homeomorfni zobrazeni jednotkové kruznice S (S c E,) na kiivku
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I' takové, Ze je F~1(z,) = ei". Bud G zobrazeni intervalu (— 7, 7wy na kruznici S
takové, Ze pro (e (—m, n) je Q({) = eit. Parcidlni zobrazeni G* = G(_,,,,,),‘
které pievadi interval (—, 7) na mnoZinu S — e#*, je zfejmé& homeomortni.

Necht z,, z, jsou dva body kfivky I', rizné od z,. Potom existuje pravé jeden
simplex X' c I' s vrcholy z,, 2,, ktery neobsahuje bod z,. (Je to simplex X =
= F[G*({{y, Lp)], kde £, = G7Y(FYz;)] (¢ = 1, 2).) Uspotadejme body k¥ivky
I' timto zplisobem: piSme 2z, 3 2z,, jestliZe fx(z;,2,) = + 1 ({5 je orientace
simplexu X)), r, ) z pro viechna z ==z, z € I". Tato relace z¥ejmé spliiuje axiomy
uspofddani. Dile budeme pouzivat téchto oznadeni:

z— 2¥, jestlife z — 2%, z 3 2*;

z—> 2%, jestlile z — 2%, 2* I z;

z —> z,_, jestlize z — z,, 2! < 2z pro nékteré zlel', 2! &=z, ;
z2 = 2g4, jestliZe z — zy, z 3 2! pro nékteré 2lel;

2* = min 2, jestlize 2* e Y a pro kazdé ze U, z + 2* je 2* 3 z;
zecl’

z¥ = max z, jestlize z* ¢ Y a pro katdé ze ¥, z + 2* je z 3 z*.
seYcl :

Koneéné intervalem (z’, ") (resp. <z’, 2”)) nazveme mnozinu vsech z e I" tako-
vych, Ze plati 2’ 3 z 3 2” (resp. 2’ 3 2z 3 2"); intervalem (z,, z,) hazveme mno-
zinu v8ech z e I' takovych, Ze plati z, 3 z..

Bud f komplexni funkece komplexni proménné, spojitd a nenulovd na I
Znakem arg f(z) (resp. arg’ f(z)) budeme znagdit &islo «(z) (resp. «'(2)), pro které
plati f(z) = |f(2)] . e™®, x(2) € (— 7, 7) (resp. f(z) = |f(2)] - €@, a’(2) € €0,27)).

Bud M mnoZina v8ech z e I', pro kters je arg f(z) = n. JestliZze je mnoZina M
neprazdnd, mizZeme sestrojit posloupnost u,, v;, %,, v, ... bodld kiivky I'" timto
zplisobem:

%, = min z ;
zes

v, = min z ,
zeN,

kde M, je mno#ina vSech z ¢ I' takovych, Ze u, <3 z, arg f(z) = 0;

kde M, je mnozina vSech z e I" takovych, Ze v, 3 2, arg f(z) =x.(n =1, 2, ...).

Yéta. Necht U je uzaviend mnoZina, § + U c I'. Potom existuje bod Z = min z.
= zeQf
Jestlize pro néktery bod z, € I' platt U c (2,, 2,), pak existuje bod z = mf;,[x 2.
Dtikaz. Z definice orientace plyne, Ze existuje takové homeomorfni zobra-

zeni H intervalu (—m, ) na I' = 2z, %e pro &;, &y e (—m, m), § < &y je H(L) 3
< H(L,). Bud 2’ € U. Polozme B = U n {7y, 2’). Mnozina H-1(DB) je kompaktni
diselnd mno¥ina, a tedy existuje jeji minimum ¢. ProtoZe pro z e A, znone P
je H(Z) 3 2z, plati H(Z) = m]g.xn z. Jestlize je U c {zy, z,>, pak H-1(U) je rovnéz
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~
I~

a plati H({) =

e

kompaktni ¢iselnd mnoZina, a tedy existuje jeji maximum

= max 2.
zeY

Yéta. Bud U jedna z mnofin M, M, U, (n = 1, 2, ...). Je-li U neprdzdnd, pak

existuje bod Z = min z.
zeY

Dikaz. MnoZina ¥ je uzaviens v dusledku spoptostl a nenulovosti funkece f.
Véta tedy plyne z piedchozi véty.

Véta. Bodd u,, a tedy i bodw v, je moZno sestrojit jen koneény polet.

Dukaz. Predpoklddejme, Ze bodd u, existuje nekoneéné mnoho. ProtoZe
mnoZina I" je kompaktni, miZeme z nich vybrat posloupnost konvergentni
k bodu u* e I'". Jsou-li %,,, u,, dva body z této posloupnosti, n, < n,, existuje
podle definice bodd w,, v, bod v,, takovy, Ze je arg f(v,,) = 0, U,, =3 Vp, =3 Unp,.
Je tedy lim %,, = u* = hm Vpyo AXG f(Uy,) = 7, axg f(v,,) =0prok=1,2,.

k-

Odtud plyne f(u*) = 0, coz odporu]e predpokladu. Véta je dokazana.
Oznadme W,y ; = Upm, Wom = ¥, (M = 1,2,...). Necht boda w, existuje
praveé r.
Definiee 2,1. Oznaéme A, funkci definovanouw na I' s témito vlastnostma:
Je-li M= 0, je Al (z) = arg f(z) provdechna zel .

Je-li M =0, je

A4(z0) = arg f(zo) ;

Ax(z) =arg f(z) pro z,3z3w,, jeli z,=+w;

A (w) =1lm A, z), jeli 2z, + w,;

A(z) = arg’ f(z) + 2k,x pro w, Iz3w,,, pflichémn;

A(z) = arg f(z) + 2k, pro w, 3z=]3w,,, P sudém n;

A(wyy)= lim A,(z) m=1,..,r—1);

04 1

Ax(z) = arg’ f(z) + 2km pro w, 3z pii lichém r;

Al(z) = arg f(z) + 2k pro w, 3z pfisudémr.
Pfitomk, (n =1, ..., r) je voleno tak, aby platilo im A,(z) = A, (w,).

T

Bod z, nazveme vyjchozim bodem funkce A, .

Poznémka. Z definice 2,1 je ihned vidét, Ze 4, je spojitou funkef z ve viech
bodech ktivky I" kromé bodu z,, kde je spojité zprava. Funkce 4, obecn& z4visi
na volbé bodu z,.

Z definice 2,1 ihned plyne tato v&ta:
V&ta. Necht hodnota funkce By, spojité na I' = z, a spojité zprava v bodé z,,
se lidi v kaZdém bodé z € I' od hodnoty arg f(z) o celistvy ndsobek 27t; mecht plati

By(zo) = arg f(z,), kde z, je vjchozi bod funkce A,. Potom je By(z) = A,(z) pro
vdechna ze I'.
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Definice 2,2. Rozdil lim 4,(z) — A4.(z,) budeme nazyvat zménou funkce A4,
na I "

Véta. Zména junkce A, nezdvisi na volbé vychoziho bodu.

Dikaz. Bud z, vychozi bod funkce A4;; piislusné uspotddéni znadme =3.
Bud z, vychozi bod funkce 4, p¥sluné uspofddan{ znatme <. Snadno se na-
hlédne, %e vyznam symbold z — z*, z— 2¥ je p¥i obou uspotddanich ty%. Necht
plati
(2) Ay(zo) = Aflzo) + 2k .

Funkce A,(z) — A4,(2) je spojitd pro z, = z = %, a nabyvé tam jen hodnot,
které jsou celymi ndsobky 2z, ddle je spojité zprava v bodé z,. Je tedy

(3) Ay(z) — Ay(z) = 2km pro 2z, 32 < %,,

lim A4,(z) = A/(z,) + 2kn .
Necht zm&na funkce 4, p¥i vychozim bodé %, je rovna c, tj.
(4) lim A,(2) — 4,(Z) =c.

Potom podle (3) je
Afy) = Aylzo) + 2km — ¢
Funkee A,(z) — 4,(2) je spojité pro Z, =3 z a spojita zprava v bodé zZ,. Je tedy
Afz) — Ay(z) = 2kn —c¢ pro %, 3z,
lim A/ z) = A, (z,) — 2k + ¢,

I—>%g—

a tedy vzhledem k (2) a (4) '
lim A,(2) — Ay(z0) = ¢ = lim A(z) — A(z,) -

33— %y

Véta je dokazana.
2. SOUVISLOST FUNKCE 4, S ROTACI FUNKCE f

Véta 2,1. Bud f komplexni funkce komplexni promenné spojitd a nenulovd
na orientované uzaviené Jordanové krivce I'. Potom rota,ce funkce f na I' je rovna
zméné funkce A; na I, délené 2.

_ 1)

Dikaz. Zavedme funkci ¢ definovanou na I" predpisem ¢(z) l @0 Ztejmé
je 4,(z) = A,(z). Z vlastnosti funkce
X(e,) = £ + (1 — ) 1) 5

plyne, ze funkece f, ¢ jsou na I homotopni. Podle véty 1,1 ndm tedy staéf vy-
Setfovat rotaci spojité funkce ¢, |p(z)] =1 pro zeI.. Necht ¢(z + 1y) =

= (@, y) + 1 po(2, ¥).
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< Zvolme x > 0, § > 0 tak, aby v okoli poloméru 26 libovolného bodu ze I’
alesponl jedna z funkef ¢,, ¢, méla absolutni hodnotu vétsi nez x a aby bylo

x < —V‘)—2 Bud K dostateéns$ jemny simplicidlni rozklad kiivky I" (v8echny jeho

simplexy majt pi'ﬁmér mendi nez &, z odstavce 5 ¢asti I) a N jeho specidlni
numerace vytvorens funkei ¢ (viz pozn. za definicf 1,8). Budeme predpoklidat
(bez Gjmy obecnosti), ze K obsahuje lichy podet jednorozmérnych simplexi.
Necht simplex Xe¢ K mé numeraci 1, 3. Oznaéme z, vrchol simplexu X
s numeraci 1, 2, vrchol s numeraci 3. Je tedy ¢,(2;) = « pro ¢, = 1, 2.
Oznaéme 4 = a, + ia,, B = b, + b, ¢&isla s vlastnostmi:
Al =1Bj=1; >0, a,=«; b =« by=a,.

Cisla_A, B jsou tim jednoznalné urdena a je « < a, (nebot jinak by bylo « =
2
SV

) Oznatme f = arg 4 = arctg ;i. Proto¥e pro j=1,2 je 2 =
1 1
P2(25) ay ;
= < —, plati
=) = 2P
(5) Bargpe) =arctg 20 <T g (19,

Pi(z;) — 2
Naopak plati: JestliZe z; je vrcholem v komplexu K a plati (5), pak je
& alz) .
a ~ gy(z) T &
a tedy ¢,(z;) = &, py(2;) = «; to znamend, ze vrchol z; m4 numeraci 1 nebo 3.
Dokézali jsme tedy tato dvé tvrzeni:

Tvrzeni 1. Jestlize simplex X ¢ K m4 numeraci 1, 3, pak pro jeho vrcholy
2y, 2, plati (5).

Tvrzeni 2. Jestlize pro vrchol z; v komplexu K plati (5), pak vrchol z; ma
numeraci 1 nebo 3.

Podobng lze dokazat dalsi dvé tvrzeni:
Tvrzeni 3. Necht pro vrchol z¢ K plati |arg ¢(z)| < f. Pak z m4 numeraci 1.

Tvrzeni4. Necht pro vrchol z¢ K plati'g — p<arg ¢(z) < 7—; + . Pak =
ma numeraci 3.

V dalsim budeme p¥edpoklidat, Ze numerace N m4 tuto vlastnost: Je-li z;
vrchol nékterého simplexu komplexu K, f < arg ¢(z;) < g — p, pak vrchol z;

mé numeraci 1, jestliZe na celé hvézd® vrcholu z; je ¢,(z) = &, a 3, jestliZe
tomu tak neni. (Z véty nasledujici za def. 1,8 plyne, Ze splnénim tohoto specidl-
niho pozadavku se neméni hodnota rotace funkce ¢.)

JestliZze simplex X' s vrcholy 2, z, mé numeraci 1, 3, pak (podle tvrzeni 1)
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plati g < arg (z;) =5 — B (3 = 1, 2). Necht vrchol z; mé numeraci 1, vrchol

wl B

z, numeraci 3. Je-li z, druhy vrchol pat¥ici k hvézdé vreholu z,, pak je (vzhledem
k volbé numerace N) o

S B<argpm) <3 +8

a vrchol z, ma numeraci 3. Zvolme vychozi bod zge I tak, aby nelezel v Zddném
simplexu s numeraci 1, 3. (To je moZné, nebot v8ech simplext je lichy podet,
a tedy alespoii jeden z nich nemé numeraci 1, 3.)

Bud M mnozina viech vrchold simplexi s numeraci 1,3 leZicich na I" (resp.

v intervalu J c I"). Vrchol 2! = min z je vrcholem. pravé jednoho simplexu X*
zeMN

s numeraci 1, 3, leziciho na I” (resp. v J); podobné vrchol 2> = max z je vrcho-
zeRN B

lem pravé jednoho simplexu X2 s numeraci 1, 3. Nazvéme X' prvnim a,VZ'2 po-
slednim simplexem s numeraci 1, 3 na I" (resp. v J). :

Budte X', £ dva simplexy komplexu K s numeraci 1, 3. Oznadme jejich
vrcholy 21,2223, 2% tak, aby bylo 2! 22 =23 Q2% Jestlie v intervalu
{z?, 2%) nelezi zadny simplex s numeraci 1, 3, pak budeme fikat, Ze simplexy
27, 2" nasleduji za sebou nebo Ze simplex s vrcholy 2%, z¢ nasleduje za sumplexem
s vrcholy 2%, 22

Tvrzeni 5. Necht pro Zddné ze I neni arg ¢(z) = n. Potom je rotace
funkce @ i zména funkce 4, na I" rovna nule.

Diukaz. Jestlize na I" neexistuje simplex s numeraci 1, 3, je tvrzeni zre]mé
Necht tedy existuje simplex s numeracf 1, 3. DokdZeme nyni:

Jestlize dva simplexy s numeraci 1, 3 nésleduji za sebou, pak jejich va.hy
maji rizné znameni. '

Predpokladejme, Ze tomu tak neni, tj. Ze napi. simplex Z* s vrcholy zf, 25F
a kladnou vahou nésleduje za simplexem X' s vrcholy z,, z,, ktery mé rovnéz
kladnou védhu. Oznadeni vrcholi volme tak, aby vrcholy s indexem 1 mély
numeraci 1 a vrcholy s indexem 2 numeraci 3. Je tedy 2z, = 2z, =3 2§ 3 2§. Bud
2z druhy vrchol pat¥ici k hvézdé vrcholu z,. Vrchol z; mé numeraci 3 a plati

~3-%z1,: /3<arg<p(z3)< + 8, ﬁSargcp(z)S——— .

Bud ¥ mnoZina viech z e <z3, Z¥>, jez jsou vrcholy simplexi komplexu K

a majf numeraci 3; bud Z = max z. Je z; ¢ A, ¥ konedna, a tedy Z existuje a je
zeY

2, 3 % 3 z* Bud % ten vrchol patiicf k hvézds vrcholu %, pro n&jz je z 3 z.
Numerace vrcholu z nenf rovna 3, nebot 2z non ¢ 2; nenj rovna 4, nebot pak by
numerace N nebyla pfipustni. Kdyby numerace vrcholu z byla rovna 2, platilo

by arg @(z) > g + B (nebot je %(5) = «) a v intervalu z, z¥) by vzhledem ke
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spojitosti funkce arg @ existoval bod ¢, pro néjz by platilo arg ¢({) = g, a tedy"

by v intervalu (Z,z¥) existoval vrchol s numeraci 3, coz je ve sporu s volbou
bodu z. M4 tedy bod z numeraci 1 a v intervalu (z,, z¥) le#{ simplex s numeraci
1, 3, coz je ve sporu s pfedpokladem, Ze simplexy X, Z* nasleduji za sebou. Ana-
logicky dojdeme ke sporu, pfedpokladédme-li, e oba za sebou nésledujici
simplexy maji zapornou vihu.

Necht prvni simplex s numeraci 1, 3 na I m4 kladnou véhu. Je tedy — = <

< arg @(zo) < 7—; — B (jinak by v disledku spojitosti funkce arg ¢(z) mél prvni

simplex s numeraci 1,3 zdpornou véhu). ProtoZze funkce arg @ nenabyva
hodnoty =, musi mit posledni simplex s numeraci 1, 3 zdpornou vahu. Rotace
funkce ¢ na I" je tedy nulové.

Zmé&na funkce 4, na I' je ziejmé nulova, a tedy je tvrzeni 5 dokdzéano.

Tvrzeni 6. Necht existuje 2° tak, Ze je arg ¢(z,) = n. Potom rotace funkce ¢
na I' je rovna zmé&né funkce 4, na I', délené 2x.

Dikaz. MuaZeme predpokladat, Ze jsme zvolili z, = 2°. Necht w, (n =
=1,...,7) jsou body z definice 2,1. Plat{ tedy w, = z,. Budeme pouZivat
tohoto tvrzeni:

Bud 1 < n < r. Symbolem (w,, w,,,) znaéme interval (w,, z,). Jestlize dva
simplexy s numeraci 1, 3, lezici v intervalu (w,, w,.,), za sebou ndsleduji, pak
jejich vahy majiriizné znameni. (Dikaz je zcela analogicky dikazu obdobného
tvrzeni v dikazu tvrzeni 5.)

Budnliché, 1 <n <r — 1. Je tedy

arg g(w,) = arg’ g(w,) = n, arg gp(w,4,) = arg’ (wp41) = 0.
Necht plati
Ay (w,) = arg g(w,) + 2 .
Jestlize v intervalu (w,, w,,;) neleZi Z4dny simplex s numeraci 1, 3, pak ze
spojitosti funkce arg’ ¢(z) plyne

lim arg’ ¢(2) = 2n,

o T

a tedy
(6) A (wpyy) = lim arg’ ¢(z) + 2k,x = arg p(w,,,) + 2(k, + 1) 7.

M'_‘,l

Predpoklédejme nyni, Ze v intervalu (w,, w,,) existuje simplex s numeraci
1, 3. Prvni simplex tohoto intervalu s numeraci 1, 3 musi mit zdpornou vahu.

Oznadime-li tedy s, (resp. p,) polet simplexii s numeraci 1, 3 a kladnou (resp.
zdpornou) vahou v intervalu (w,, w,,,), je

arg @(Wny) + 2(k, + )z, jeli s, —p, =0,
7 A, = ’ ;
(7) o{Wniq) < arg (o) + 2k,7 jeli s, —p,=—1.
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Polozime-li 4,(w,.,) = lim 4,(2), (w,, w,,,) = (w,, 2,), miZeme postupovat
analogicky déale: Nechf je .
Ag(Wnyy) = arg @(wnyy) + 2,7 .

Neexistuje-li v intervalu (w,,, w,,,) simplex s numeraci 1, 3, pak je

lim arg ¢(z) = — & = arg ¢(z) — 2%,
oy 49—
a tedy
(8) Ag(Wnyp) = T P(Wyys) + 2(I, — 1) 7.

Jestlize v intervalu (w, .y, w,,,) existuje simplex s numeraci 1, 3, pak prvni
simplex s numeraci 1, 3 mé kladnou vahu. Je tedy

_ s arg @(Wpaq) + 20,7, jeli 8 — Puay =1,

N arg @(wpay) + 2L, — 1), jei 8,43 — Py =0.
Shrneme-li vysledky (6), (7), (8), (9), dostavame pro liché n, 1 S n <=r — 1
A'p(wn) + 27 ’ je'li (S,, + 8n+1) - (pn + pn+1) =1 s

(10) Ag(wnys) = <A¢(wn) > jei  (8p + 8nt1) — (Pn + Pusd) =0,
Atp(wn) — 2r ’ je'li (sn '+' 8,,+1) an (p'n + pn+1) =—1.

(9) A (W)

Oznatme s = > 8,, p = > p,. Je-li r sudé, dava (10) tento vysledek:
n=1 n=1
lim A4 ,(z) = A,(z0) + 2km,
kde k¥ = s — p je rotace funkce @ na I.
Necht je nyni » liché. Je tedy arg ¢(w,) = arg’ p(w,) = n. Funkee arg’ ¢(z)
je spojité v intervalu (w,, z,) a nenabyva tam hodnoty 0. Prvni simplex inter-

valu (w,, 2,) s numeraci 1, 3 mé zédpornou vahu, posledni simplex mé kladnou
vahu. Je tedy s, — p, = 0, lim 4 (z) = 4,(w,). Plati tedy i v tomto ptipadé

lim A,(z) — 4,(z,) = 2k,

>z,

kde k = s — p je rotace funkce @ na I". Tvrzeni 6 je dokdzino.

Véta 2,1 je zfejmym disledkem dokazanych tvrzeni.

3. ZMENA ARGUMENTU A ROTACE SPOJITE FUNKCE

Oznadeni. Symbolem y,(z,) budeme znadit index funkce ¢ v bodé z,.

Lemma 2,1. ¢(2), y(z) budte komplexni funkce, spojité a nenulové na I'. Potom
aména funkee A, , na I' je rovna souttu zmény funkce A, a zmény funkce A, na I'.

Dikaz. Oznadme x(z) = ¢(2) . p(2) pro zel. z, bud vychozi bod funkei
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A,, A,, Ay. Funkce 4,(z), 4,(z) + A4(z) jsou spojité pro kazdé ze I,z = 2,
a spojité zprava v bodé z,. Je-li z € I', pak existuje celé &islo I(2) tak, Ze

o(z) = A,(z) — Ayz) — Ay(z) = 2lz) 7 .
Funkce w je spojitd na ka?dé souvislé podmnoziné kiivky I' neobsahujici z,,
a tedy je tam konstantni. Na druhé strané ke ka?dé dvojici bodt 2, z5€ I,
2, == 2, = 2,, existuje souvisld podmnozina (simplex) k¥ivky I, kterd obsahuje
body z,, z, a neobsahuje bod z,. Je tedy I(z) = I pro viechna z == z,. Déle je

w(zy) = lim w(z ) =2z, lim w(z) =2,

2%y 1 y Z—>Zy_

a proto plati
lim w(z) — w(zo) =

—3Zy_

= (lim A, (z) — Ayfzo) — (lim Ay(z) — Ay(z) + Lim Ay(2) — Aylzg)) = 0 -

Lemma je dokdzéno.
Z véty 2,1 plyne, ze lemma 2,1 je mozno formulovat ve tvaru:

Lemma 2,1'. ¢(z), w(z) budte komplexni funkce, spojité a nenulové na I'. Potom
rotace funkce ¢ . p na I' je rovna soubtu rotace funkce ¢ a rotace funkce y na I'.

Véta 2,2. Bud z, k-ndsobny nulovy bod holomorfni funkce ¢. Potom index
funkce @ v bodé z, y’e roven k.

Dtkaz. Necht ¢(z Za z — zy)" v oblasti @ obsahujici bod z,. Je k = 0,

n=k

a = 0. MiZeme tedy psét

@(2) = (2 — 2o)* . 9(2) ,
kde p(2) = > a,(z — zo)"*. Je p(z,) = a; == 0, atedy z véty 1,2 plyne yy(2) = 0.
’ n=k

Bud 8, kruZnice o stfedu z, a poloméru &; polozme y(z) = z — 2,. Zména
funkce A4, na 8, je zfejmé rovna jedné, a tedy y,(z,) = 1. Podle lemmatu 2,1’ je
VolZo) = k vx(20) + vy(2o) = k. Veta je dokézina.

Bud z, bod vnittku kiivky I', ¢(2) = z — z,. Funkce ¢ mé uvniti I prévé
jeden nulovy bod z, a index funkce (p v bodé z, je roven jedné. Podle véty 1,2 je
tedy rotace funkce ¢ na I" v absolutni hodnoté rovna jedné. P¥i tom hodnota
rotace funkce ¢ na I' nezavisi na vybéru bodu z,, nebot plati toto tvrzeni:

Tvrzeni. Nechf z,, 2, jsou dva body lezici uvnitt kiivky I". Potom funkce
@(z) = 2 — 25 a y(z) = z — 2z, jsou na I" homotopni.

Dikaz. Bud G vnitiek I'. G je souvisld mnozina, a tedy lze body z,, 2, spojit
lomenou &arou L leZici v G. Bud F homeomorfni zobrazeni intervalu <0, 1>
na L takové, Ze je F(0) = z,, F(1) = z,. Funkce X(z,t) = z — F(t) je spojita
anenulovd na I' X (0, 1) a je X(2,0) =z — 2y, X(2,1) =z — 2,.

Tvrzeni je tedy dokazéno.

430



Oznadeni. Bud z, bod vnitfku k¥ivky I'. Oznaéme ¢* tu orientaci k¥ivky T,
Pii niZ je rotace funkce ¢(z) = 2z — 2, na I"rovna jedné.

Umluva. Od tohoto mista budeme pod nézvem orientace uzaviené Jorda-
novy kfwky vidy rozumét orientaci t*; pii tom kaZdou uzavienou Jordanovu

kiivku budeme automaticky pokladat za orientovanou.

Definice 2,3. Za pfedpokladu orientace t* kiivky I budeme zménu funkce 4,
na I" nazyvat zménou argumentu funkce f na I'.

Nyni, kdyZz mame urditym zptisobem definovanu orientaci kiivky I', mtzeme
formulovat tuto vétu:

- Véta 2,3. Bud ¢ spojitd funkce definovand na uzdvéru oblasti, jejiz hramict je
wzaviend Jordanova krivka I'. Necht je p(z) =0 pro ze I'. Potom algebraicky
pobet nulovich bodi funkce ¢ uvnitt I" je roven rotaci funkce ¢ na I'.

Dikaz véty 2,3 je proveden v [1], str. 98. Soudasti tohoto dikazu j ]e dukaz
tvrzeni, obsaZeného v nasledujicim lemmatu.

Lemma 2,2. Bud T wuzdvér oblasti, jejt¥ hramici tvori wzaviend Jordanova
kfivka I'; 2y, 2, ..., 2, necht jsou body této oblasts. S;, (k = 1, 2, ..., r) bud kruznice
o stiedu 2, a poloméru e takovém, Ze plati:

a) je-li T5 wzavieny kruh, jehoZ hranict je kruznice S, pak je T3 ¢ T

b) pro i =k je T; 0 Ty = 0.

Necht funkce @, definovand na mnoing T, =T — U T% je na T, spojitd
k=1

a nenulovd. Oznaéme y rotaci funkce @ na I', v, rotaci funkce @ na Sg. Potom plati

y—Zyk

Pozndmka. Z vét ..,1, 2,2 a 2,3 plyne pfimo princip argumentu pro holo-
morfni funkce, a to s vynechdnim pfedpokladu, %e k¥ivka I' je rektifikace
schopna.

III. ZOBECNENI VET Z TEORIE ANALYTICKYCH FUNKCI

1. ZOBECNENI PRINCIPU ARGUMENTU A ROUCHEOVY A HURWITZOVY
VETY

xrv

Rozif¥ime nyni pojem indexu funkce v bodé na libovolny bod, v jehoZ okoli
(neobsahujicim dany bod) je uvazovana funkce spojitéd a nenulova.

Necht funkee ¢ je definovéna v kruhovém okoli G bodu z,. Necht ¢ je spojita
a nenulovd na mnozing G — z,. Bud 8, kruZnice o stfedu z, a poloméru &
takovém, e je S, c G. Rotace funkce ¢ na S, nezavisi na ¢ (viz 7. odst. L. &asti).
Oznaéme ji y,(2,).
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Definice 3,1. Cislo y,(z,) nazveme indexem funkce @ v bodé z,. JestliZe funkce @
m4 uvnit¥ k¥ivky I jen isolované nulové body a body nespojitosti, pak soutet
indexl funkce ¢ ve viech nulovych bodech a bodech nespojitosti uvniti kiivky
I" nazveme algebraickym poltem mulovych bodi a bodw mnespojitosti funkce ¢
uvnitt I,

Véta 3,1. Bud z, k-ndsobny pdl funkce @. Potom index funkce ¢ v bodé z, je
roven — k.

Dikaz je analogicky dikazu véty 2,2.

V&ta 3,2. Necht funkce f md v G jen koneény podet nulovych bodi a bodd ne-
spojitosti a je spojitd a nenulovd na I'. Potom algebraicky poéet nulovyjch bodi

ve s

a bod# nespojitosti funkce f, leZicich uwonit¥ I', je roven zméné argumentu funkce f
na I

Dikaz. Oznadme z,, ..., z, viechny nulové body a body nespojitosti funkce f
leziei uvniti I'. Opi&me kolem kaZdého bodu z;, kruZnici S o poloméru & tako-
vém, %e uzavieny kruh T'¢ s hranici 8§ leZ{ cely v G a #4dnédva z téchto kruhi

nemaji spoleény bod. Funkce f je na mnoZing G — lrJ T: spojitd a nenulova.
J1 Spo ] I 1k SPO)

Podle lemmatu 2,2 je rotace funkce f na I" rovna souétu rotaci funkce f na S,
a tedy (viz véta 2,1) véta plati. '

Véta 3,3. Necht funkee f, p maji v G jen konebnyj polet bods mespojitosti a jsow
spojité na I'. Nechf funkce f, f + @ maji v G jen koneény polet nulovych bod.
Necht pro ze I platt |f(z)| > |p(z)|. Potom algebraicky podet nulovych bodd a bodd
nespojitosts funkce f(z) + @(z) uwonitt I je tyz jako w funkce f.

Dikaz. Podle predpokladu je |f(z)| > |p(z)] =0, a tedy f(z) == 0 na I.
Necht X(z, t) = f(z) + t (2). Funkece X je spojitd na I" X <0, 1) a je

1X (2, 1) = |f(z) + t p(2)| = |f(2)] — tlg(z)] > 0.
Plati X(z, 0) = f(2), X(2, 1) = f(z) + @(z). Funkee f(z) + @(2), f(z) jsou tedy
homotopni na I" a véta plyne z véty 3,1.

Véta 8,4. Necht funkee f, fy, fa, fs, - -- majé v G jen koneény poet nulovyjch bod
a bodi nespojitosti a jsou spojité na I'. Necht funkce f je nenulovd na I' @ lim f,(z)=

= f(z) stejnomérné na I'. Potom existuje éislov = 0 tak, Ze pro n > v md funkce
fn wonité I' stejny algebraicky polet nulovijch bodé a bodi mespojitosti jako
funkce f. .

Dikaz. Oznaéme pro zel" x,(2) = fu(2) — f(2z). Bud o = min |f(z)|. Podle

predpokladu je o > 0. Ze stejnomérné konvergence funkef f, plyne, Ze existuje
n, tak, Ze pro n > m, je [y.(2)| < ¢ pro z eI Protoze je ¢ < |f(2)|, plati pro
n > ny |xa(2)| < |f(2)| & podle véty 3,2 ma funkee f(z) + yn(2) = fa(2) uvnit¥ I”
stejny algebraicky poéet nulovych bodi a péld jako f(z). Staéi tedy poloZit
Y = n,.
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Poznédmka. Z téchto vét a z véty 3,1 ihned vyplyvd Rouchéova a Hur-
witzova véta pro funkce holomorfni aZ na pély.

2. ZAVISLOST INDEXU FUNKCE z &(z) + ¥(z) NA TVARU FUNKCI &, ¥

Vysetitujme nyni funkce tvaru f(z) = z @(z) + ¥(z), kde @, ¥ jsou holomorfni
(resp. meromorfni). Nulové body téchto funkeci na rozdil od funkei holomorfnich
memusi byt isolované, mohou tvofit celé ¢ary. V dalsim si budeme viimat pouze
isolovanych nulovych bodi. Zjistili jsme, Ze index holomorfni funkce v daném
bodé se lehce uréi z koeficienti Taylorova rozvoje této funkce. Rozvineme nyni
funkei f = 20 + ¥ v fadu analogickou ¥adé Taylorové, z jejichz koeficientd 1ze
urdit index této funkce v isolovaném nulovém bodé& (resp. bod& nespojitosti).

Véta 3,5. Budte @, ¥ funkce holomorfni v okoli bodu z,, kteryj je nuloviym bodem
funkce f(z) = z D(z) + ¥(z). Pisme funkce @, ¥ ve tvaru

0E) = 3, aule — )", Wle) = 3 bale 2"

Bud k celé éislo, k = 1. Necht plati

lLLa,=b,=0po0=i<k— 2,

2. @320 + by =0,

3. alespori jedno z &isel |ay_,|, |z, + byl je rézné od nuly.

Potom plati: Jestlife je |ay_q| == (@20 + bil, pak 2, je isolovanym nulovym
bodem funkee f; v pripadé, Ze |ay_,| < |mzo + byl, je y4(20) = k, @ v pFipadé, Ze
|@1] > |awze + bil, Je vo(20) = kb — 2. Je-li |ay_y| = |aszo + bl @ je-li 2, isolo-
vanym nulovym bodem funkce f, potom plati k — 2 < y(2,) < k. (Presnéjst krite-
rium pro poslednt pFipad je obsazeno v dikazu.)

Dikaz. Vsimnéme si, e véta 3,5 neklade na holomorfni funkce @, ¥ 74dné
omezujici podminky kromé& predpokladu pro pipad |ax_;| = |@2, + bil, Ze
nulovy bod z, je isolovany. Jsou-li @, ¥ holomorfni funkce, pak existuje £ tak,

o«

Ze plati 1a 3. Mizeme tedy psét f(z) = (z — 20)¥"1. 4A(2), kde A(z) = > (a.z +
k

n=k-1
+ b,)(z — zo)» ¥+, Je-li A(2y) = @_12¢ + br—y = 0, je splnéna i podminka 2.
V ptipadg, ze A(z,) & 0, jsou splnény podminky 1, 2, 3, dosadime-li za k
éislo & — 1.
Oznadme % = z — 2,; necht @, ¥ jsou holomorfni a nenulové pro |u| = ;.
UvaZujme body u e S,, kde 8, je kruZnice se stfedem v poddtku a polomérem
7 < r,. Potom je :

(11) f(2) = f(u + 2p) = f*(u) = Zo[(“nzo + b,) ut + aprPunTl] =
= [eu* + @ + .. ] + [y gt 4 L],
kde ¢, = a,2y + b, (n = 0, 1, 2, ...). Protoze je f*(0) = 0, plati ¢, = 0.
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Necht nejd¥ive plati |a,_,| = |@x2o + bil. Predpokladejme, Ze je k = 2.
Z piedpokladu vyplyvd, Ze pro 0 < |[u| =7 =< r; je a,_yr*u*2 + cuf = 0:
Dokézeme, Ze existuje r, tak, Ze funkce a;_,r*u*~2 4 c,u* je pro r << r, homo-
topni s f* na §,.

Definujme pro viechna z ¢ £, funkce

fiu) = aryr® ¥, fo(u) = cuF .
Funkece f,(%) + f,(x) nemd uvnitt S, nulovy bod rtizny od nuly. Zrejmé& exis-
tuje r, tak, %e pro r < r, plati
”ckl — ]ak—1” > {[]akl + ]a'k+1] 7y + Iak+2] "'i +...]4+
+ [logesal + legal e + .21}

Ale odtud plyne pro |[u| =r =,

2
() + fa(0)] = 7* ancy + 6 55| = [lon] — Janal| 7% >

> Y[y + |@gyal 71 + -] + [|0k+1| -+ lck+2| 7'1
= r* ey, + appu +..] + [ck+1 s + Ck+2 — ' ==

= |[ar®W* 1 4 agr®uF 4 L]+ [ W+ (’7c+2uk+2 + .
= [f*(u) — (fo(u) + fa(w))] .

Bud ¢ < 7,. Definujme pro |u| < r, holomorfni funkce

pu(u) = a2, p(u) = z cu"” + Za g2qyn—1
=k

n=Fk

Pro ue S, je

lpa(u) + fo(w)] = |f2(w) + fo(w)] > [F*(w) — (fuw) + fa(w))] = l@(u)] ,

a tedy z Rouchéovy véty plyne, Z%e funkce f, + f,, f* maji touz rotaci na S,.
Je-li |ax_y| < |az2e + byl, je podle Rouchéovy véty a podle véty 2,2 rotace
funkce f, 4+ f, na S, rovna £k, je-li |ay_,| > |@2, + by, je rotace funkce f; + f»

na 8, rovna k — 2. Z definice funkce f* plyne, %e rotace funkce f* na S, je rovna
indexu funkce f v bodé z,.

Je-li k = 1, pak pro u == 0 je f*(u) = 7—1,, .g(u), kde g(u) = [c,u?® 4 cu® +

4+ ...1 + [agr? 4 a,r?u + agr®u® + ...]. Z predeslé dasti dukazu plyne, Ze pro
lao| << ley| je rotace funkce g na S, rovna 2, a tedy (viz lemma 2,1") y,(z,) = 1.
Podobné pro |ay| > |ci| je ys(z,) = — 1.

Necht nyni |a,_,| = |z, + bi|. Polozme

1 Cr
A=carg—2 , u=v.e M,
k Qg
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Misto funkce f zkoumejme funkei proménné »

oy = £

Ay’

—— 1| =1) ve tvaru
Ay

f(”) = VR {[0? + oy ¥® + g + . ] [P+ B + Bryr™® 4.0},

kde «, = Fn

kterou je mozno zapsat (s pouzitim predpokladu, Ze je

e~ i(n—1)A .

Ay A1
Necht pro 0 < |u| < g, je f*(u) == 0. Funkee f, f* jsou ziejmé homotopni
na krugnici 8, pro r < p.
PiSeme-li v = x + 4y, pak plati v2 + 2 = v(v + v) = v . 2z. M4-li funkce }
na kruznici 8, rotaci I, pak funkce

F(v) = f@)

vkl

mé na 8, rotaci I — k& 4 1 a plati

2 3
F(v) =2z +r? {[O‘kﬂ % + opse :)',—2' -+ ] + [Br + Brsr¥ + Brsa?® + ]} :

Oznadme
n 3n 7T 3n
J=(z’z)“(“‘z’ *‘4‘)'

Snadno se dokéaze, Ze existuje &islo g, < ¢, tak, Ze pro r < p,, argvnoneJ je
22| > |Re (F(v) — 2)| ,

a tedy

(12) sgn Re (F(v)) =sgnx pro r=yp,, argvnoned.

Zavedme oznadeni (p¥i znadeni v = x + 1y):

o

gi(®, y) = Zlock+nv"+1 > 9a(@, y) = Zoﬂk J

G(z,y) = Re (F(v)) = 2z + Re (g:(z, y)) + (2* + 9*) Re (95(2, 9)) -
91, g» jsou analytické funkce, proto jejich redlné &¢asti maji spojité parcialni
derivace. Odtud plyne existence a spojitost parcidlnich derivaci funkce G. Dile
je g (0, 0) = 2 % 0. Rovnici G(z, y) = 0 je tedy v jistém okoli poéatku defi-

novano z implicitné jako funkce proménné y se spojitou derivaci.

Mitzeme tedy zvolit r < p, tak, Ze na kruinici 8, lezi pravé dva nulové
body funkce @. Oznadme je vy, v,, a to tak, aby bylo Im(v,) > 0 (je tedy vzhle-
dem k (12) Im(v,) < 0).
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Nyni se jiZz z definice rotace lehce dokazZe, Ze plati:

Jestlize je Im(F(v,)) < 0, Im(F(v,)) > 0, pak yz(0) = — 1.
Jestlize je sgn Im(F(v;)) = sgn Im(F(v,)), pak yp(0) = 0.
Jestlize je Im(F(v,)) > 0, Im(F(v,)) < 0, pak yx(0) =1.
Véta plyne ze vztahu y,(z,) = yr(0) + k — 1.

Viéta 3,6. Budte @, ¥ holomorfni funkee, z 1solovang nulovy bod funkce f(z) =
= 2 O(2) + ¥(z). Potom platt y,(z)) = — 1.

Diikaz. Bud 8, kruZnice se stiedem z, a polomé&rem & takovym, Ze uvnitt S,
ana S, je f(z) == 0. Pro z ¢ S, plati

"

f(z) = 2 aalz —2o)",

n=-—1

kde x_, = g2, &y = @62, &, = @,2 + b, + @, (n = 1, 2, ...). PoloZime-li
ﬁ'n = an—l: je

o) = (& = 270 3, Bale — 20

Definujme pro vSechna z e S, funkei

g9(2) = Zoﬁn(z — 2)"
(¢ je stale pevné).

g je holomortni funkee, a tedy je uvnit¥ S, spojitd a ma tam pouze isolované
nulové body. Dale je g(z) == 0 pro z € S,. Protoze rotace funkce g na S, je rovna
soudtu indext funkee g v nulovych bodech uvnitt 8., je rotace funkce g na S,
nezéporna. Funkce (z — z,)~1 . g(2) je na S, homotopni s f, a tedy je ¥,(zo) =
= — 1. Véta je dokézana.

Necht nyni funkece @, ¥ jsou holomorfni v oblasti G aZ na pély; funkce
f(z) = 2 D(z) + ¥(2) necht mi v @ jen isolované nulové body. Je-li z, bodem
nespojitosti funkce f, pak z, je nutné pélem alesponi jedné z funkei @, ¥. Body
nespojitosti funkce f budeme pro struénost nazyvat pély funkee f.

Bud z, s-ndsobny pdl funkee @ a t-nasobny pél funkee ¥ (s = 0, piip. £ = 0

znadi, %Ze z, neni pélem funkce @, piip. ¥). Oznadme r = max (s, t). Je tedy
mozno psat

D(2).= (2 — 20)7" - Py(2) , P(2) = (2 — 2)". ¥i(2) ,
f(2) = (2 — 20) (2 P1(2) + P1(2)) = (2 — 20)". 9(2) ,

kde @,, ¥, jsou holomorfni v bodé z,. Je-li g(z,) == 0, pak je y,(z0) = 0, y4(2,) =
= — r.Je-lig(z,) = 0, pak podle lemmatu 2,1’ a véty 3,1 plati y,(z,) = 4(20) —
— r. Na funkei g 1ze aplikovat vétu 3,5.
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IV. ZAVER

i.'Vét dokazanych v tomto ¢lanku lze s tispéchem uZit p¥i feSeni problémi ro-
~vinné pruznosti. Naznaéime piiklad jejich praktického pousiti. :

Pti zjisfovani napéti fotoelasticimetrickou metodou se usuzuje na pribéh
napéti v télese ze systému dar zvanych isokliny. Pti tom je tieba uréit praseéiky
jednotlivych isoklin, tzv. singuldrni body. To je v praxi ztiZeno tim, Ze isokliny
se nejevi jako kiivky, ale jako Sirsi pruhy, a singuldrni bod je dasto mozno za-
ménit za bod, v jehoZ okoli se isokliny zhustuji, ale neprotinaji. Véty tohoto
¢lanku vedou na jednoduchou metodu, kterou lze uréit existenci singularniho
bodu ze zndmého priubéhu isoklin v jisté vzdédlenosti od tohoto bodu, kde jiz
byvaji isokliny zieteln&jsi.

Poznamka. Uziti vyloZené teorie vyjde v asopise ,,Aplikace matematiky
v ¢lanku ,,Pozndmka k vySetfovani singuldrnich boda ve fotoelasticimetrii*

(2]).
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Peswowme

OBOBIIEHUE TEOPEM O KOPHAX AHAJIUTUYECKUX OVHEKIUNA

s

TF'AHA TIBEIIOBA, IIpara

B aroit pa6ore ToOKa3bIBAaeTCA CHIIa M3BECTHBIX TeOPEM TEOPHUH aHAIUTUYSCKAX
$YHKOEN — OPUHIUIA aprymentTa, Teopemsr ['ypsuma u reopemsr Pyme — ma
QYHKIEA ¢. KOHEYHBIM KOJHMYECTBOM DPa3pPHBOB M HYJIeB BHYTPH 3aMKHYTOH
kpusoit Hopnana. B ravecrse 0600meHnsA NORATHA KPATHOCTH HYJIA TOIOMOPQ-
HOM (yHKOUE B37ech OPUHEMAETCA KOMOMHATODHO-TOIONOTHYECKOe MOHATHE
uHJeKca QYHKIME B TOYKe (OOpefielleHre [JIA HyJeBHX TOYGK HAaXOMUTCA MHOJ,
HasBaHmeM ,,MHAEKC HemoABmxHOM Toukn’ B [1]). B paGore morassiBaercs 49T0
WHIGKC KOMIUIEKCHOM (YHKIOUE B TOUKe 2, KOMIJIEKCHOH IJIOCKOCTH paBeH
H3MEHEHWI0 apryMeHTa 9TO0¥ (YHKIUE IpH 06X0Ae JOCTATOYHO MAJIOH OKpY:H-
HOCTH ¢ IEHTPOM B TOUKE 2,, JeJIeHHOMY Ha 277.

B nanpmeiipmem n3y9aroTcs H30INPOBAHHEIE HYJIN (COOTBETCTBEHHO Pa3PHIBHI)
byernum f(z) = 2®(2) + ¥(2), roe D, ¥ romoMopduEEe (COOTBETCTBEHHO TOJIO-
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MopQuEe 3a McKIOYeHueM nonawcoB) ¢pyuxuuu. IToxkaseiBaerca, KakuaMm ofpa-
30M BO3MOJKHO OIPENeINTh 3HAUeHHe MHIeKca (QYHKOuU [ B HYJIeBOM TOYKe
(cooTBETCTBEHHO B TOYKEe Pa3phiBa) IpH IOMOIE KOoePPUIMEHTOB pPasiI0KeHHs
. QyHKIEE f B OKPECTHOCTH TOYKH 2o B PAJ aHAJOrMYHEIA paxy Tenmopa.

Horasannsie B 370#t pabore TeopeMsl YmOGHBI AIA NPUMEHEHHA B IJIOCKOW
TEOPUH YNOPYrocTH; HPH HX IOMOmHM Hamp. nonydaerca ([2]) mpaxTHYecKH
3$PeKTUBHEIT MeTOX OGHAPY’KeHWs CYIeCTBOBAHMA U30IMPOBAHHOA 0COBOM
TOYKHE B QOTOYOPYIIOCTH IO TpaduKy MBOKIIMHHBIX JTHHUMA.

Zusammenfassung

EINE VERALLGEMEINERUNG DER SATZE UBER NULLSTELLEN
ANALYTISCHER FUNKTIONEN

Hana 8vecova, Praha

In dieser Arbeit wird die Giiltigkeit der bekannten Sétze der Theorie der ana-
lytischen Funktionen — des Prinzips des Argumentes, des Hurwitzschen Satzes
und des Satzes von Rouché — fiir Funktionen mit endlicher Anzahl von Un-
stetigkeitsstellen und Nullstellen innerhalb einer geschlossenen Jordanschen
Kurve bewiesen. Als Verallgemeinerung des Begriffes der Multiplizitdt der
Nullstelle einer holomorphen Funktion wird hier der kombinatorisch-topolo-
gische Begriff des Indexes einer Funktion im Punkte (fiir Nullpunkte in [1]
definiert) angenommen, von dem in der Arbeit bewiesen wurde, dass er (in der
komplexen Ebene) der durch die Zahl 2z dividierten Verinderung des Argu-
mentes der gegebenen Funktion auf einer gentigend kleinen Kreislinie mit dem
Mittelpunkt in dem untersuchten Punkte dquivalent ist.

Ferner werden die isolierten Nullstellen (bzw. die Unstetigkeitsstellen) der
Funktion f(z) = z @(z) + ¥(z), wo @, ¥ holomorph sind (bzw. holomorph bis
auf die Pole), untersucht. Es wird eine Methode angegeben, welche erméglicht,
den Index der Funktion f in der Nullstelle (bzw. in der Unstetigkeitsstelle) aus
den Koeffizienten einer mit der Taylorschen Reihe analogischen Entwicklung
_ der Funktion f in der Umgebung-des Punktes zu bestimmen.

Die bewiesenen Satze kann man mit Vorteil in der mathematischen Theorie
der ebenen Elastizitit verwenden; sie fiithren z. B. auf eine praktische Methode
zur Bestimmung der Existenz eines isolierten Singulirpunktes aus dem Gra-

phikon der Isoklinen bei der photoelastizimetrischen Bestimmung des Span-
nungverlaufes.
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Casopis pro p&stovéani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

0O ROZKLADU SINGULARNICH LINEARNICH TRANSFORMACI

Vicrav HaveL, Brno
(Doslo dne 18. zati 1959)

Prof. dr. Jifimu Klapkovi k Sedesdtindm

Clének obsahuje algebraické i geometrické podminky k tomu, aby
existoval rozklad dané singulérni linedrni transformace n-rozmérného
eukleidovského prostoru v podobnost (shodnost) a projekei.

1. Pfedmétem vySetfovani bude nejprve n-rozmérny (redlny eukleidovsky)
prostor E. DokiZeme vétu, ktera zobeciiuje, resp. prohlubuje d¥ivéjsi vysledky
E. StierELA, H. HADWIGERA a H. NAUMANNA; viz [2], str. 213—214, [3], str. 97
a [6], str. 78.

Véta 1. Necht U je soustava vektor® a, =‘_0—Zl, ey Wi =S 5;1,,, vytvdfejicich
v E m-rovinu; 2 < m < n. Oznalme ¢4, ..., 9, podle velikosti usporddand charak-
teristickd Cisla Gramovy matice soustavy U. Soustavu U lze poklddat za paralelni
privmét urité soustavy nenulovijch vektord navzdjem kolmych a stejné dlouhijch.
tehdy a jen tehdy, je-lt splnéna tato podminka: Jsou-lv &isla g, pizs «s Gm TE-
nulovd, pak se navzdjem rovnaji. O ortogondlni pramét jde pfitom prdvé v tom

s ¥r

pripadé, kdyz viecka nenulovd charakteristickd Eisla se navzdjem rovnags.

Podotknéme, e Gramova matice dané soustavy vektord w,, ..., w, je tvaru
0,10;, ;0,, ..., WO,
0,10;, Wiy, ..., .M,
b
10,107, 0,W, ..., 0,10,

kde mw;w; znamend vnitini (skaldrni) souéin vektort w,, w;.
Charakteristickd &éisla této Gramovy matice jsou kofeny 4, ..., 4, rovnice

1,10, — A, 10,1, cesy 10,
0,10, W10, — A4, ..., WM, -0
mnwl: 0,104, s 0,10, — Z

K tlelim dtikazu rozdélme tvrzeni véty 1 na dvé éasti:
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a) Necht n = 2m — 1. Pak soustava je v E vidy paralelnim primétem
soustavy nenulovych vektorti navzdjem kolmych a stejné dlouhych.
b) Necht n < 2m — 1. Pak soustava % je v E paralelnim primétem soustavy

nenulovych vektori navzéjem kolmych a stejné dlouhych pravé tehdy, kdyz
plati relace

(1) 91 2= - ggn-m ggn—m+1= i =0 > 1 = oo =G = 0.'

Tvrzeni o ortogonalni projekei je oviem pro oba piipady spoleéné: O ortogo-
nalni projekei bézi pravé v pripadé

(2) 1= = <Gmt1=... =g =0.

. Necht U je pevna soustava vektort a, = 521, oewy @ = OA,, vytvéiejicich
v E m-rovinu A, ptitem# 2 < m < n. K zjednoduSeni formulace nazveme
ereperem kteroukoliv soustavu vektoru ﬁl, 53 _O-E,, navzajem kolmych,
majicich spolednou délku ¢ > 0. V E zvolme pravoihly soufadnicovy systém
o poddtku O a oznadme v ném a, ,, ..., @; , sloZky vektoru a; s = 1, ..., n.
~A) Necht soustava U je v E paralelnim primétem e-reperu € = {e, ..., €5}
pfi sméru promitini S. Zvolme jiny ereper € = {ej, ..., es}. Potom plati
rovnice
¢ =1t40r oo Fliatn E=1,...,m),

kde matice T = |, ;|| »-tého ¥4du je ortogonalni.

Necht soustava YU’ tvotend n vektory a; = (a;4, ..., @;,) je paralelnim pra-
métem e-reperu & p¥i promitani smérem S do A. Potom plati rovnice

O =130 + .o a0, G=1,...,7),

anebo v maticovém zapisu A’ = TA, kde A = |a, ,|, A’ = |a;,4|. Oznatme 7 tu
ortogonalni transformaci prostoru E, pii ni# je vektoru e; p¥itazen vektor e; pro
vSechna 4 = 1, ..., n; obdobné& oznaéme 7 tu afinni transformaci m-roviny A,
pii ni% je vektoru g, ptitazen vektor a; pro kazdé ¢ = 1,..., n. Jako zavér
vyslovime pak

Tvrzeni 1. Je-li soustava U paralelnim primétem e-reperu € pri promitdnt
smérem S a je-li T ortogondlni transformace (neménict poédtek 0), pak soustava T
je paralelnim primétem e-reperu < rovnés pii sméru promitdni S.

B) Gramova matice soustavy %, tj. matice AA* = ||a,a,|| je symetrické a lze
ji tedy uvést na diagonalni tvar prostiednictvim vhodné ortogondlni matice M
fadu n-tého:')

M(AA*) M* = (MA)(MA)* .
Oznaéme déle ¥ soustavu ¥ddkovych vektort aj, ..., a, matice A = MA. Bez
omezeni obecnosti pfedpoklddejme, Ze jde o takové potadi, p¥i ném% |a;| =

1) Hvézdi¢kou znadime matici transponovanou.
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= ... 2 |a,|. Z diagonélniho tvaru matice A pak vyplyvé, Ze vektory qy, ..., a,
jsou navzéjem kolmé a pravé poslednich n — m z nich je nulovych.
Dokazeme

TVl‘Eeln' . Jeli n=2m — 1, pak existuje soustava vektord e, = 51—_5;1, 64
én = OF,, navadjem kolmych a stejné dlouhgch, které jsow v E kolmgmi pri-
méty soustavy vektori @, ..., &, PFe projekct do m-roviny 0]17_1 vr o Bl

Dikaz. Méjme soustavu vektorda e, = (4, 0,...,0), &, = (0,d,0,...,0),...,
tn=10,...,0,4d,0,...,0), kde 0 < d < |a,|. PoloZme &; = (0,...,0,d,0,...,

———— ———— —_——

m—1 j—1 m—j
0, di,la o vy di.nom): bJ’ = (di.ls s ey d?’,n—m); 7 =1,..,m
Je-li n = 2m, pak lze vidy sestrojit navzajem kolmé vektory dy, ..., b,, tak,

Ze d2 + b} = qj, ..., d? + b2 = ak,. Vyplyvé to z toho, Ze podet m vektort d,
nenf vétsi nez podet n — m jejich slozek. Je-li n = 2m — 1, pak zvolme d =
= |a,,|, vektor b,, prohlagme za nulovy a sestrojme vektory b, ..., b,,_, tak, aby
d*+ o1 =aj, ..., d* + 0% _, = a%_,. Takové vektory lze vZdy sestrojit, nebot
jejich potet m — 1 rovné se poétu jejich slozek. Soustava ay, ..., a,, je shodna se
soustavou ay, ..., 6, a jeji kolmou projekei do m-roviny prvnich m soutadnico-
vych os je pravé soustava ey, ..., ¢,. Odtud dikaz.

C) NavaZme na predchozi odstavec a doplime vektory e, ..., ¢,, v d-reper
€ = {ey, ..., ¢,}. Pak soustava U je paralelnim prim&tem reperu € p¥i uréitém
sméru promitani S, takze podle tvrzeni 1 je téZ soustava U paralelnim primé-
tem nékterého d-reperu p¥i témze sméru promitani S.

Je znamo, Ze charakteristickd &isla Gramovy matice AA* rovnaji se charakte-
ristickym ¢&fslim Gramovy matice AA* (matice A je definovana v &4sti B)), tj.
gslom @}, ..., a5 Plati-li o =... =14k, lze poloZit ¢ =0y, ..., 8n = An
a vektory e, ..., ¢, doplnit v |a,|-reper. ProtoZe soustava ¥ je ortogondlnim
prumétem tohoto reperu (smér S je nyni kolmy k A), je podle tvrzeni 1 téz
soustava U ortogonalnim prim&tem ur&itého |a,|-reperu. Maji-li-aspoti dva
z vektort q,, ..., 4, rizné délky, pak smér S jiz nemtize byt kolmy k A. Cést a)
véty 1 je tim dokizéna. - ‘

D) Necht plati podminka n < 2m — 1. Reper €' z $sti A) zvolme specislné
tak, aby jeho prvnich n — m vektort bylo kolmych k A; tyto vektory oznatme
Ny, «ens Np_m. Zbyvajici vektory z €’ le#i pak v A a nalezi téZ soustavé U’ =
= 7Y (viz st A)). Oznadme tedy 9y, ..., Hn_n prvoich n — m vektord z A’,
Pak smér promitdni S je souasné rovnobézny s vektory n; — 95, ..oy iy — -

Specidlng pro smér S kolmy k A jsou vektory 9, ..., §,, nulové. Polozme
@imsy = .o = Gy, = 0 a uZijme oznadeni zavedené v &isti A). Budeme vy-
Setfovat matice A = |ja, |, A’ = |laj;|; i=1,....,m 7= 1,...,m. Jest A" =

Blls timto vyznamem matic P, B : P

= TA a matici A’ Ize psét ve tvaru A’ =
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je matice, jejiZ fadkové vektory vzniknou z v, ..., 9,_» vynechdnim poslednich
n — m slotek. B je matice, jeji ¥4dkové vektory vzniknou z poslednich m
vektort soustavy U’ vynechdnim poslednich n — m sloZek; fddkové vektory
matice B jsou navzijem kolmé a maji spoleénou délku e. Plati tedy BB* —
= B*B = ¢2], kde ] je diagondlni jednotkovéd matice m-tého ¥adu. Dile plati
relace (TA)*(TA) = A*T*TA = A*A = P*P + B*B, a z toho ddle A*A = P*P
+ e.

Charakteristicks &isla matice A*A vzniknou tedy z charakteristickych &isel
matice P*P vidy piidtenim &isla e2. Sefadme charakteristicks &isla matice
P*P podle velikosti; pak prvnich n — m z nich je nenulovych a zbyvajict jsou
nulové.2) Tedy charakteristicks &isla matice A*A jsou

CHeZ . 26yt = .. =€,

—_—

Av8ak nenulova charakteristicka ¢isla matic A*A, AA* se po ¥adé rovnaji, takze
pro charakteristicka éisla g, = ... = g, matice AA* plati relace (1), jak bylo
dokézat. Jde-li o promitdni ortogonalni, pak vektory 9, ..., §,_, jsou nulové
a plati ¢, = ... = ¢,_,, = 0, takZe plati relace (2). Nejde-li o promiténi orto-
gonalni, pak relace (2) neplati.

Protoze charakteristick &isla Gramovy matice AA* nejsou zévisla na volbé
pravothlého soufadnicového systému v E, nebyla ani volba a;,,., = ... =
= a; , = 0 na tGkor obecnosti.

E) Necht plati n << 2m — 1. Pro charakteristicka ¢&isla Gramovy matice
dané soustavy U necht je splnéna podminka (1). Podle B) stanovime soustavu
vektori a,, ..., a,. P¥ vhodném po¥adi plati pak g, = a, ..., g, = ar, takZe
relaci (1) 1ze pFepsat do tvaru

Iall Z ... 2 lan—ml = Ian—m+1‘ =lame = lam' > lam+1[ = ... = ‘an‘ =0.

PoloZme €, _,ny; = Ay myigs - €m = G, a spoleénou délku té&chto vektort
oznalme d. UZijme vétu 1, kde za n, m polozime hodnoty 2n — 2m, n — m.
Potom plyne v piipadé n — m > 1 tento zdvér (ktery je pro n — m = 1 snadno
patrny): V (2n — 2m)-roviné R kolmé soudasné k vektortim e, .y, ---, €, lze
sestrojit soustavu vektori ey, ..., ¢,_, navzidjem kolmych a o spoletné délce d
tak, Ze pii sméru S (uréeném v R (n — m)-rovinou soudasn& kolmou k vektoram
€5, s €,_p) se vektory ¢, ..., ¢, promitaji do vektorti ay, ..., a,_,.. Pak soustava
U je pii sméru S praimétem d-reperu € = {e,, ..., ¢,}. Je-li navic splnéna pod-
minka [a,] = ... = [a,,], pak smér S je kolmy k A; jinak nikoliv. Cést b) véty 1
je dokdzana.

2. Nésledujici v&tu lze snadno dokazat jako bezprostiedni disledek véty 1:

%) Jsou-li M, N matice téhoZ ¥4du, pak maticim MN, NM nélez{ po fadé téz charakte-

ristické; ¢fsla. Doplnime tedy P nulovymi sloupci na matici P fddu m a uzijeme zndmého
faktu, Ze charakteristicks ¢isla Gramovy matice PP* jsou nezdporns.
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Véta 2. Afinni transformace « prostoru E na m-rovinu A cE (2 < m < n) lze
rozlozit v podobnost a paralelni projekes tehdy a jen tehdy, jestlize pii libovolném
viybéru vektori v, ..., w, navzdjem kolmyjch, nenulovych a stejné dlouhych spliuji
charakteristicka Cisla g, = ... = g, Gramovy matice soustavy «w,, ..., xw,
podminku z véty 1. O projekct kolmou jde pFitom prdvé v pripadé, kdy viecka ne-

;7 ¥

nulovd charakteristickd ¢isla se navzdjem rovnags.

F) Necht « je afinni transformace prostoru E na m-rovinu A c E, pfitemz
2 < m < n. Zvolme v A (m — 1)-rozmérnou sféru k a stanovme ji p¥isluinou
vélcovou nadplochu «~'k. Déale zvolme v A bod B a stanovme k nému ptisluinou
(n — m)-rovinu C = &~ B. Nakonec zvolme m-rovinu R kolmou k C. Pak
h = R n «"% je (m — 1)-rozmérny elipsoid v R. Nalezneme nutnou i postadu-
jici podminku k tomu, aby elipsoid & byl v E ortogonalnim pramétem (m — 1)-
rozmérné sféry k (lezici v nékteré m-roviné K). Protoze parcidlni zobrazeni o
je pak podobnosti, je z toho vidét, Ze jde téZ o nutnou a postadujici podminku
k tomu, aby existoval Zadany rozklad transformace «. Nejprve odvodime po-
mocnou vétu.

Véta 3. Necht je dan (m — 1)-rozmérny elipsoid a necht t,, ..., 1, je soustava
jeho hlavnich poloméra,®) prifems
3) il = e =) > P = S feal (1S5 m).

Tento elipsoid lze poklddat za ortogondlni primét wréité (m — 1)-rozmérné sféry
tehdy a jen tehdy, kdyZ plati podminka

4) n=2m —s.
j- n—j j=i m—j
r— r— s, s, rm—
Dikaz. Poloime t;=(0,...,0,[t],0,...,0), ¢;,=(0,...,0,]t,0,...,0,

Rigseoos Rinem)s D5 = (Rjy, o0y Pjnm); §=1,...,m. Vektory e, ...,e, jsou
navzajem kolmé a maji spoleénou délku |v,| tehdy a jen tehdy, kdyZ vektory
By, -+ b jsou navzajem kolmé, pritemz vf 4+ hf =13, ..., 12 + b2, = r2. AvSak
existence vektorl b, ..., b, zdvisi prdvé na poétu m — s nenulovych z nich
a poétu n — m slozek: Vektory ¥,, ..., b, existuji pravé tehdy, kdyz m — s <
< n — m. Odtud dikaz.

K vété 3 ptipojime jesté vétu, jejiz dikaz je zcela analogicky.

Véta 3'. Necht je ddn (m — 1)-rozmérny elipsoid s hlavnimi poloméry t,, ..., ty
pridemZ '

Il =2 Z tmeel > tppal = o =t 1=t =m).

Podminka n = 2m — t je pak nutnd @ staéi k tomu, aby existovala (m — 1)-
rozmérnd sféra, kterd je ortogondlnim primmétem daného elipsoidu.

Vétu 3’ viak pottebovat nebudeme. Vratime se k vété 3; z ni a z F) plyne
tento dilezity vysledek:

3) Hlavni poloméry (jakoZzto vektory) jsou sdruZené a navzédjem kolmé.
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Véta 4. Necht « je afinni transformace prostoru E ma m-rovinu A CE,
pridems 2 < m < n; necht V, resp. v jsou dplné vzory bodu, resp. (m — 1)-
rozmérné sféry z A; (m — 1)-rozmérny elipsoid, ktery je pramikem nadplochy v
s m-rovinou. R kolmou k V, necht md hlavni poloméry vy, ..., t,, uspofddané
tak Ze platt (3). Rozklad transformace o v podobnost a paralelni projekci
existuje potom prdvé tehdy, plati-li podminka (4).

3. Obrafme pozornost k roziffenému n-rozmérnému prostoru E* > E. M&jme
dénu neafinni line4drn{ transformaci 4 prostoru E* na vlastni m-rovinu A c E*;
2 < m < n. Oznatme S singuldrni (n — m — 1)-rovinu vzhledem k 1. Daéle
definujme nadrovinu N jako dplny vzor nevlastni (m — 1)-roviny B c A pfi A.
Nalezneme nutnou a postadujici podminku k tomu, aby se transformace 1 dala
rozloZit v centralni projekei a shodnost.

- G) P¥ipad m = n — 1 vede k jednoduchému zévéru. Nadrovina N mé pak
tuto vlastnost: Je-li L libovoln4 vlastni nadrovina neprochézejici bodem S, pak
parciélni zobrazeni 1y nadroviny L na A je afinni transformaci pravé tehdy,
kdy% nadroviny L, N jsou rovnob&Zné. Probihé-li L &= N nadroviny rovnobézné
s N, pak se parcidlni zobrazeni 1, od sebe lisi pouze homotetiemi o stfedu S
Z toho jiz vyplyva véta, kterou nyni vyslovime.

Véta ba. Necht A je neafinni linedrni transformace prostoru E* na vlastni nad-
rovinu A c E*. Tuto transformacs lze rozloZit v centrdlni projekci a shodnost tehdy
o jen tehdy, plati-li podminka: 1. Existuje nadrovina L, kterd indukuje afinni par-
cidlnt zobrazenti Ay,

Lze ukdzat, %e podminku 1 lze vyjadtit jesté dv&ma dalsimi zplisoby:
2. Transformace 1 pfevadi absolutni polaritu prostoru E* ve sférickou anti-
polaritu m-roviny A. 3. Pfevadi-li transformace A dvojici perspektivnich
(n — 1)-simplext {4,}7, {B}1 opét ve dvojici perspektivnich (n — 1)-simplexi
{431, {B 1 = jsou-li {C,}1, {D;}{ tb&¥nikové simplexy s vrcholy C,;e A,B;,
resp. D; e A;B;, pak simplexy {C,}}, {D;}1 jsou podobné.4)

Pro n = 3 stanovil podminku 2 L. HorMANN a podminku 3 E. A. MGEDLI-
SvILy; viz [1], str. 40 a [4], str. 167—168.

H) Necht m < n — 1. Pak m4 nadrovina N tuto vlastnost: Je-li L libovolna
vlastni m-rovina disjunktni s S, pak parcidlni zobrazeni 1, je afinni prévé
tehdy, kdyZ L je rovnobézno s N. Specialng vedou k podobnostem 1 nej-
vyS ty m-roviny L, které jsou rovnobéiné s N (a ovSem disjunktni s N).
Zvolme tedy kteroukoliv (m — 1)-rozmérnou sféru &k v A a kteroukoliv nad-
rovinu M == N rovnobéznou s N. Poloime v = A~k n M; ttvar » je valcovou
varietou, je to linedrni obal nevlastni (n — m — 2)-roviny S’ =S n M s libo-
volnym z (m — 1)-rozmérnych elipsoidi v M, jemuZ odpovida v transformaci A
sféra k. Kone¢né zvolme v M nékterou m-rovinu R kolmou v Mk S a oznaéme h

4) Jde o simplexy s vlastnimi vrcholy, perspektivni podle vlastntho stfedu. ijezm’kem
rozumi se vzor anebo obraz nevlastniho bodu p¥i 4.
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(m — 1)-rozmérny elipsoid spliujici podminky # c R, 4% = k. Necht 1, ..., 1,
jsou hlavni poloméry elipsoidu % uspofadané tak, Ze plati (3). Podle véty 3a
(kde n nahradime hodnotou n — 1) je b v M kolmym primétem né&které
(m — 1)-rozmérné sféry v M tehdy a jen tehdy, plati-li podminka

5) . : n—1=2m-—s.

Existuji-li podobnosti 1, pak existuje mezi nimi téZ shodnost; ziskdme ji pti
vhodné volbé nadroviny M. Z nasich tvah vyplyva tento vysledek:

Véta bb. Necht A je meafinni linedrni transformace prostoru E* na wvlastni
m~rovinu A c E*; 2 < m <n — 1. Pak transformaci A lze rozloZit v centrdini
projekci a shodnost pravé tehdy, plati-lv (5); vijznam hodnoty s je stanoven v pred-
chozim.

I. Pifpad m < n — 1 vySettime jesté druhym zplsobem. Zvolme ortogo-
nalni zobrazeni w prevadéjici m-rovinu A v m-rovinu A’ leZici v nadroving
M == N rovnobéZné s N. Parcidlni zobrazeni (1w),, = A’ je afinnf transformaci
nadroviny M na m-rovinu A’ se singulidrni nevlastni (» — m — 2)-rovinou
S’ = S n M. Zédany rozklad transformace A ve shodnost a centralni projekei
existuje pak pravé tehdy, lze-li transformaci 1’ rozloZit v podobnost a paralelni
projekei. Plati tedy tato véta:

Véta bb'. Necht A je neafinni linedrni transformace prostoru E¥ na m-rovinu
AcEY 2==m<n—1. Jeli wy,...,w,_, libovolnd soustava menulovych
vektord, mavzdjem kolmych a stejné dlouhsjch v nadroviné M a jsou-li g, =
= ... = ¢, charakteristickd &isla Gramovy matice soustavy A'w,, ..., A'w,_,,
pak transformact A lze rozloit ve shodnost a centrdlni projekci prdvé tehdy,
kdyz plati tato podminka: Jsou-li &isla g,_pm, ..., g nenulovd, pak se navzdjem

rovnaji. Vyznam M a A’ stanoven pred z'némm véty.

4. Afinni transformaci prostoru E na p¥imku « Ize vidy rozloZit v podobnost
a paralelni projekei. Rovnéz tak neafinni linedrni transformaci prostoru E* na
vlastni pfimku lze vidy rozloZit ve shodnost a centralni projekei. Jednoduchy
dikaz obou tvrzeni zde neuvadime.

Problematiku tohoto é&lanku lze rozfiit na pseudoeukleidovské prostory,
v nichZ je definovéna metrika o(X,Y) = Vz e — y:)% X = (%, .. .5 Zn),
i=1

Y = (yy, ---» Yn), & = £ 1; viz napt. [5].

Na zavér uvedme nefeSeny problém rozkladu nesingulérni afinni transforma-
ce prostoru E v podobnost a afinni m-transformaci, resp. problém rozkladu ne-
singuldrni afinni linedrni transformace prostoru E* ve shodnost a linedrni
m-transformaci.’) Dosud je zndmo FeSeni pouze pro specidlni hodnoty m.

%) Lineérni m-transformace mé dva maximéln{ podprostory sa.modruznych bodd, a to

m-rovinu a (n—m — 1)-rovinu; u afmm m-tra.nsformace ]e zmmena (n—m — 1)-
rovina nevlastni. :
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Pesome

O PA3JIOKEHNU OCOBEHHBIX JIUHENHBIX IIPEOBPA30OBAHUI
BAIIJIAB TABEIJI (Véclav Havel), Bpro

B cratee moxa3smBalOTCA CIIEAYIOMUE TEOPeMBl IS 7-MEPHOTO eBRIMIOBA
IpOCTPaHCTBA:

Agdunnoe npeobpazosanue x 0awH020 NPOCMPAHCMBA HA €20 M-NAOCKOCMb
MOMCHO PA3LONCUMb HA N0J0OUE U NAPALAEIbHOE NPOEKMUDOBAHUE ECAU U MOLb-
K0 ecau 0Oas a106020 6v60pa m 6eKMOpO8 Y;, NepneHOUKysprux Opye Opyay

u 00unarosoli (MeHysesol) OAUHBL, TAPAKMEPUCTNUMECKUE YUCAA () = ... = gn
smampuysl  I'pama  cucmemsl «yo; eunoansiom caedyowee ycaosue: Ecau
SHAYEHUR §n_mivy - - -5 Jm — HEHYAEBBIE, MO OHU PaBHB Memcdy coboii. IIpumon

€ 0PMOZOHAALHBIM NPOEKMUPOBAHUEM MbL UMeeM Oeso mozda u moavko moed a,
eCAU 6Ce HEHY.Nesble TAPAKMED UCTIUYECKUE YUCAA DASHbL Mexncdy cob0i.

ITycmv  x-agpunnoe npeobpasosarue Oanm020 npocmpancmea Ha €20 M-
-ngockocmbs, nycmdv npumos V, cooms. v-noawsie npoobpassl MoukKU, COOMS.
(m — 1)-meproii cgeper us Odanmoii m-naockocmu; nycmdv (m — 1)-meprbiil
aaauncoud, agasowulics nepecederuem sunepnogeprrocmu Y ¢ m-naockocmvio R,
nepnendukyasproit k V, umeem aaasublie paduycel vy |ty = ... = [t,] >
> 1l = .- 2 tw|, 1 =8 < m. To2d0a pasaomcenue npeobpazosanus
Ha nodobue u napainesvroe NPOEKMUPOBAHUE CYUECMEYyem ecau U MOALKO
ecau n = 2m — 8.

Ha ocHOBaHHM 3THX pe3yIbTATOB jajlee BHIBOTATCHA TaKMKe He0OXOXMMbIE
M JOCTaTOYHBIE YCIOBHA TOTO, YTOOH JaHHOe 0COOEHHOe JmMHEiHOe mpeoGpa-
30BaHMe PaCIUPEHHOT0 MPOCTPAHCTBA MOKHO GBUIO Pa3ilORHUTh Ha TOKIECTBO
¥ TPOEKTHPOBaHUE.

ITpo6iemMaTHKa cTaThU HEMOCDPENCTBEHHO IPUMEIKAeT K HEKOTOPHIM IIPoGiIe-
MaM MOCKOBCKOTO reoMerpmwdeckoro cemmuapa mpod. H. ®@. YersepyxuHa.
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Zusammenfassung

UBER DIE ZERLEGUNG DER SINGULAREN LINEAREN
TRANSFORMATIONEN :

VAcrav Havewr, Brno

In diesem Artikel werden folgende Satze fiir den n-dimensionalen euklidi-
schen Raum bewiesen:

Eine (singulire) Affinitit « des gegebenen Raumes auf seine m-Ebene lisst sich
gerade dann in eine Ahnlichkeit wnd Parallelprojektion zerlegen, wenn ein be-
liebiges n-Bein von gleichlangen orthogonalen Vektoren yw, folgende Bedingung er-
fullt: Sind g, = ... = g, die Eigenwerte der Gramschen Matrix von xw,, ..., xw,
und SNd Gp_pmi1s - - -5 Gm V00 Null verschieden, so ist §p_miy = ... = gm. Um die
Orthogonalprojektion handelt es sich dabei gerade im Falle der Gleichheit aller
nichtverschwinden Eigenwerte.

Es sei « eine (singulire) Affinitit des gegebenen Raumes auf seine m-Ebene,
dabei seten V bzw. v volle Urbilde etnes Punktes bzw. einer (m — 1)-dimensionalen
Sphiire aus der gegebenen m-Ebene; endlich seten vy, ..., v, mit |t = ... = [t;| >
> |t = ... 2 [tw] (1= 8 < m) die Halbachsen eines solchen (m — 1)-dimen-
sionalen Ellipsoides, das als Durchschnitt von v mit einer m-Ebene R | V enstehi.
Dann kann man « in eine Ahnlichkeit und Parallelprojektion gerade im Falle
n = 2m — s zerlegen. )

Auf Grund dieser Resultate sind weiter auch die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen fiir die Existenz einer entsprechenden Zerlegung (auf Ahn-
lichkeit und Projektion) der gegebenen singuliren Kollineation des n-dimen-
sionalen projektiven Raumes gewonnen.

Der Gegenstand des Artikles hingt eng mit einigen Problemen des geometri-
schen Seminars von Prof. N. F. Cetveruchin (Moskva) zusammen.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

OB ACHUMIITOTUYECKOM IOBEIEHUU BEPOATHOCTERN
BHVYTPU I'PVIIII COCTOAHUN OJHOPOIHOTO IMPOIECCA
MAPKOBA

NETP MAH[JI (Petr Mandl), IIpara
(Iocrynmino B pegaxmuio 12/X 1959 r.)

B craTthe mcciemyeTcs mpefebHOE IOBEleHHE PacOpeNeleHns Bepo-
ATHOCTEH B MHOMKECTBE COCTOAHEE OXHOPOXHOrO npomecca Mapkosa
¢ KOHEYHEIM 9YHCIOM COCTOSHHN NpH IpPeAJIoKeHHH, 9TO IpelbhBapme
CHCTEeMBI B JAHHOM MHOKeCTBe He HapyUIaIoch.

Hacrosmass paGora HemocpeJcTBEHHO HpuMBIKaeT K crarke [3]. B meit BBI-
BOJIATCS [JIsi OTHOPORHEIX NpomeccoB MapKoBa ¢ KOHEYHBIM YHCIOM COCTOAHUIA
pe3yaIbTaTHl, MOJIydeHEHEe B pabore [3] mua memei.

Ilycrs samama marpuma @ = ||g,| nno'moc'reu BEPOSATHOCTHE IIepexofa Ta-
Koro mpomecca. Bosbmem kaxoe-mmGo MHEORecTBO T COCTOAHMIT Tpomecca
¥ HadYajbHOe DACHpeNelleHHe BEPOATHOCTeH, JAHHOE BEKTOPOM P U COCPEMNO-
TOYeHHOE IeJINKOM Ha cocTofHMA MHOkecTBa 7'. IlpemmeroM Hammx mcciemo-
BaHEU Oyper mpepmennpHOe nmoBemenme BenwumH P,(t|7'), oGo3HagaommX Bepo-
ATHOCTH TOTO, YTO CHCTeMa OYyJAeT B MOMEHT BpeMeHU { HaXOJUThCA B COCTOAHUML
j, IPE YCJIOBHH, YTO N0 MOMEHTa f cmcreMa IpeObiBajla HEIPEPHIBHO B COCTOA-
HUAX, OpHHANIexamux kiaaccy 7. Bexrop sTHX BeamYmH MBI OBO3HAYMM
gepes P(t|T').

ITpesxne Bcero mMu Gymem mccienoBats emmumubl Pt T) nna 1€ T, je T,
0603Havalomme BePOATHOCTH TOTO, YTO CHCTEMa, HAXONAMAACH B MOMEHT Bpe-
MeEH 0 B COCTOAHUY 4, OyeT mo KpaiiHeil Mepe O MOMEeHTA ¢ HEIPePHIBEO IIpe-
OrBaTh B Kiacce 7' m B MOMEHT ¢ OyfeT HAXOXUThCA B cocTosHMM j. MaTpumy
BenmamE P;(f; T') met 6ypnem o6osnagats wepes P(t; 7'). IMomoxum

OP,(t; T) = 8,,6%" ,
t
OP (8 T) = [e%¢-9 S g mPyy(s; T) ds .
0 k=i
keT
Cpasy e BuguO, 9r0 (P (¢; T') 03Ha¥YaeT BEPOATHOCTH TOTO ABIEGHHA, UTO
cucTeMa, Koropas Ghma B MoMeRT 0 B COCTOSIHHY %, GyeT B MOMEHT ¢ B COCTO-
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AHWH j, A3MEHHT CBO€ COCTOSHHE B TOYHOCTH 7 Pa3 W HE BEAJET IPHTOM H3

xnacca T'. (Cm. raxke moppoOHOe ofcyrkIeHme TaKMX Ipe[cTaBlIeEmE B [2]).
-]

Hrak, mur mmeeM Py(t; T) = > MP,(t; T). Ilycrs Qp — mogmMaTpuna MaTpHIE
n=0 & X

¢, obpasoBaHEAA 3 MIOTHOCTEH BEPOATHOCTH IHePeXOfa MeKAY COCTOAHHAME

xnacca 7. Jlerko ybegmrscs, aro P(t; T') ymosmerBopsier ypaBHEHHIO

d .
P& D) = QP T),

¥ BBERY HadanxbHOro ycaosus P(0; T') = E nonysaem P(t; T) = exp Q.

Onpenexenme. MuoxxectBo S cocroArmi ofHEOpOgHOTO Ipoumecca Maprosa
HA30BeM Pe2yAapHbIM, €CIA MATpuna Qs IIIOTHOCTEH BEPOSATHOCTH Mepexona
MeKIY COCTOSHUAMA MHOKecTBA S HepasIoKmMa.

Teopema 1. B cayuae, xozda T peeyaspro, das xamcdozo § e T cywecmeyem
npedes

lim P,(¢/T) = P,(T) > 0,
-0

He 3a8UCAWUL 0m HaAYALbHO20 PACNpPedencHUs 6ePOAMHOCMHIE.
HoxaszarenncrBo. B cmygae, xorma MuOectBo T' perylasapHO, MaTpHIe

Qr COOTBETCTBYeT XapaKTePHCTHYECKO® UHCIO @, HEMeomee HAamOOIBIIYIO

JefiCTBATEIBHYIO YacTh. TaKOe YHCIO — [eHCTBUTeNbHOE, IPOCTOe, HIpHYeM

0 = 0. JToMy XapaKTepUCTHYECKOMY UHCIY COOTBETCTBYET XapaKTepPHCTH-

YeCKAH BEKTOD, MMEIOMMUIl CILIOIMS IOJIOKUTEIbHBe KOMIOHEHTH. B 5TOM MEI

yOenmMes ciemyommM 06pasoM: IycTh ¢ > max |9::]. Marpuma B = qF + Qr

ie

¥MeeT CIIOME HeOTPUIATeIbHEI® 3JIeMEHTE M ANATOHATEH COCTONT M3 IOJIOIKA-

TENBHLIX 31eMeHTOB. [105TOMY OHa — aNWKIMYecKas, M Taxk KaK MmaTpmOoa Qr

6pl1a HepasmokuMa, To 1 R Bepasmosxmma. UTak, cymecTByeT (Eamp., COTIacHO

[3], morazaTenxbCTBO TeOpeMbI 1) MOIIOKUTEIBHEIM, IPOCTOR I JeHCTBUTEIIHHBIA,

XapaKTepucTadecKuii KopeHs A, Marpunsl R = ||r;||, mamGompmmii mo abco-

JIOTHOH Benmuwmee W3 BeeX KopHeid. Vmeem mia ¢ e 7' _Z:Fq,-, = 0, oTKyma Zri,- =
JE€ J

=< ¢. 113 aroro BupHO, 4T0 Ay = ¢. Ecanm {4;} — cmcrema XapaKTepECTHISCKIX
amcen Matpunsl B, To {4; — ¢} — cmcreMa XapaKTepHCTHYECKUX THCEN MaTpHU-
sl @r. Temepp yike Ierko BHETH, 9T0 ¢ = Aq — ¢ ABIAETICA XaPaKTePHCTH-
9eCKUM 9HCIOM MATDPHIB §7, mMeomum TpebyeMble CBOMCTBA.

XapaKkTepHCTHIECKOMY KODHIO 4, COOTBeTCTBYyeT (cM. Takxke [3]) Xapaxre-
PUCTHYECKUR BEKTODP K, MMEIOIWil CIUIOME IOJOKATeIbHble KOMIOHEeHTH. M3
coorHomernus 0 = ()F — R) k = (oE — Qr) k .BugEo, d9ro k — Xxapaxte-
PHCTRYECKEIA BEKTOpP MATPEOEL @7, COOTBETCTBYOIMA XapaKTePHCTHISCKOMY
gnciry . BocmonsaoBaBmuch KaKEM-THOO IpPECTABICENOM MATPHIEL. eXp Qrt,
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HM3BECTHEIM U3 TEOPHE CHCTeM JIMHeHHHX AuddepeHnualbHEX ypaBHEHUIN ¢ 1MO-
CcTOAEHHNME Ko3dumumenramm (cMm. Hamp. [1]), MBI BEAAM, YTO OpH HAIIHAX
YCIOBHEAX MOKHO HAIMCATH

exp Qrt = ke + o(e?') = € Ar + 0(e?) .

3mech o' < p, I ¢ ecTh HEHYNeBOH CTPOUHHI BekTOp. Mrak, Ar — Marpuua,
CTOJIOMBEL KOTOPO#l SBIAITCA KPATHBIME XapaKTePUCTHYECKOIO BeKropa k.
0(e’®) ecTs MaTpHma, 3MEMEHTH KOTOPOH CYTh GECKOHEYHO MAajble BeTHIAHbI
BHCIIEro MOPAMNKA IO CPABHEHMWIO ¢ €'

Bee amementsl MaTpuns exp @t momokuTenbHb 0id ¢ > 0. 9TO ciaemyer u3
LpefCTaBlleHAA 2JIeMeHTOB 5TOH MarTpumsl npu uomomu Beiumuun WP (t; T,
TaK KaK M3 HepaslORUMOCTH Q7 cleayer, 9T0 NI KaKAOH IapHl ¢,  CYIMEecTBYeT
m tak, uro WP (¢; T) > 0. Orcioma TaxKe BHITEKAeT, YTO HIEMEHTHl MaTpHIIbL

Ap = lim et exp @7t neorpunarensusl. IIycrs s > 0. U3 coorHOmeHus
t—>m

Ar = lim e~(¢*+)e exp Qrp(t + 8) = Arpe—* exp Qrs

t—>00
BHIHO, 9YTO BEKTOP € YHOBJIIETBOPAET COOTHOMEHHIO

(e —1)  _ _(expQrs— )
8§ 8

¢ = ce~seexp Qrs T.e. :

OTKyZa, Nepexois K npefeny muas § — 0, nomydaem o¢ = cQr. Urax, ¢ ecrs
XapaKTePHCTHYCCKHH BEKTOP MATPHIE (7, TPAHCIOHMPOBAHHOH IO OTHOMIE-
HE0 K Matpune @r. Tak Kak [ MATPHOH Q% cIpaBedmmBEL Te e paccyiiae-
HES, KaK ¥ J7is Qr, MBl BEAEM, 9T0 BCe KOMIOHEHTH BEKTOpA ¢ MONIOMKHTENbHEL
¥ 9TO OH OIpPEeNesAercs BIIOTH KO MYJIbTHIIMKATABHON TOCTOSHHOH.

Eciu pmaH CTPOYHBIA BEKTOP P HAYAIHLHOTO PACIpeeeHUs BepOATHOCTER
U eCJIE € — BeKTOP C eWHHIHBIME KOOPAMHATAMH, TO ME HMeeM
efepke + o(e®’)

P@T) = (pPt; T) ) pP(t; T) = cteplce - ofete)

Orciona merko cienyer, uro lim P(¢|T) = (ce)~c. U3 cBOMCTB BEKTOpA ¢ MBI
t—o0 v
1I0JIyYUM yTBEp:KJIeHHe TeOpeMEL.

Onpepenenme. Eciu xnace 7' cocTogHmi uponecca peryisaped, TO XapaKTre-
PHCTHYeCKOe YMCIO @ MATPEOH @r ofnajanmiee cpefs BceX XapaKTepPUCTH-
9eCKHX uYHcel Hambonbmed AeidCTBATENLHOM 9YacThiO, MBl HA30BeM Zapakme-
pucmuueckum wucaosm kaacca T.

Paccmorpum ofmero Bmpa mommHOkectB0 7' cocrosEmM mpomecca. MEl
craKeM, 9T0 cocrosnme je I' cienyer sa cocrosmmeM ¢e 7 BEyrpm T, ecnm
CYIIEeCTBYeT MOCIEeT0BATEIBHOCTD iy, iy, ..., 1, COCTOAHMI MOAMHOxkecTBa 1’ Ta-
Kasl, 9TO IJIOTHOCTH (i, -+, iy, s -+ Gi,; TOTMOKETENBHE. Ecmm cocrosnme
j caemyer 3a cocTosrmeM ¢ BEYTpH 7', a TaKiKe 1 cuexyer 3a § BEyTpH 7', TO MBL
MX HA30BeM COCTOAHAAMH B3aMMHO coobmaiomummuca BHyrpu 7. Kaskmoe
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COCTOAHUE Mbl Ha3hlBaeM CO00MANIMMCA caMo ¢ co6oi. MuoxkecrBo 7' pacua-
nercA Ha Kiacchl T'; cocToAHME BlaumMio coobwaromuxces sryrpr 7. Kaaccst
T, perynapusl. Mut 6ynem roBopurs, uro kaacc 7', + T, ciegyer 3a KiIaccoMm
T,, ecim cocroarma Kaacca 7', clemyior sa cocrosmuamu knacca T',. Ilepe-
CTABIAA CTPOKH W CTONOMBl MATPUIE Qr Tak, 4T06b HHIEKCH COCTOSHMUI,
UPUHANTIEHKATMX OIHOMY W TOMY K€ KIaccy, ObLIM PAJOM I 9YTOGH MHEASKCEH
COCTOAHMI KaKIOTO Kilacca OBIM HUKe, IeM nnnexcm COCTOSHHH CIIeIYIOIINX
KIIaccOB, MBI IPHWBEeM MaTpuny Qr K BULY

qu Q12, ety le
QT — 0: Q227 ey QZs
0, 0,...,@Q

Moppasnenesmio MaTpumbl COOTBETCTBYET IOJPaslelieHHe COCTOSHHH HA
ormenbHEle Kaacchl. Ecmu moxpasmennts u Marpuny P(f; 7') Ha cOOTBeTCTBYIO-

mme Omoxu Py(t; T'), To cumcreMy ypaBHEHHI d%l’(t; T) = QrP(t; T) mosxHO

nIpejcTaBUTh OPU DOMOITA GJIOHHHX MaTpHuIl B BHJE

G Pl T) = 3, QuPuli 1) = 3 Qubult ).

k=i

ITonoskum ¢ = s. Umeem — P;(t; T') = Q. P,;(t; 7). [lpunumas Bo BHEMaHue,

dt
4TO HavaJbHOE yciaoBue mMmeer Bui P;(0;7) = 0 ama s # 4§, MBIl BUIAM, UTO
P,t; T)=0pmgna s>j Huai=s—1, § —2 m 7. I. MBH IOCIEIOBATEIHLHO

ybemuMmesa TakuM ke ¢uocoboM, uto Py;(t; 1) = 0 mnsa ¢ > §. Mrax, Me momyvaem

L Pt T) = > QuPult 7).

i<ks<j
i .
B wacrtHOCTH, T, P,t;T)= QuP:;(t;T) m B cHIy HAYAIBHOTO YCIOBHA

Pii(O; T) - E 6y}IeT P”(t, T) = eXP Qiit'

Pemenne y(f) HEOMHOPOXHOY CHCTEMBI JIMHEHHBIX YPABHEHUHA ¢ MOCTOAHHBIME
roaddummentamu y'(f) = Ay(¢) + b(t), ymosmerBOpsIONIEe HYJIeBHIM Hadalhb-
HBEIM YCIIOBHSIM, EMeeT BHN

y(t) = of exp {4(t -— 1)} b(x) dz

ITyers Temeps ¢ < 4. Ilpumerdas 3To mpejcTaBleHHe K YPaBHEHHIO

d

TPt T) = QuPu(t 1) + D QuPu(t: T),

i<ksj
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MHl TIOJLY9HM

! ¢ ! ' v £ I
. Pt T)= z fPﬁ(t —7; 1) QiPyi(v; T) dz . i
i<ksj 0 ’ ’

BrefleM [UIA NBYX HeIpepHBHAIX MATPHYUEHX dymkmmii A(f) m Bl(t)',"A —
tana (n, m) m B — runa (m, r), 0603raternne ‘

A*B=fA(t——"r)B(1)dt.
0

Torpa 6ymer P;; = > P;Qa* Py Beipamas P; ananormaasM 06pa3oM, Msl
i<k=j .

VBUIUM, 9TO CIpPaBe[IMBO IIpPeficTaBICHHE
P,;= Z PﬁQik, % Pry Qug, * - * Pk,k,Qk,j * Pj;.

Teykgy e . ky

Ilpm cyMMEPOBAHEME HCHONB3YIOTCHA, pasyMeercsd, JHIIb TaKWe IIOCIENOBA-
TenwrOCTA (%, ky) Ko\ - - -, K,y §) MHAEKCOB KITACCOB, AJIA KOTOPHIX BCe MAaTPHIH
Qs+ -5 Qk”k”“, -+, Qr; — memymessie. [Ipn dopmynmposke CIeRyIoMmeR JeM-
MBL MBI Ha30BEeM TaK@e MOCIeA0BATEIHHOCTE MHAGKCOB NOIYCTEMBIMH.

Jlemma. B cayuae, koz0a nocaedosamesvrocmd (fy, s, ..., j,) Oonycmunma,
umeen Mecmo paseHcmeo
Lim ¢=r+1e=etP;;.Q,jy % Pii Qs * - * Pi_ss,_1@siip * P =
t—>c0
1

== m Aifoxf:Aszjzf: SiSis Ajr—ler—xirAif 7

20e ¢ = Max @, @ Om — Zaparmepucmuueckoe wucio kaacca T; , n — wucao,
nokasslearwee, CKOLLEO Pa3 YUCAO Q BCMPEUAeMCS CPeIU wuces 0,,. Ecau 0, < o,
mo A; = (eE — Q; ;)% a ecau o, = o, mo A; sasasemcs nosgﬁgﬁuquenmo.u
et¢ ¢ npedcmasseruu mampuys exp @, ; t. Bce saemenmur npedeavHolt mam-
P UYL NOJLONCUMELBHDL.

Hoxazarenvcrso. Obosmauum [ = P;;Q;; *...*P; ; Q; ,P;;. Bo-
CIONB3YeMCsA TeNeph LpeficTaBieHneM MaTpunl P; ; , cOOTBETCTBYIOEX Kilac-
caM ¢ XapaKTePHCTHYECKHEM YHCJIOM @, KOTOpOe OBIII0 YKa3aHO B IOKa3aTeIbCTBe
Teopemst 1, 1. e. P, ; (t; T) = e2*4; + 0(e??). B cokpaleHHOM BHfe IONYIAM

I={ o Pt T) Qg Pis(b; T) ... Py (8 — Dty T dty, ..., dE_ = ‘
= o Jontmd, Qs o PyltaT) Qs

e+1 "
+o(trteet), A = {t, + 1y ...ty <1 tn = 0}.
OHeHHy OCTaTHa MOKHO DOJIyYdATh, NPHHAB BO BHUMAaHNEe, 9TO MaTPHIbI

P; ; , COOTBETCTBYIOIIHE KIIACCAM ¢ XapPAKTePHCTHYECKUM YHCIOM, MEHBIIUM
YeM @, PAaBHEHI 0(e¢) s NOAXOmAImEro ¢’ < ¢, ¥ MOJB3YACH COOTHOIMEHASIMEA

theet % eet = (k - 1)1 fk+leet 1 fhect % fse’t = O(fkeet) .

LAty odE ey
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I/IHTeI‘p]ZIpyH IO TepeMeHHEIM i,, COOTBETCTBYIOIIUM KJaccaM ¢ XapakxTe-
PHCTHYECKHM 9HUCJIOM @, MBI OJIY9HM, 0603HaYUB IIepeMeHHBIe, COOTBETCTBYIO-
Inze KiIaccaM ¢ MeHbIIMM XapaKTePHUCTHYEeCKHM YHCJIOM dYepes 8y, ..., Sy, k=
=7r—n,

1
£ o= mf : f(t - Zsi)"—leg(t-zsj) see A:imQ-’imfm+1 R chja+x(8(l; T) Qfafc-l-x ise
B

(n
oo P (86 T) Qiions - -+ A8y ... dsy + o(tn1eet)
B={s;+s8 +... +8<t s =0}.

n—1
ane dsl 6o dsk + O(t"‘_legt) = _‘t—T)(' eetf' . 'fe_ezs, A Amefmjm-f-l e
: a0 B

HUrax,
1
gtlemet [ = (n——l—)'ff A5, Qimimss -+ € %Py, (8¢5 T)Qiggps -+
B

.. dsy ... dsy 4 0o(1),

970 JJIfA § — 00 CTPEeMHTCA K

1 .
m‘/‘""/‘"'Amejmjm+l"'e—esquoje(sﬂ; T)...dsl...d8k=
0 0

0

1
= ———T o Aﬂ'mQ,5mJ'm+1 e .fe‘Q"qu,i‘(sq; T) dsa Qi!ja+l S s

(n—1)
0
Unrerpmpysa mo yacTAM, MBI IIOJLydaeM

@© e

f e~¢P,;(s; T)ds = iE + ] Q.. f e~eP,;(s; T)ds.
0 Q e 0
Nraxk,

e

Je¥P;,;(s; T)ds = (oF — @) = 4;
0

Ocraercs moKasaThk, YT0 Bce HIEMEHTH IPeNeNbHOH MATPHNEL HOTOKHETETh-
HBl. B ciryuae, Korma 4; cOOTBETCTBYeT KiTaccy ¢ XapaKTePHCTHYECKEM THCIIOM
0, 3TO CJIEIyeT W3 PACCYKISHAH, IPOBEleHHEIX NPH T0Ka3aTelIbCTBe TeopeMsl 1.
Ecnm xe xapakrepmeTmdecKoe WHCIO COOTBETCTBYIOIIETO KJacca MeHBIIe 0, TO

o )
—ot 3
Ajm = f@ e ijjm(t’ T) di.
0
Wmeem P; ; (¢; T) = exp Q;,; t; OpE HOKa3aTeIbcTBe TeopeMsl 1 Mbl yGenmancs,
9710 B CJIyYae HepasIoKEMOM MATPHOE ¢ Bce BIEMEHTH eXp Qf IOI0KATeIBHEL

453



maa t > 0. CeoBaTenbHO, TO e mMeeT MecTo ¥ 1A 4; . B ToM, 94T0 dieMenTst
IPeeTbHON MATPHIEL NOJOKATENBHE, MOKHO yOeNHThCA, MCHONB3YA TO 00-
CTOATENBCTBO, 9YTO YMHOMKEHHEe HeHYIeBOH MAaTpPHUIl ¢ HEOTPUIATEeNbHBIME
9IIEMEHTAMH CIpPAaBa U CjIeBa HA MATPHIBI CO CIUIOINb IOJOKUTEIBHBIMU 3iIe-
MEHTaMI UPUBOJUT K MATPHUIE CO CINTOMb IOIOKUTeLHEIMY dI€MEHTaAMH.

CJIGJIYIOII[EG TeOpeMBl MOJKHO B 06meM JIETKO JOKa3aTh, €CJIH BOCIOJIbL30-
BaThCA JIEMMOH M npencTaBIeHEEeM

P; = ZP iiQik1 * kak,sz *...0¥ Pk,l,Qk,j *Py;.

Mse mx npusemeM Ge3 JoKasaTelbcTBa; B pabore [3] MOMHO HaWTH JOKA3aTeNIb-
CTBA TeX ke TeopeM [l OAHOPOXHHX memeil. Yepes Py(t) Ml 0003HAYEM BEPO-
ATHOCTH TOTO, 9TO CHCTeMa IPeOhiBajia HEIPEPBIBHO B COCTOAHMAX MHOJKECTBA
T ¢ pagama mo KpaiHei# Mepe X0 MoMeHTa ?. To 06CTOATEIBCTBO, 9TO KIACC
T, cienyer 3a kraccom T, Ml Gyaem o6o3nagars gepes 7', < T',,. Ha magams-
HOe pachpefeieHrAe BEPOATHOCTeH MBI GyJeM IOMEMO HPeANOJIOKEHHAS, UTO
OHO TOJHOCTBIO COCPEJOTOYEHO B COCTOAHHAX MHOKecTBa 7', HAKIAJBIBATL |
ellle yCJIOBHE, YTO MMeeTcA IONOKHTeNbHAss BePOATHOCTH TOTO, 9TO B MOMEHT
BpeMeHI HYIb CHCTeMa HaXOMUTCA B TAKAX Kiaccax 7', JIA KOTOPHEIX He Cy-
cymecrsyer 1'; R T (Ycmosme A).

Teopema 2. IIycmv ¢ = max g; u nycmd k — Haubosvuiee 4uca0 makoe, 4mo
T

i
cywecmeyiom  kaaccer T, < T, < ... < T,, 048 EKOMOPUL Q4 = Qu, =

= ... = Q4 = 0. Toeda npu sunonnenuu ycioeys A cywecmsyem

lim t-*+le—2tPp(t) > 0 .
t—>0

IIycrs P, 03HaYaeT Ty 9YacTh BEKTOpa HAYAJIBHOIO pACIpeflelleHMA BEPO-
ATHOCTEH, KOTOPas COOTBETCTBYET COCTOAHEAM, BXomammm B kiace T Ilycrs
€n — CTOJIONEBOH BEKTOD, Y KOTOPOTO HA MECTe, COOTBETCTBYIOMEM COCTOSHUIO
M, CTOHUT €IWHHUNA, a Ha BCeX OCTAIbHHIX MECTAX — HYJIM.

Teopema 3. IIpu mex sce ycaosusr, KAk U € meopeme 2, umeem mecmo: 041
kamncdoeo m € T cywecmeyem lim P, (t|T) = P, (T); amom npedes noaoxscume-
—0

AEH, ECAU U MOALKO eCAU M exrodum 6 maxkoii kaacc Tj, oas KOmopoz20 cywyecmeynom

P, =T Kosen Tsh;: T;, zxaparmepucmuueckue 4UCAQ KOMODPLIL PAGHDL
0. B amom cayuae

P,(T) = Oz*pr,Aerrlr,Ar, s Aie,,, :

C ecmv Hesagucumas om § NOCMOSHHASL, z* 03HaMaem, 4mo CYMMUPOSAHUE
npoussodumcs no écem nocaedosamesvrocman raaccos T, < T, < ... < T;,
2
cpedu TaparmepuCmMuUMECKUT “uces KOMOPHIL 4UCAO o écmpevaemcs k pas.
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Teopema 4. [lycmov evinoanamwmes yeaoeus meopemsl 2; nycmv cyujecmeyem
odna-eduncmeernas k-wiennas nocaedosamenvrocmv kaaccos T, < T, < ...
... 3T, c zapakmepucmuueckumu wuciamu @; mozda sepoammocmsd P, (T')
6ydem 00unako6olt Oasn 6cexr HAYALLHME pacnpedefeHUll, BINOAHAIUWUL YCA0-
sue A.
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Vytah

O ASYMPTOTICKEM CHOVANI PRAVDEPODOBNOSTI
UVNITR SKUPIN STAVU HOMOGENNTHO MARKOVOVA
PROCESU

PeETR MANDL, Praha

Cilem prace je odvoditi pro homogenni Markovovy procesy s koneénym
podtem stavi vysledky, které pro Markovovy Fetézce jsou uvedeny v difvéjsi
praci autorové [3]. Je studovano limitni chovédni pravdépodobnosti P,(t/T), ze
systém se bude vyskytovati v okamziku ¢ ve stavu , patficim mnoZiné stavi 7’
za podminky, Ze se vyskytoval ve stavech 7' bez pieruseni aspoii do doby ¢.

Mnozina 7' je nazvéana reguldrni, jestlize matice, utvorena z intensit pravdé-
podobnosti pfechodu mezi stavy 7 je nerozlozitelna. Charakteristické &islo této
matice, které méd nejvétsi redlnou &ast, se nazyvéa charakteristickym Cislem
mnoziny 7'.

JestliZe 7' je regularni, limity lim P,(¢/7) existuji a jsou kladné a nezdvislé na.

t—>
podatednim rozloZeni pravdépodobnosti. Obecnad mnozina 7' mizZe byt rozlo-
¥ena ve vice tiid stavii souslednych. Rekneme, %e 7'; < T\, jestliZe existuje
stav mnoziny 7';, ktery mé kladnou intensitu pfechodu do stavi mnoziny 7.
Ti{dy 7; jsou reguldrni. Charakteristicka &isla t¥id 7'; a struktura mnoZiny
t¥id 7'; dané vztahem 7'; < T, urduji, jakého Fadu jsou pravdépodobnosti, Ze
se systém bude vyskytovati v T' bez pieruSeni asponi do doby ¢ a uréuji také,
pro které stavy j limity lim P ,(¢/T') jsou kladné.
t—00



Résumé

SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES PROBABILITES
DANS LES ENSEMBLES DES ETATS D'UN PROCESSUS
DE MARKOV HOMOGENE

PeETR MANDL, Praha

Le but de I’article présent est établir pour les processus de Markov homo-
génes avec un nombre fini d’états les résultats obtenus pour les chaines de
Markov dans un travail antérieur [3] de I’auteur. On étudie le comportement
limite des probabilités P,(¢/T") que le systéme se trouvera & l'instant ¢ dans un
état § appartenant & ’ensemble 7' des états, sous la condition qu’il se trouvait
sans cesse dans les états de 7' au moins jusqu’au temps .

L’ensemble 7' est dit régulier, si la matriceé formée des intensités de proba-
bilité de transition entre les états de 7' est indecomposable. La racine caracté-
‘ristique de cette matrice avec la plus grande partie réelle est nomée racine
caractéristiqgue de I’ensemble 7'.

Si T est régulier, les limites lim P,(t/T') existent et sont positives et indépen-

t—>c0

dantes de la lois de probabilité initiale. L’ensemble 7' général peut étre dé-
composé en plusieurs classes d’états communicants. On dit que T'; < T, ¢’il
existe un état de T'; qui a I'intensité de transition dans les états de 7', positive.
Les classes T'; sont réguliéres. Les racines caractéristiques des 7'; et la structure
de I’ensemble des 7'; donnée par la relation 7'; < T, determinent 'ordre de
grandeur des probabilités que le systéme se trouve dans 7' sans cesse au moins
jusqu’au temps ¢ et determinent aussi pour quels états j les limites lim P,(¢/T)
t—00

sont positives.
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

ABCOJIIOTHBIVI PAHT KBAJIPATHOW MATPHUIIBL

KAPEJI UYJIUK (Karel Culik), Bpro
(IMoctynmo B pemaknmio 27/X 1959 r.)

JlBe MaTpPHOBI OJHOTO X TOI'O K€ THNA HA3EKIBAIOTCA DOJCTBEHHBIMI,
ecJl X HyJeBHE JIeMeHTH DPACIOJOMKEHHl Ha TexX e Mecrax. Hccie-
JyeTcsi BOUPOC, KaK M3MEHAETCA PAHT MATPHOBI IPH Iepexofe K Pox-
CTBEHHOH MaTpHIe, T. e. IPH N3MEHEHNH ee HeHYJIeBEX 3IeMeHTOB, eCIIi
He JOnycKarh, 9T00K M3 HUX IOJIYyIHJIACH HYId. BEIBogETCA HECKOMBKO

" HeoOXOAUMEIX M JOCTATOIHHX YCIOBHA IJISA TOTO, IT00H HaMMEHBIIMA
W3 PAHTOB BCeX MATPHI, POJACTBEHHEIX KBaJpaTHOH Marpmme (T. Has.
abcomIoTHEIA panHT) MOPARKA 7, OB TaK#Ke 7. [laee BEIBOOATCA HEKOTO-
pHIe pe3YIBTATH, Kacalomueca aGCOIOTHOTO paHTa MAaTpHI.

B pmanbmeiimeM MBI BclOLy IpefmosiaraeM (DOCKOJIBKY He OyHeT oroBOpeHO
HEOE), 9TO SIEeMeHTH MATPHIHEI B3ATH M3 JIO00TO MO, COMEPIKAIEro X0oTa Ol
TPH 5J6MeHTa. DJIeMEeHTH HYJIeBOM, eNHUIHEI I 06PaTHIH K eIUHIYHOMY MEI
0003HAaYaeM B KayKIOM TAKOM IoJie, Kaxk 00rgHO, yepe3 0, 1, —1. '

Marpmnsr 4 = ||, B = ||b;j|| omBoro m Toro sxe THua m/n MH HasHBaeM
podcmeernsimu, ecnm aug moboro 7, 1 <1 < m m aboro j, 1 =7 < n
(1) a,; =0<b; =0.

OtHOImeHne POXCTBEHHOCTH ABJIAETCA, OYEBHIHO, SKBHBAJEHTHOCTHIO Ha
MHOJKeCTBe BCeX MATPHI Haj JaHHEIM IIOJIeM. : '
Paccmorpum mpeskie Bcero KBafpaTHYI0 MaTpuny A ¢ 7 cTpOKaMmm, yHAOBJIe-
TBOPAIOMYIO CAeAyOmeMy yCIOBHIO:
(2) cywecmeyem n HeHyAeBHLX dAEMEHTNO8 MAMPUYLL A, U3 KOMOPLLL HUKAKUE 08
He cmoam 6 00HOLE U MOt e CIMPOKe UAU 8 0THOM U MOM Hee cmoabye.

JIemma 1. Ecau keadpamrnas mampuya ydosaemsopaem ycaosur (2), mo cy-
wecmeyem podcmeeHHas eli MAMPUYQ, ABAIOUWAICH HeocobenHoll. las mampuy
Had nosem ¢ 08YMI IAEMEHMAMU MO ymeepwclenue He 06s3amenvHo cnpa-
6e0.4u60.

Hoxrasarenscto. [Iycrs xBagparsas marpmma A = |ja,|| ¢ » cTpoxamm
yrosnerBopser ycuaosmio (2). Has n = 1 memma, 09eBHIHO, cHpaBefInBa. Ho-
IyCTAM, YTO OHA copaBexnuBa u A n — 1 = 1. Ecim @, — onus u3 snemen-
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TOB, YAOBIETBOPAOMAX YCI0BHIO (2), To cuMBoioM A,, 0603HAYNM NOAMATPHIY
MaTpEIBl A, N0IYYaomyocs IyTeM BYePKUBAHMUA r-if ¢cTPOKM M 8-T0 cronbna.
Torna 4, Tak/ke yIOBIETBOPSET YCIOBMIO (2) M 10 HPEINOJOAEHMIO MHLY KI(HHN
cymecTByeT HeocoGemHas Mmarpuua A,,, poxcrsenas wmarpuine A.. ITyers
marpuna B = ||b,|| nomygaerca us A traxum o6pasom, uro nopmarpuna 4., sa-
menserca marpuneit 4, Torma, komeuno, B — Marpuua, pojicTBennas A4,
M GOMIIACHO JIAINIACOBCKOMY pPABMIOMEHMIO ONpefesaresst | B 1o siemenTtax
7-Il CTPOKU OyHeT

n
(3) |B| = brsv'Brs‘("' 1)r+8 + ¢, Tie ¢ = z bri!Br:‘](" I)r” '

tms
1puyeM b, B,,| * 0.

Ecmn |B| # 0, o ymke B Gyger ucxomoit marpuieii, a ecan |[B| = 0, 10
¢ % 0, u mur monbepem by, Tax, wro6st 0 = by, & b,,, UTO BeerAA BOBMOIKHO,
©CJIX TOJIe, HAJ{ KOTOPBIM IIOCTPOGHBI MATPHIHI, CONCPZKUT XOTA Obl TPH HJIEMEH-
ta. Torpa marpuma B’, monyuennas u3 B samenoit siemenra b,, ua by, Gyner
HCKOMOH MaTpuIei.

Haxomen sicHO, 9oT XOTA KBajpaTHasi Marpuna ¢ n > 1 cTpokaMm Haj
T0JIeM ¢ JBYMA DIIEMEHTAMM, Bce DJIGMEHTHI KOTOPOIl paBHbl 1, ¥ BBIIOJIHAET
yenosue (2), ofHAKO KasKaas POJCTBEHHAS il MATPHIA HAM HTHM M0JCM PaBHA
el caMoH, T. e. ABISAETCH OCOOEHHOI.

Jdemma 2. I[Tycmo M — mampuya muna n/n -+ 1 (n + 1/n) u nycmo M ,03navaem
K8adpammylo NoOMAmMPuyy, NOAYUCHHYW NYmeM 6vlepruUsanus i-20 cmoabya
(i-ii cmpoku) mampuyw M. Ecau cywecmeyom nodmampuysr M, u M, i == §,
kamcdas us xkomopwx ydosiemeopsem ycaosulo (2), mo cywecmeyem maras
mampuya M', podcmeennan M, wmo obe nodmampuyw M; u M — neoco-
Gennpie.

Hoxkaszarenscrso. Jua n =1 yrsepmjenue, OUCBHIHO, CHPABELIMBO,
4 JIONYCTHM, 9YTO OHO cupasemnuso # s n — 1 = 1. Ilyers M == ||a,|| Gyaer
Tana nfn 4+ 1w nyers mas ee moxmarpuiy M; u M, BRIIOJHAIOTCA YCAOBUA
siemmbl. Torpma cpenu sneMenToB, 0 KOTOPHIX FOBOPHTEA B yeaoBmit (2), Meeres
DJIEMEHT @ »; U3 M; n smemenT a,, w3 M; (eciim COXPaHUTL OBOZHAMOHMS Be-
meuros B M). OGosmawmm wepes N uopmarpaiy matpuust M, HOJQYHeHRYIO
IyTeM BBIYEPKUBAHUA €€ 1-I0 U j-Ir0 ¢cTon6noB, Tak uto N Gyjer Tuua n/n —- 1,
Torna marpuust N, u N;, (nonydesnsie nyrem Buryeprusanus h-it i k-it cTpok
us N) 6yayr obe noxmarpunamu kax Marpuust M,, rax u matpums M, u Oynyr
ofe ymoBIeTBOPATH yeiaoBuio (2). [lasee Mbl ByJeM pasinuaTh jABa cJyudas:

L. h = k. Torga mo mpemmonmoKeHuio MHAYKUMM cyliecTsyer matpuna N,
popcrsenHas N, npudem obe ee nommarpunst Ny u N — ueocobennse. [lyers
Matpunia P Bosmmkaer u3 matpunst M samenoit nogmarpunnt N marpuieir N’
Torpa, mo amanoruu ¢ (3), cormacuo JAIUIACOBCKOMY PABJIOIKCHMIO O11Pejen-
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Tednt [2;] no viementaM j-ro croabua (npu 0603HaveRMIX Matpnust M) m onpe-
aesredas [Pl no saementam i-ro croibia, UMeT MecTo ¢oOTHOMEHES

(4) [Py = am N (= 1)P + ¢, |Pj| = ay|Nj(— 1)e 44,

rjae Py g — HaJesKaumM 00pasoM Hogo6paHHbe YeTHEe M HeYeTHEe HaTy-
pajibHbie 9mcsia, a ¢ u d -~ 0CTATOYHBIe WICHH pasnomenuis. Ua (4) HeTocpesi-
CTBEHHO cJre/lyer, YTO JJICMEHTHl G,; U Qi; MOMKHO 3aMEHHUTH NOAXOIAIIMA
NEMCHTAMIU Gp; U Gjy TAK, WTOOK @y * 0 % @)y w 9TOGH B MOTYIHHOM TAKEM
obpasom matpune M’ ofe ee noamartpuust M; w M} Gsuin HeocoGenmsIM.
[Tpurom, komeuno, n saecs M’ pojersenna Marpuue M.

2. h = k. Torpa N, = Ny, n uo nemme 1 cymecrsyer marpuna N, PONCTBEH-

uasg N, 1 meocoGenuas. llyers matpuna P ofpasosana ms M tax, uto mon-
marpuna N, samensiercs nopMarpuueir N,. Torga mia nopmarpun P; u P,
ONATH-TAKI uMeeT MecTo (4), U Jajiee MBI IIOCTYIIAEM TaK ke, KaK I B cayyae 1.
ITHM M 3aBeplIaCTCH JIOKABATEILCTBO.

Abcoriomupm paneosm matTpunsl A HA3KHBAEM HAMMEHbIIEH W3 PAHrOB BCEX
MATPHI[, pojcTBeHHBIX Mmarpuue A, w oGosHavaem ero yepes A[A]. Marpmmy
A (kBasparnyio) nassiBaeMm abcoarwmuo HeocobeHHOU, COOTB. 0C06eHHOL, eCI
Raykjlad POJCTBOHHASA il MATPUIIA ABJIASTCA HEeOCOOEHHOM, COOTB. 0COBEHEOM.

Ecim marpuna A pojersenna marpune B, 10 h[A] = A[B]. Ecnz marpuna
B nonxyuwaercst ua Matpunsl A nyreM 3aMeHBl HeKOTOPHX CTPOK MesRLy coGoi
# HEROTOPBIX cToJOIOB Mesky coboit, To A[B] = h[A4]. Eciu A’ — marpnna,
TPAHCHOHMPOBAHHAS 10 OTHOMEeHHIO K Marpuue A, to omsth A[A'] = h[A4].

Teopema 1. Jus xeadpamnoi mampuywr A = |ja,|| ¢ n cmpokamnu caedyowue
YCAOBUSE SGAKHOMCS IKCUBAACHIMHBIMU:

a) A — abcoaomno neocobennas mampuya.

f) B Kasscdoit cmpoke u 6 kanwcdom cmoabye cywecmeyem mouro 00ur, maxoi
DAEMERIN, HAND. Gpyy WNO Gp| Al 2= 0, npuvesm smo umeem mecmo 0asn a0boii
smampuyst, podemeennoii A. Boaee moeo, dan amux saemenmos 0 == a,,(A,,| .
. (— L1etr) = |A|.

n) Cywecmayem 6 mounocmu 00HA N-KQ dAeMenmos, Komopas Ydossemeo-

n
paem (2). Ecau amo aesmenmor G, 1 S 8 = 0, mo n“im = + |4].
teal

JlokasareaseTno. a) = 0) Ecan 4 — aGcomorno meocoGeHHAsA MATPUIA,
TG OHA TAKIKE ABIACTCH HEOCOORHHOI, 1 COIVIACHO JIANIACOBCKOMY Pa3JIOKeHHIO
onpestennrens |4 no kakomy-mu6o cronluy mimt cTpoke, B Kaykmo#l CcTpOKe
M B RAsKIAOM CTOJOLE MOJDKOH CYIeCTBOBATEH OJIEMEHT, HANP. &y, AIA KOTOPOTO
A, # 0. BEcan 6bl, 0HAKO, /A OJHOTO U8 TAKAX DIEMEHTOB AMEJI0 MECTO
0 F @ Al(— 1) % |A|, T0 MomuO OBUIO OBl ONpENeNBTH MATPHIY B =
= “Bd}” TaK bn = (a’nlAnl("' 1)'“ - |AD/(|An|(— Ir+s) = bi! = gy GO
wiu s % runu j =+ 8. Opmaro, B — Marpuna poncTBeHHas A n nputoM — Heo-
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cobenHass, 4T0 HeBO3MOKHO. (O¢TaioTcs HOITOMY CHEHYIOMZe BO3MOKHOCTH:
IJIA KajKOOro 3JeMeHTa @;; mMeeT MecTo minu ayld|(— 1) = |[A| nmm
a,4;;] = 0. Orciofa yxe, COrIacHO JANIACOBCKOMY PasiIOKeHHIO OIPeein-
rens |A|, cmenyer 0), KOHETHO, ¥ [JIA 000H MATPHE, POACTBeHHON Matpure 4.

6) = B) Ilycrs cupasepnmBo 6), TAaK 9T0 B IEPBOM CTPOKe MATPEUE A mMeeTcs
BIIEMEHT @;,, ATA KOTOPOTO 0 + @44 [d;, |(— 1)@ = |4|. Torma, xomeuno,
|41.,] + Om, 09eBHAHO, CyImMeCTBYeT epecTaloBKa (&, .. ., &,) Yucen 1, 2, ..., n,

n N
NI KOTOPOR Oymaer Ham‘ + 0 1. e. BEIONHsAETCA yenosue (2). amee mpmme-
i=1
HEM JOKa3aTeNbCTBO OT IpoTmBHOro. JlomyermM, 4ro m [iisi IepecTaHOBKM
n
(Bys s Bn) * (4, ..., &) qmcen 1,2, ..., n umeer MecTo | [a;5, % 0, T. €. UTO
5 i=1

He cupaBemmBo B). IIpesxe Bcero cyImecTBYeT MHIEKC 7 TAKOH, 910 &, + f,.
Hns mopMarprmst Am, bid Arﬂr’ OYeBAJHO, BHIIOJNHsAETCA yciaoBme (2), 3maymT,
s mopMarpunsl M, o6pa3oBaHHOR m3 MaTpumbl A BEUepKEBAHUEM ee 7-i
CTPOKM, BHIONHAKTCH yeiaosua demMsl 2. [Tostomy cymecrsyer Marpuma M’,
poncrBennas M, m ofe cooTBeTcTByIOmMe moXMaTpUubl A, W A;p' — Heoco-
Genmste. Ilycts A’ Bosmuraer m3 A samemoit mommarpmunsl M marpmmedr M’
Torpa 4’ pomerserHa 4 @, KpoMe TOrO, a,a’lA:a'l +0 *+a.,), A;ﬂ' 9TO TPO-
THBOPEYHT yCIOBHIO 6).

B) = a) scHO 0e3 JOKa3aTeILCTBA.

Teopema 2. Keadpammas mampuya ¢ n cmpokamu s8asemca a6COAOMHO
0C06eHHOUL, eCATL U MOABKO ecall OHA He ydosiemsopsem ycaosui (2).

Horasarenscrso. Ecanm mamnas marpmma BEDommser ycioswme (2), T0 IO
meMme 1 cymecTByer DPONCTBEHHAs €T MATPHNA, SBIAIOMAsACA HEOCOOEHHOM,

TaK 9TO JaHHasg MaTpuma He Oymer aGcoiroTHO ocobenHoit. JlocraToymocTs
YKaBaHHOTO YCIIOBHS OUYEBHIHA.

CaegerBue 1. Abcoaromro Heocobenmyl KeAOPAmuyo MAMPUYY MOHNCHO
3amenoil ee cmpok UAu cmoabyos npusecmu k makomy 6udy, 6 KOmoOpom ece

2/06HbBIE MUHODYL S6AAIOMCA ONPEdesUMenimy aOCOLIOMHO HEOCOOEHHBLL 2AAGHDLL
nodmampuy.

Hoxrazarenscrso. Ilo Teopeme 1 B abcomoTEO HeocoOeHHON KBaXpaTHOIL

marpume A4 = [ja;]| ¢ » crpokamME cymectByer TOYHO OfHA IlePeCTAHOBKA
n

(o¢q5 --., &) 9mcen 1, 2, ..., m, ANA KOTOPOH na,-a , ¥ 0. Torna mosxHO DOMEHATH
i=1

MecTaMH CTONOIB TaK, YT0GH BIIEMEHT d;, Iepemrel B i-i cTombem A I06oro
t=1,2,...,n. Takmm ofpasom mnonyuurca Hekoropaa Marpuma B == ||bl,
ABIIAIMAACA TaKxe abcoMOTHO Heoco0eHHOM, nprdeM b;; = Qo A 1 = T =N

ITycrs |M| — rnaBrs MusOp mopsAxka m, 1 < m < n marpunsl B; npen-
TIOJIOFKUM JUJIA MPOCTOTH, 9TO KBajpaTHas moxmarpuma M oGpa3oBaHA BEYEp-
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KUBaHHeM %-i CTPOKK U 4-ro cToabua ausa ¢ = m + 1, ..., n. Torga mogmaTpuua

m
M srmonssier yenosue (2) Ui 5IIeMEHTOB I—[bﬁ + 0, TaK 9YTO IO TeopeMme
i=1 '
2 ona He Gymer a6comoTHO ocobernoi. Ho ecnu 61 ona Gsa, ¢ APyroi cropo-
HHI, a6cOM0THO HeocobeHHOH, TO 0 TeopeMe 1 cymecTBoBaIa 6B HepecTaHOBKA

(Bys .-+ Bm) wmcen 1,2, ..., m, oTImYHAA OT OCHOBHOH mepecTaHoBKZ (1,2, ...,

m n
M) B MOTKEO OLI0 GBI MMeTh MecTo HepaBeHcTBO | | by . [] by + 0, uro me-
BO3MOKHO. e heepl

Teopema 3. Keadpamnas mampuya ¢ n cCmporamy s84semcs abCOLOMHO He-
0CO0EHHOIL, eCcAu U TOABKO eCAU ee MOMCHO 3AMEHOL ee CMPOK UAU CMoabyos
npusecmu k makosomy eudy A = ||lall, umo

1. 6ce aaagnvie muropvt nopadka m < n mampuyst A seaswomes onpedeau-
meaamu abcosomHo HeoCoOBEHHbL MAmPUy U

2. ecau | M| ecmv murnop mampuyst A, He asisowuics 2aasHbim, a |[M*| —
e2o donoarenue, mo |M| . |M*| = 0; amo cnpagedaugo u Oas ecex mampuy,
podcmeennuxr mampuye A.

Hoxasatenscrso. Ecam nasHas marpunma — abcomIOTHO HeocobeHHAs, TO
COTJIACHO CIIeNCTBHIO 1 ee MOIKHO 3aMeHOH CTPOK HJIE CTOJIONOB IPHEBECTH K Ta-
xomy Buny A = ||a|, 9ro cupaBemmuso 1. Ilycrs |M| — MmHOp mOpAnka m,
He ABIANIEICA riaBHBIM, a |M*| — ero momonHeswe B ompepenmtene |4,
n mycers |M|.|M*| + 0. Torma, womeaso, Marpunsl M m M* BEUONHAIT
(2) m, mamee, mJIA KaMKIOM M-KHU HJIEMEHTOB @jay 1 <t < mu3s M uana Kam-
IOH (n — m)-KE 3IIEMEBTOB @j,, m + 1 = t =n u3 M* xoTopHe yHOBIe-

n .
TBOPAIOT (2), Ha,-‘a‘ #+ 0 m, ciegoBaTENILHO, COTIIACHO TeopeMe 1, Bce ajeMeHTH
' i=1 .

MOJKHEL 6HITH B3ATH M3 TIABHOM MmaroHansl marpmusl A, 1. e. MuHOp M mod-
JKeH OBITH IIIaBHEIM, 9TO HeBO3MOKHO. VTak, 4, Tak e KaK H KayKIasd PONCTBeH-
HafA el MaTpHWua, BHIOIHAIT yclIOoBEE (2).

Ecnm pannas maTpuma He aBiIseTcs aGcolMOTHO HeocOOEHHOM, HO 3aMeHOMH
ee CTPOK MM CTONOUOB ee MO;KHO mpuBecTH K BuRY 4 = ||a,||, yroBmersopsio-
memy 1 u 2, To m marpuna A He Gymer abGcomoTHO HeoCOOeHHOH H, clemoBa-
TeIbHO, cymecTByer ocoGennasa Marpuma B = ||b,|, poncreernas A. Ilpurow,
0fHAaK0, MaTpuna B BEONHAET ycioBhe 1, mosToMy HepaBeHCTBO by|B,;| + 0
cupaBenmmBo anmA mo6oro ¢ =1, 2,...,n. W3 manmacoBCKOTO Da3jIOKeHHS
onpenenurensa |B| mo moboit -if cTpoke (uimm mo swbomy i-My cTonbmy) m u3
|B| = 0 cmemyer cymecTBoBaEMe dieMeHTa by, k + ¢ mma Koroporo Gruio Gbl
b,/ Bl + 0, 4T0 HeBO3MOMKHO mIA 2.

Torma Kak 10 ycIOBHMIO B) B3 TeOpeMsI 1 BOIpoc 0 TOM, ABJIAETCA A JAHHAS
KBajpaTHasg MaTpuna abGCOMIOTHO HeOCOOeHHOH, MOKHO PEmHUTH TOJBKO Ha
OCHOBAHUHA CBOMCTB CAMOM MATPHIEI, IO YCJIOBHIO §) HeOOXOOMMO MCCIEAOBATE
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He TOIBKO JAHHYIO MATPHIY, HO U Bce POACTBeHHHE eif marpupnl. B cayuae
MaTpumsl Hajl GeCKOHEYHHM IIOJeM JTOT KPHUTepHH HY}KHO I0ITOMY CUHTATh
HeopexTmBEEM. B IOTOGHOM sKe MONOMEHHM HAXONWUTCA W ycioBde 2 m3
Teopemsl 3. BecbMa BeposATHO, OHAKO, 4TO Teopema 1 m Teopema 3 OCTaHYTCH
B CHJIe, eClIE B HEX ycsioBus 0) m 2 3aMeHuTh Gosee cIabBIMy yCIOBHAMI, T. €.
YCI0BASAME

6') B kamcdoii cmpoke u 6 kaocdom cmoabye ksadpammoii mampuyer A =
= ||a,|| umeemea ¢ mourocmu 00Uk snemeHm, HAND., Gp, MAKOU, YMO Aps| A 5| =+
== 0.

2'. Ecau |M| — munop mampuyvt A, He A6AA0WUTCA 2AABHBIM, U €CAU
| M*| — ezo Qonoanenue ¢ A, mo |[M|. |M*| = 0.

Hu opHO W3 9THX IBYX YCIOBWI IIOKAa He ymalock Hokasars. O6a ycaoBus
TECHO CBSI3AHEL MEKAY cO00H M mX MOMKHO cHOPMYIHPOBATH TAaK:Ke B BHIC
TAKOTO BOIPOCA:

ITycmy xeadpamuas mampuya A = |lay|| ¢ n cmpokamu evnoansem ycao-
éun 1 u 2. Moucro au ymeepucdamy, umo moz20a He cywecmeyem nepecmaroska
(Bys -, Bn) wucea 1, 2, ..., n, omauunas om ocrosHoli nepecmarnosku (1, 2, ...,

n
<+, m)1 das xomopoii umeem mecmo || a5 4 0°

i=1
Marpuma 4 — mHeocoGeHEad, I NPH [OKA3aTENBCTBE OT HPOTHBHOIO HET
HeoOX0IMMOCTH PacCMAaTPHBATE TAKME NEPeCTaHOBKH (By, ..., B,), KOTOpPEE He
YAOBIETBOPSAIOT YCIOBHIO

(5) B; =+ ¢ mna moboro ¢ =1, 2, ..., n.
HMe#crButensuo, ecmm Gbr Gblio, Hamp., f; = §, To MOAMATpHIA A,ﬂ, He 6bl1a
G5l o Teopeme 1 aGcoIOTHO HEOCOGEHHOM, 4TO IPOTHBOPEUMT YCIOBHIO 1.

IlepecranoBramu, ymoBIeTBOpAIIUME yeiIoBHIO (5), B 9acTHOCTH OUpeje-
JleHMeM MX YMCIa, BAHMMAIICA LB PAN MaTeMaTmkoB, Haunp. JI. ditmep, .
W. Crapsecrep u ap. (cm. E. NETTO: Lehrbuch der Combinatorik, Jlefnmur
1¢01, crp. 66—74).

Vytah
ABSOLUTN{ HODNOST (TVERCOVE MATICE

Karer Curix, Brno

Matice 4 = ||a,|| a B = ||b;;|| tého% typu m/n se nazyvaji pribuzné, jestlize
prokaZdéi,1 <i < maka?déj, 1 < j < n plati: a;; = 0 <=>b,;; = 0. Absoluini
hodnosti matice se rozumi{ nejmensf z hodnostf viech matic piibuznych s matict
danou. Zejména ¢tvercova matice se nazyva absolutné reguldrni p¥ip. singuldrni,
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jestlize kazdé s ni ptibuzns matice je regulérni p¥ip. singulérni. Jsou-li prvky
uvaZovanych matic z télesa obsahujictho alespoti t¥i prvky a oznatujeme-li
nulovy, jednotkovy a opaény k jednotkovému obvyklym zpisobem 0, 41
a —1, plati:
V&ta 1. Pro &wercovou matici A = |a;;|| o n Fddeich jsou ekvivalentni podminky:
a) A je absolutné requldrni.

b) V kaidém tddkw a v katdém sloupci matice A existuje prdvé jeden proek,
NAPF. Ay, takovy, Ze a, A, == 0 a totéZ plati pro katdou matici piibuznou s A.
Pro tyto proky dokonce plati 0 == a,,|A,,|(— 1)+ = |A]|, kdyZ |4, je dopinék
proku a,s v determinantu |A).

c) Existuje prdvé jedna n-tice menulovych proki z A, z nichf ¥ddné dva ne-
patit do téhoz Fadku ani do téhof sloupce. Jsou-li to proky Aoy 1 =0 =, plati
ziejmé | Ja,, = + |4].

i=1

Vita 3. Ctvercovd matice o n Fddcich je absolutnd reguldrni pravé tehdy, kdy# ji
lze viyménou jejich Fadks nebo sloupct wvést na takovy tvar A = ||ay;||, #e plati:
1. Vdechny hlavni podmatice Fadu m < n matice 4 jsou absoluiné reguldrni a
2. Jestlize | M| je minor matice A, ktery neni hlavni, a jestlize |M*| je jeho
doplnék, pak |M| . |M*| = 0 a toté plats pro katdow matici pFibuznou s A.
Nepodatilo se vSak dokazat tyto véty v piipadé, Zze v nich zeslabime pod-
minky b) pifp. 2 vypusténim dovétku ,,a totéZ plati pro kaidouw maticy pFibuznou
s A*. Zejména lze pro &tvercovou matici 4 = ||a,,|| o » Fadeich, kterd spliuje
podminku 1 a piisludné zeslabenou podminku 2, polozit tuto otdzku:

Mize existovat permutace (By, ..., Bn) Gisel 1, 2, ..., m, kterd je riznd od permu-
tace zdkladni (1, 2, ..., n) a pro ni£ plati | [a;s, == 07
i=1

Snadno se nahlédne, Ze takovéto permutace mohou byt jenom mezi té€mi,
které spliuji podminku f; == 4 pro kazdé+ =1, 2, ..., n.

Summary

ABSOLUTE RANK OF SQUARE MATRICES
Karer Curix, Brno

Matrices A = ||a;;|| and B = |[b,|| of the same type m/n are said to be related,
if ¢;;=0<>b,;=0forallij(l=i<m, 1=j=n). Theabsolute rank of
a matrix is the minimum of ranks of all matrices related to the given matrix.
A square matrix is said to be absolute regular resp. singular, if every matrix
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related to it is regular resp. singular. If the elements of matrices belong to
a field containing at least three elements and if zero, the unit and its opposite
are denoted by 0, 1 and —1, then there hold the following theorems:

Theorem 1. For a square matriz A = ||a,,|| with n rows the following conditions
are equivalent: :

a) A is absolute reqular.

b) In every row and in every column of A there exists just one element, e. g. @,
such that a,,|A,,| == 0 and the same is valid for every matriz related to A.

¢) There exists just one n-uple of non-zero elements of A such that no two of
these elements belong to the same row or column.

Theorem 3. A square matrix with n rows is absolute regular if and only if it is
possible by a permutation of its rows or columns to obtain a mairiz A = |al]
such that

1. all the main submatrices of degree m << m of A are absolute reqular and
2. if | M| is a minor of A which is not main, and if | M*| is its complementary
manor, then | M| . | M*| = 0 and the same is valid for every matriz related to A.

There remains unsolved the problem, whether the phrase “and the same is
valid for every matrix related to A’ can be omitted in these theorems (in condi-
tions b) and 2). Namely for a square matrix 4 = ||a,,|| with n rows satisfying
the condition 1 and the weaker (in the previous sense) condition 2, there arises
the following question:

Does there exist a permutation (By, ..., B,) of integers 1, 2, ..., n different from
(1, 2, ..., n) such that Ha,.ﬂ‘ =+ 0?
i=1

Such a permutation must satisfy the condition §; =1 foralls = 1, 2, ..., n.
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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

ULOHY A PROBLEMY

3. Urdete podet vnitfnich boda pravidelného n-thelnika, z nich% kazdy lezi
alespon na t¥ech dhlopti¢kach tohoto n-thelnika.

4. Budiz dano ptirozené ¢islo n; uvazujme mnozinu N = {1, 2, 3, 4, ..., n}
a definujme zobrazeni f mnoZiny N na N takto: pro sudé z € N je f(z) = 3z, pro
liché ze N je f(x) =n — 4z — 1) .

Ztejmé existuje prirozené &éislo % tak, Ze plati f%(1) = 1. Rozhodnéte, zda
zobrazeni f* je identické.

Jut Sedlddek, Praha

5. Rekneme, %e grupa mé vlastnost (V), jestlize kasdy jeji systém generdtors
obsahuje ireductbilnt systém generdtord (celé grupy).
Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:

Necht Abelova grupa G je koneénym direktnim soudtem p-primdrnich elementdr-
nich grup @, (tj. ¥ad kazdého nenulového prvku z G, je roven p). Potom G md
vlastnost (V).

Poznédmka. Plati, Ze primdrni Abelova grupa mé vlastnost (V) pravé tehdy, jestlize

T4dy jejich prvki jsou stejnomérné omezeny.
Vlastimil Dlab, Charttim

Poznimka k tloze 2. K 2. tloze uverejnéné v tomto dasopise, sv. 85 (1960), ¢is. 1, str. 92,
poznamensvs prof. W. SIERPINSKI, VarSava, v dopise poslaném autorovi tlohy .J. Sedléé-
kovi toto:

Tenty? problém. je uveden jako oteviend otézka v knize W. Sierpifiského ,,Teoria
liczb IIL.*“, Warszawa 1959, str. 201.

J % Sedldéek, Praha,
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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha
REFERATY

ROZSIRENT ADITIVNICH A ISOTONNICH FUNKCIONALU
NA CASTECNE USPORADANYCH GRUPACH

(Referdt predneseny v ,,Diskusich o novyeh pracich brnénskych matematika‘
dne 4. dubna 1960 v Brné)

Je-li (G ) abelovské ¢dsteéné uspofadand grupa (struéné: po-grupa; pod grupou bu-
deme déle rozumét abelovskou grupu), pak pod funkeciondlem F na G budeme rozumét
redlnou funkei, definovanou na mnozing @. F je aditivni na @, plati-lia, b e G = F(a + b)=
= F(a) + F(b) a isotonni na (@ <), je-li F(a) > 0 pro viechna a ¢ @, a = 0. Pod (G )
budeme rozumét po-grupu, jejiz ddstedné uspordddni < je jemnsjsi nez Edstedné usporddéani
<, tj. pro néz plati ae @, a = 0 = a & 0. Je-li H podgrupa po-grupy (G £), f aditivni
a isotonni funkeiondl (ai-funkeciondl) na (H <), pak ai-funkciondl F na (G <) nazveme
aditivnim a isotonnim roz$ifenim (aé-rozsffenim) na (G X) funkciondlu f, jestlize plati
F(a) = f(a) pro vSechna a ¢ H.

Cilem préce je Fefeni ndsledujici otdzky: Je-li y e G, @ mnozina vSech ai-rozsifeni na
(G £) ai-funkciondlu f, jest nalézti mnoZinu hodnot F(y) vech F e @, a feSeni nékolika,
otézek pribuznych, tykajicich se jednoznaénosti ai-roziifeni. Otédzky podobného druhu
pro &ésteénd usporddané vektorové prostory byly feSeny v préci W. New, Uber die Fort-
setzung monotoner Linearformen, Math. Zeitschr. 66 (1956), 129 —142.

Viude v dal§im pouzivéme zavedenych oznadeni a piedpokladu f + 0.

Véta. Tehdy a jen tehdy existuje ai-rozsirent na (@ <) funkciondlu f, jestlize na G existuje
édsteéné uspordddni -3 jemnéjst neZ < s viastnostma: 1. f je isotonné na (H <3), 2. pro libo-
volné y e G existuji proky x, z € H a pfirozend &islo n tak, Ze plati x & ny & z.

Mnozinu v8ech ééstednych uspofdddni =3, spliujicich podminky predeslé véty ozna-
&ime Q. Je-liy ¢ G, <= 8dstednd usporddani grupy @, rozuméjme pod R(y, <) resp. S(y, 3)

: ¥ : 1 1
mnoZzinu vSech reélnych &isel p resp. o takovych, Ze plati o = — f(x) resp. ¢ < — f(x) pro
n n

vhodn$ zvoleny prvek x ¢ H a pro vhodné zvolené prirozené é&islo n s vlastnosti z & ny
resp. £ 3 ny. Oznadme r(y, ) = inf R(y, <), s(y, =) = sup S(y, =2). Oznadme ddle
7(y) = sup r(y, ), s(y) = inf sy, ).

{eQ {eQ

Véta. Budiz Q@ + (. Pro libovolné y e G a libovolné ai-rozéifent F na (@ <) funkciondlu f
plati sy) < F(y) < r(y)-

Pro libovolné y ¢ G a libovolné (koneéné) rediné &islo 1, s(y) < n < r(y), ezistuje at-roz8i-
rent F na (G X) funkciondlu f tak, Ze plati F(y) = 7.

Véta. Je-li Q + 0, pak mnoZina M vdech prokd ye G, pro néf plath — © < s(y) =
=r(y) < o, je podgrupa v G,H C M C G. Funkciondl F, definovany na M rovnict
F(y) = s(y), je jednoznatné uréené ai-rozsifeni na (M <) funkciondlu f. K Ubovolnému
prvku z € G, z non e M, existuji ai-rozsifent Fy, Fy na (G L) funkciondlu f takovd, e plat
F,(2) F Fy(2).
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Véta. Tehdy a jen tehdy existuje presné jedno ai-rozéireni na (G <) ai-funkciondlu f, kdyz
existuje Edstedné uspordddnt <3 na G, jemnéjst net <, kdy? f je isotonni na (H <) a kdyz
k libovolnému takovému &Edstebnému uspordddnit a k libovolnému redlnému &islu & > 0
existujt proky z, z ¢ H a pfirozené &islo n tak, Ze plati © & ny & 2, f(x) — f(z) < ne.

Prvek ye @ nazveme jednoznadné ohodnoceny nad (H,f), jestlize existuje pfesné
jedno ai-rozsifeni na ({H, y} < ) funkciondlu f (kde {H, y} je podgrupa v G, vytvofend
podgrupou H a prvkem ¥). _

Véta. Prvek yeG je jednoznadné ohodnoceny nad (H,f), kdyz a jen kdyZ plati
— 0 <8y, S) =1y S) < .

Véta. 1. Proky jednoznaéné ohodnocené nad (H, f) tvofi podgrupu N, H Cc N C G-

¥7 v

2. Na N definovand funkce F(y) = s(y, ) je ai-roz§ifent na (N L) funkciondlu f.
3. Je-lt F (jednoznabné urlené) ai-rozsifent na (N L) funkciondlu f a prvek y e G jedno-
znaéné ohodnocen nad (N, F), pak plati y e N.
F. Sik, Brno
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

RECENSE

Jut Klapka: ANALYTICKA GEOMETRIE. Stétni nakladatelstvi technické litera-
tury, Praha 1960, 1. vydéni, 380 stran, 151 obrézkd, 2200 vytiski, cena Kés 41,—.

Kniha je schvélena ministerstvem fkolstvi a kultury jako uéebnice analytické geometrie
a vektorové algebry pro studium na fakultéch inZenyrského stavitelstvi, architektury
a pozemnfho stavitelstvi a ostatnich fakultdch technického sméru. D8l se na Sest édsti;
obsah a koncepce jednotlivych &dsti knihy se jevi v hlavnich rysech takto:

Prvé 84st je vénovéna védzanému a volnému geometrickému vektoru, souétu koned-
ného podtu vektorll, soudinu &isla a vektoru, dalsim pravidlim pro poéiténf s vektory,
vektoru obecnému a aritmetickému, afinnfm (rovnobézkovym) soufadnicim bodu a vek-
toru na pi¥{mee, v roving a prostoru, orientaci p¥{mky, roviny a prostoru. Vychozimi, zé-
kladnimi pojmy jsou pfitom pojem orientované usec¢ky ¢ili vdzaného vektoru a pojem
soustavy vSech navzdjem rovnych vézanych vektorua éili volného vektoru.

Druhé &ést, vénovand rovinné a prostorové afinni geometrii linedrnich tvart, studuje
parametrické rovnice pffmky v roving a prostoru, délici pomér, rovnice ptimky v roviné,
dvojice pfimek v roving, svazky a osnovy pi{meék v roviné, parametrické rovnice roviny,
rovnice roviny v prostoru, dvojice rovin, svazky a osnovy rovin, trojice rovin, trsy piimek
a rovin. Pfi vykladu se vychdzi zpravidla od vektorového vyjddieni; rozepsénim ve slozky
dostanou se potom vyrazy klasické.

Tieti édst pojedndvé vlastné o analytické geometrii linedrnich ttvard eukleidovského
prostoru. Ke studiu metrickych vlastnosti geometrickych Gtvard uzivé pritom soudint
vektort. Hlavni body vykladu a tim i jeho postup mtZeme struéné zachytit hesly: skaldrni
soudin vektorfi, kartézské soufadnice vektoru a bodu, vzdédlenosti bodi a uhly vektoru,
rovnice pifmky a roviny v kartézskych soutadnicich, vzddlenost bodu od p¥mky (roviny),
vektorovy soudin, soudiny ti{i nebo &tyi vektort, objem rovnobéinosténu, transformace
kartézskych soufadnic, poldrn{ soutadnice v roving, semipolérnf a polérni (sférické) sou-
Tadnice v prostoru, zékladni véty sférické trigonometrie.

Ve &tvrté édsti se probiraji pfedevsim kuzelosetky, déle pak nékters algebraicks kiivky
vysSich stuptiti a nékteré k¥ivky transcendentni. Vyklad o kuzelosetkdch se zading odvo-
zenim normélnich rovnic kuzelosetek (z elementérnich definici kuzelosedek) a vreholf roz-
borem rovnice druhého stupné ve dvou proménnych a jejim uvedenim na normsini tvary
(uZitim transformac{ soufadnic). Z algebraickych kiivek vyssich stupni a kfivek trans-
cendentnich jsou probirdny jednak technicky déalezité kiivky jako Bernoulliho lemniskéta,
kubické a semikubické parabola, cyklické k¥ivky, spirély, jednak kiivky uzivané p¥i apli-
kacich diferenciélntho & integrélnfho podtu jako Descartestv list, kruhové evolventa atd.

Cést patd se zabyvé plochami druhého stupns, plochami ratadnimi a nékterymi dile-
Zitymi plochami p¥fmkovymi (specidlnd konoidy). Regulérni kvadriky se piitom studuji
na zékladé normélnich tvart svych rovnic (neprovadi se uplny rozbor rovnice druhého
stupné ve tfech proménnych). U kuzelovych a vélcovych ploch (i nekvadratickych) se
naproti tomu odvozuji rovnice jak pro polohy obecné, tak pro polohy zvldstni. Totéz lze
Hei o rovnicich ploch rotaénich a uvedenych ploch p¥imkovych.
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Sestd dést jednd o determinantech, maticich a jejich uZiti p¥i fefeni soustavy linedrnich
rovnic (homogennich i nehomogennich). Je minéna jako nutny (struény) doplnék pro ty
dtendte, kteff neslyseli vyklady o algebie, uvéddéné v prednaskéch na technickych fakul-
téch. '

P¥i hodnoceni Klapkovy knihy divejme se na ni: 1. s hlediska poZadavkd kladenych na
udebnici uréenou pro fakulty technického sméru, 2. s hlediska koncepce a metody, 3. s hle-
diska zafazeni mezi knihami o analytické geometrii.

Ad 1: Vyklad, promyslend se zifkaje axiomatického pojeti, navazuje na védomosti
ziskané na jedendctiletce. Nézornost, srozumitelnost a aplikabilita vylozens litky je pléno-
vitd posilovéna piehlednymi obrdzky, celou fadou v textu Yefenych pifkladt a mnoha
vhodné a rozmanité volenymi cvidenimi s udanymi vysledky resp. pokyny k fedeni. Meto-
dika vykladu je peélivé promyslena se zFetelem k udr¥eni zdjmu studenta-technika o mate-
matiku, se zfetelem k vyuéovéni technickym discipliném a se zfetelem k ¥efeni technic-
kych problému. (Viz napi. na vhodnych mistech uvedené piiklady z fysiky, technicky
i jinak dulezité kiivky v &asti étvrté, plochy rotadni a nékteré dulezité plochy piimkové
v tasti paté, zdkladni véty sférické trigonometrie v ddsti tieti apod.) P¥i oznadovéni bodd,
vektort a jejich soufadnic, zavddéni novych ndzvi apod. jsou sprévné respektoviny
zvyklosti vzité ve vyudovéni jinym predmétiim na technickych fakultdch.

Ad 2: Koncepce knihy, vyristajici vhodné z vysledkd synthetické geometrie (zndmych
ze stiedni §koly), vrcholi v promysleném a priméfenym zpisobem provddéném seznamo-
véni s novymi mySlenkami obsaZenymi v moderni literatute o analytické geometrii. (Viz
napt. partie jednajici o vektorovych prostorech, orientaci base vektorového prostoru,
determinantu pfechodu apod.) Po strédnce metodické uzivé kniha podstatng, s dislednou
domy8lenosti a geometrickou ndzornosti prostfedkt vektorové algebry.

Ad 3: Skute&nosti uvedené v 1 a 2 charakterisuji jasné Klapkovu knihu jako velmi
dobrou a mnohostranngd uzitednou vysokoSkolskou udebnici, kterd bezesporu zaujme
vyznamné misto mezi uéebnicemi analytické geometrie psanymi pro technické fakulty.

Zévérem je treba se zminit o ndzornych obrdzcich a peélivém vydéni knihy Stétnim
nakladatelstvim technické literatury v Praze.
Zdenék Vandura, Praha

M. Miller: VARIATIONSRECHNUNG. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig
1959, 133 stran, 23 obr.

Knizka Millerova je elementérnim tvodem do variadniho podtu v rozsahu potfebném
pro pracovniky v exaktnich & technickych védéch, kteti pouzivaji matematiky jako po-
mocného aparétu ve své problematice. Metoda vykladu a zptisob odvozovéni jednotlivych
poznatkt je volen tak, aby &tend¥, ktery je obezndmen se zékladnimi poznatky z dife-
rencidlnfho a integrédlnfho poétu a s elementdrni teorif diferencidlnich rovnie, mohl bez
obtizi sledovat text i vypodet. Klasickymi obvyklymi metodami vyklddd autor teorii
a postup vypodét pro nejbéznsjéi kategorie variaénich problémil ve snaze podat teorii ve
srozumitelné struéné form® s dodr¥ovénim matematické exaktnosti; vyklddé predeviim
metodu vypodtu pro rizné typy varia¢nich uloh. Velkd fada do konce propoétenych pii-
kladt udf ¢tenére bezprostiedni aplikaci odvozenych teoretickych vysledki. To je prévé
velké vyhoda této elementédrni udebnice variaéniho poétu, které je urdena tém, kteti se ve
své vlastni problematice setkdvaji s konkrétnimi variaénimi problémy.

Zptsob a vyklad problematiky je obdobny postupu jinyeh uéebnic elementdrnich metod
variaéniho podétu.
Prvé kapitola zasvécuje Stendfe do problematiky varia¢niho pottu. Velmi struéné
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seznamuje se tu étendt s pojmem funkciondlu a extrému funkeiondlu v porovnéni s 330-
jmem funkece a jejtho extrému. Tato ivodni kapitola obsahuje téz zékladni pomocnou Yet.u
elementérniho variaéniho podtu, kterd je velmi diilezité p¥i odvozovéni rovnic extréméal
pti jednotlivyeh typech variaénich tloh. '

Na zaddtku kapitoly druhé je ve strudnosti odvozena Eulerova diferencidlni rovnice
pro nejjednodud’i p¥ipad funkciondlu s pevnymi a volnymi konci a odvozeny podminky
transversality. Vhodné volené jednoduché i obti#ngjsi ptiklady (podrobnd propodétené)
objastiuji nejen predchozi teorii, ale upozorfiuji téz dtendfe na rizné detaily, ktere% se
mohou vyskytnout v konkrétnich p¥ipadech a které nejsou teorii podchyceny. Pojem
totélnf a prvé variace nejjednodusitho funkcionélu je zde vysvétlen se struénosti Posta,-
¢ujiel pouze k porozuméni dalsfho textu teorie. Po objasnéni pojmt slabych a sﬂilych
extrémi jsou diskutovdny nutné a postadujici podminky pro extrém nejjednodussiho
funkeionélu. Tak, jak je obvyklé v jinyceh udebnicich, jsou v dal§im uvedeny nutné pod-
minky pro extrém funkeciondlu zévislého na vysiich derivacich hledané funkece & je odvo-
zena Euler-Poissonova rovnice. Po struéné teorii variadnich problému s vice proménnymi
a vicedimensionélnich variaénich problém je za¥azen obsshlejsf text o variadnich tlohdch
v parametrickém tvaru pro p¥ipad kfivek rovinnych a prostorovych. Také zde jsou ve
struénosti odvozeny podminky transversality. Stat o Hamiltonovd principu uzavird pak
druhou kapitolu, kterd je nasycena cennymi instruktivnimi pifklady za kazdym typemn
variaéni Glohy.

V kapitole t¥eti je formulovdn isoperimetricky problém a ve struénosti vysvétlena
a zdivodnéna metoda jeho YeSeni. Na deseti vhodn& volenych a uplné propoétenych pii-
kladech je postup vypodtu tohoto problému &tendfi velmi piibliZen. Velmi mélo pozor-
nosti je zde vénovéno variaénimu problému s vedlej§imi holonomnimi podminkami. Kapi-
tolu t¥eti uzavird rozbor pojmu geodetickych dar plochy s hlediska variaéniho poétu.

Piimé metody FeSeni varia¢nich tloh (Eulerova, Ritzova a ¥eSeni pomoci Fourierovych
fad) jsou struéné vysvétleny v kapitole 8tvrté a pfedvedeny na p¥ikladech. Konetné
posledni kapitola pét4 orientuje dtendie jen o tom, jak Ize v nékterych ptipadech prevést
okrajové problémy z diferencidlnich rovnic na problémy variaéni.

Pri hodnocent této knizky o elementérnim variaénim poétu je tteba vyjit z faktu, ze byla
sepséna pro nematematiky, kteff uzivaji klasickych podetnich metod nebo budou jich uzZivat
pli tvofivé préci ve svém oboru. Vice nez polovina knizky je zaplndna propoétenymi p¥i-
klady. Je tedy s tohoto hlediska kniZka elementérni udebnici klasickych variadnich metod
a dobfe poslouz{ tém, kterym je uréena. KniZka je té% vhodné pro studenty téch technic-
kych obord, které vyzaduji Sir§{ matematické vzd&ldni. Matematik a teoreticky fysik
musi byt shovivavy pfi jejim posuzovéni: autor ve snaze po velké struénosti nepoddvé
ucelenou teorii. Jasné viak formuluje pfedpoklady a zdvéry. BohuZel je tato snaha po
stru¢nosti mnohdy na tkor porozuméni — predeviim v diikazech jednotlivych tvrzeni.
Rada formuli by méla byt pfece jen blize zd@vodnéna. Také ndkteré tiskové chyby ve
formulich mohou &tendfe zmést.

Veelku je mozno ¥ci, ze knizka splni dob¥e ten tdel, za kterym byla sepséna, tj. je
vhodnou pomtckou pro ty, kdo majf p¥éni brzy a dobie se seznémit s podetnfmi metodami
pti feSeni klasickych variagnich tloh.

Frantisek Noziéka, Praha

L. Rédei: ALGEBRA, I. dil. Lipsko, Akademische Verlagsgesellschaft, Geest & Portig

Ny

K.-G., 1959, XV, 797 str. PYepracovany a rozsiteny preklad z madarStiny po¥izeny auto-
rem. Origindl vysel r. 1954.

Jak fikd autor v pfedmluvs, nevyZaduji se ke studiu knihy zddné zvldstni predbézné
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védomosti az na znalost piirozenych &isel a k tomu jisté obratnosti v matematickém
myglenf, kterou mé poslucha$ matematiky ji# v druhém semestru studia na vysoké 8kole.
Radil bych viak, aby posluchati matematiky pristoupili ke studiu knihy k doplnéni svych
védomost{ z algebry az po prostudovéni elementérngj§ich uéebnic, jako je nap¥. Algebra
Kofinkova nebo KuroSova. Autor je senior tsp&iné algebraické Skoly madarské. Pii
zpracovani létky uzil prac{ svych i praci svych zdkd, tak#e i pokrodilému &tend¥ muge
kniha poskytnout dobré sluzby. Vedle v&ci zcela novych.najde v ni zajimavy vyklad
i véef jiz zndmych.

Na konci mnohych paragrafii jsou ptipojeny piiklady a tilohy, namnoze velmi suges-
tivni, a také uvedeny nékteré nefeSené problémy. Dosti pifkladt je obsaZeno i v textu,
aby slouzily k lep§imu porozuméni ldtce.

Co je algebra, vysvétluje autor v pfedmluvd: Algebra zadala poletnimi vykony, které
lze provddét v mmoZiné pfirozenych &isel. V daldim rozvoji vznikly i jiné pifklady vy-
koni, jesté dffve nez vzniklo uvédoméni, Ze je lze pojimat z jednotného hlediska a zna&né
je zobecnit. V kazdé mnoZiné lze vykony definovat tak, Ze kazdé dvojici prvki z mnoziny
prifadime prvek z ni a mnozinu s témito vykony nazveme pak strukturou. Algebra se za-
byvé zkoumsénim takovych struktur.

Toto vymezeni oboru badén{ algebry vyZaduje vSak dvojtho omezeni. Jedno z nich
zélez{ v tom, Ze se zkoumaji ze vSech myslitelnych vykon pouze vykony dileZité pro
praxi. Témi jsou pfedeviim vykony asociativni, na né% se tudiz kniha omezuje, jako ostat-
né veétsina udebnic algebry. Neasociativni vykony se budou vyskytovat jen jako pojmy
pomocné.

Principidlni vyznam mé vSak ta modifikace pojmu algebry, kterd vznikne z poznatku,
Ze neni tfeba piihlizet k podstaté prvka struktur. Pfesnou formulaci tohoto pojmu vds-
¢ime geniu ERNSTA STEINITZE, ktery svou praci ,,Algebraische Theorie der Korper (1910)
vytyd¢il smér algebraickému béddani tim, Ze zavedl ,,princip izomorfismu‘, podle kterého se
povazujf izomorfni struktury za v podstaté rovné. Tak vytvoiil v algebfe cosi podobného
jako Frrix KrLEIN v geometrii svym ,,Erlangskym programem‘.

Proberu nynf obsah knihy, ovem jen v heslech, a to tak, ze budu upozoriiovat hlavné
na’véci, které se nevyskytujf v jinych algebrach.

Kapitola I. Uvod do teorie mmo¥in. Jedné se tu také o zobrazenich, o rozd&lenich v tiidy
a o ekvivalenci, o mnoZindch uspofddanych a dobfe uspofddanych. Pti této prilezitosti na-
zyvé autor vétu zndmou pod jménem Zornovo lema lematem Kuratowského-Zornovym,
ponévadz ji K. KuraTowskI difve uverejnil. Oviem na vyznam této véty v algeb¥e upo-
zornil M. Zornw.

Kapitola II. Struktury (u Bourbakiho algebraické struktury). Nejprve jsou definovény
vykony a operdtory v mnozind, pak probrény nejdulezitéjif struktury: pologr.u];‘)y,
grupy, moduly, okruhy, kosot8lesa, t&lesa (a na konci kapitoly svazy). Ndsleduje definice
podstruktury a nadstruktury (roz$ffeni struktury), pak vytéeny nékteré dileZzité pod-
struktury, jako nap¥. podstruktury Frattiniho. O komplexech se jednd jako o zobecn.éni
podstruktur. Pak jsou uvedeny definice izomorfismu a homomorfismu a pojml z fuch
odvozenych. Také se tu mluvi o rtznych zpisobech konstrukce struktur, nejprve Ja:kf)
nadstruktur k dané struktuie. To jsou nap¥. podflové struktury. Z vice struktur jsou napr.
sestrojeny soudiny struktur a jejich nejdilezitéjsi pouziti, direktni souéiny a souét.y.Vi'dy
se zdlrazhuje analogie mezi rGznymi strukturami. Aby se analogie mezi g.rupamx a
okruhy co nejvice rozéfiila, zavéddji se dvojice zobrazeni okruhu v sebe, tzv. dvq;né horlflo-
tetismy. V této kapitole se také jednd o volnych strukturdch a o strukturdch defu_moya.nych
rovnicemi, o reprezentaci grup pomoci grup permutaénich a o grupé alternujici. Je 1311
také umisténa véta Schreierova a vdta Jordanova-Hélderova. Lema Zassenhausovo pri-
tom uZivané je doplnéno explicitnim udénim izomorfismi, které se v ném vyskytuji.
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Kapitola IIT. Operdtorové struktury. Po obecnych tGvahéch se uvazuje 0 t.)peré.torovy?h
grupéch, modulech a okruzich. Je uvedena véta Remakova-Krullova-Schmidtova. Pak je
promluveno o vektorovych prostorech, dvojnych vektorovych prostorech, o algebrdch a
dvojnych algebrach. Jako pifklady jsou uvedeny kifZové soudiny (u E. NOETHEROVE
,,Verschriinkte Produkte‘, zde viak obecnéji) a monomidlni okruhy. Déle se mluvi o poly-
nomovych okruzich, linedrnich zobrazenich, maticovych okruzich, linedrnich grupédch
a alternujicich okruzich, které slouzi k definici determinantt a odvozeni jej ich vlastnosti.
Cramerovo pravidlo je vy¥&eno i pro komutativni okruhy s jednotkou, v nichZ mohou byt
i délitelé nuly. Je definovén charakteristicky mnohoélen matice, normy & stopy algeber.
Konetns je promluveno o komplexnich a kvaternionovych okruzich.

Kapitola IV. Délitelnost v okruzich. V piedeslych dvou kapitoldch se jednalo o riznych
strukturéch z obecného hlediska. Nyni se autor zadne zabyvat zvldStnimi vlastnostmi
struktur. P¥i otdzkéch délitelnosti se neomezuje jen na komutativni okruby. Pojedndvé
o okruzich s hlavnimi idedly a o euklidovskych okruzich. Je uvedena véta Szendreiova
0 moZnosti rozifeni okruhu bez délitelt nuly na podobny okruh s jednotkovym prvkem.
Déle se tu mluvi o polynomovych okruzich nad kosotdlesy. Koneéné je obsirné pojedndno
o okruzich celych kvaterniont.

Kapitola V. Koneéné Abelovy grupy. Jsou uvedeny hlavni véty o nich a o jejich charalk-
terech a je vyslovena vdta Hajésova a jeji zpresnéni. Ddle nésleduje rozsifeni Mobiova
vzorce na Abelovy grupy a jako zobecnéni vzorec Mébitiv-Delsartetiv. Pojednéno je o za-
vedeni zetafunkei pro koneéné Abelovy grupy. Kapitola kond{ stati o grupé zbytkovych
t¥id mod m nesoudélnych s m a o primitivnich éislech mod m.

Kapitola VI. Operdtorové moduly. Tato teorie se obvykle nazyvé linedrni algebrou. Jsou
uvedeny nejprve zdkladni véty o determinantnich a elementdrnich délitelich. Nésleduje
dtkaz hlavni véty o Abelovych grupich s koneénym podtem vytvorujicich prvki.
V dalsich paragrafech se mluvi o linedrni zdvislosti v kosotélesech, ve vektorovych prosto-
rech a o linedrnich soustavéch rovnic v nich. Tu je uvedena Kroneckerova véta o hodnosti,
Schurovo lema, Chevalleyova-Jacobsonova véta o hustotd a konedné strukturové véty
‘Wedderburnovy-Artinovy.

Kapitola VII. Nekomutativni okruhy mnohoblenové. Tato kapitola obsahuje Fadu zné-
mych vét o mnohoclenech, vzorce Newtonovy a Waringovy, pro néz je poddno nové odvo-
zeni, a Hilbertovu vétu o bézi. Déle jsou uvedeny dvé véty, Szekeresova a Kroneckerova-
Henselova, poskytujici efektivni uréeni viech idedla z R[z], kde R je okruh s hlavnimi
idedly. Koneéné nésleduji paragrafy jednajici o Tschirnhausovych transformacich idedl
a o okruzich, které lze vytvorit jednim prvkem.

Kapitola VIII. Teorie téles. V této kapitole je vyvinuta Steinitzova klasické teorie t&les.
Je odvozena determinantni véta Kénigova-Radosova o poétu riznych kofent mnohodlenu
nad konednym télesem, véta Wedderburnova o konednych kosotélesech, nékolik v&t
© mnohoélenech cyklotomickych, platnych i pro prvoédiselnou charakteristiku. Dsle je
pojednéno o Oreovych mnohoélenovych okruzich. Koneénd je pak dokdzéna existence
normélni béze pro koneéns télesa.

Kapitola IX. Usporddané struktury. V télese raciondlnich &fsel je mo¥no zavést poréd-
kovou relaci < ryze algebraicky, tj. pomoci vykont platnych v tomto tlese. Rozsifenim
je véta Artinova-Schreierova a véty Szeleho a Johnsonova pro kosotélesa resp. okruhy.
Na konec' je tu promluveno o uspoféddénich archimedovskych a nearchimedovskych a
o absolutni hodnoté v uspofddanych strukturdch.

Kapitola X. Ohodnocend télesa. J. KtrscHAK (1913), veden Henselovou teori p-adickych
&isel, rozsiiil pojem absolutni hodnoty a dal tak vznik teorii ohodnoceni pro télesa, coZ je
velmi dileZité kapitola algebry s Sirokou mo#nosti pouziti. Autor nejprve definuje ohod-
nocenf télesa, talkze hodnoty jsou prvky z uspoiédaného télesa (sstélesa hodnot‘‘), definuje
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pokratovéni ohodnoceni, konvergentni posloupnosti & limity, jakoZ i pojem perfektniho?)
télesa, a podévé sestrojeni perfektnihol) obalu ohodnoceného télesa. V této souvislosti je
sestrojeno téleso &fsel redlnych a pak i komplexnich. V dal$im se predpokldds, e téleso
hodnot je télesem ¢&isel redlnych a zavedeno pak ohodnoceni exponentové, diskretni
a p-adické. Jsou uvedeny obé véty Ostrowského, a jako piiprava pro dalsf, lema Hense-
lovo. Déle je tu podéno pokratovéni redlnych perfektnich ohodnoceni nejprve pii roz-
sireni koneéného stupné, pak pii algebraickém roziifeni. Koneénd se uvazuje o redlnych
ohodnocenich éiselnych téles koneného stupné a o redlnych ohodnocenich jednoduchych
transcendentnich rozsifenich téles.

Kapitola XI. Teorie Galoisova. Nejprve je dokdzdna zékladni véta této teorie. Ndsleduje
dikaz véty Stickelbergovy pro konedné télesa; t6 je pak uZito k dikazu zékona, recipro-
city (podle Mirimanova a Hensela). Pak je pojedndno o télesech cyklotomickych a cyklic-
kych, o rovnicich resitelnych (odmocninami) a o nefelitelnosti (odmocninami) obecnych
rovnic stupné > 5. Zde jsou odvozeny vzorce pro FeSeni rovnic druhého, t¥etiho a étvrtého
stupné a urovnic t¥etiho a étvrtého stupné nad koneénym télesem K stanoveny podminky,
kdy maji kofeny v K a jejich podet v K. V obvyklém rozsahu se pojedndvé o sestrojitel-
nosti kofent pravitkem a kruzitkem, po demz nésleduje zajimavy paragraf o vyznaénych
bodech v trojuhelniku. Koneénd se uvazuje o urdeni Galoisovy grupy k dané rovnici
a o normélnich bézich.

Kapitola XII. Koneéné jednostuptiové nekomutativni struktury. Jednostuptiové ne-
komutativni struktury jsou struktury, u nichz vSechny vlastni podstruktnry jsou komu-
tativni. Je tu poddna teorie takovych struktur pro p¥ipad koneénych grup, okruhd a po-
logrup, pochézejici od autora knihy. Karel Rychlik, Praha

Wactaw Sierpiriski: O STU PROSTYCH, ALE TRUDNYCH ZAGADNIENIACH
ARYTMETYKI. — Z POGRANICZA GEOMETRII I ARYTMETYKI. S dodatkem
A. Makowského: Przypisy do Stu prostych, ale trudnych zagadnied arytmetyki. Vyda-
vatel Panstwowe zaklady wydawnictw szkolnych, Warszawa 1959, 80 stran, 4 obr., cena
zl. 9,—.

Novou knfzku W. Sierpifiského je mo#no rozdslit do ti{ zhruba stejné rozsdhlych ¢ésti:

(dst prvni mé ndzev ,,0 stu prostych, ale trudnych zagadnieniach arytmetyki‘. Autor
sem zatadil sto aritmetickych tloh, které je mozno formulovat p¥stupné i pro naprostého
laika, z nich# vétsina vSak dosud &eké na své Yeeni. NerozteSené problémy t¥{d{ Sierpiriski
do dvou skupin. Do prvni se Yadf ty dlohy, pro néz je (teoreticky) zndma metoda feSeni;
mohli bychom je napi. rozieit slozitymi vypoéty, ale tyto vypobty jsou tak pracné
a zdlouhavé, 7e je dosud neumime provést ani s pouZitim nejmoderndjsich poditacich
stroji. Do druhé skupiny spadaji ty neroziesens aritmetické problémy, pro néz neni znédma
%4dné metoda, kters by (t¥ebas i po velmi dlouhych vypodtech dnes$ni technikou ne-
zvlédnutelnych) vedla k jejich fedeni. P¥{kladem tlohy pattici do prvni skupiny je otdzka
najit rozklad v prvodinitele &sla 2!t — 1. Do druhé skupiny patiil do neddvna napf.
problém J. CULLENA, zda pro kazdé p¥irozené &islo n > 1 je dfslo n . 2 + 1 slozené. Tato
otézka byla zodpovédéna teprve nedédvno zjisténim, Ze &islo 141 . 2141 + 1 je prvocislem.

Stovka problémi, s kterou zde Sierpinski seznamuje své ¢tenéfe, jo popséna velmi
piistupnd a piedbéiné znalosti pot¥ebné pro fetbu této Edsti spisku jsou minimélni (tak
napk. i pojem faktoridlu je tu definovén). Néplt problémi je dosti riznorodé: Ctenéf se

1) Podle terminologie obvyklé v topologii by bylo 1épe uzit slova uplny (vollsténdig).
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sezndmi s Cisly Fermatovymil) a Mersenneovymi, s prvodiselnymi dvojéaty, se slavnou
vétou Dirichletovou o prvoéislech v aritmetické posloupnosti, s dokonalymi é&isly, s Wa-
ringovym problémem apod., je ovSem vénovéna pozornost také novéjsi éiselnéteoretické
problematice a nékterym vysledkiim, k nimZ dospéli v posledni dobé pol§ti matematikové.
Tak napi. byla poloZena tato otdzkas:

Sestavime-li (pii daném prirozeném &isle n > 1) éisla 1, 2, 3, ..., n? do tabulky

1, 2, 3y ceny M
n+ 1, n—+2, ... ..., 2n,
n:—n+1, ..., , n2,

méme rozhodnout, zda kazdy z n f4dkl tohoto schématu obsahuje alespoil jedno prvo-
¢islo. Polsky matematik A. SCHINZEL zjistil, Ze pro vSechna n < 3000 je uvedené tvrzeni
spravné. Dikazy a literdrni odkazy v této ¢dsti knizky nejsou uvedeny; tém je vénovéna
zdvéredénd ¢ast knihy, jejimz autorem je A. MAKOWSKI.

Druhé &ast knihy mé nézev ,,Z pogranicza geometrii i arytmetyki‘‘. MnoZina miiZzo-
vych bodid v roving byla studovéna jiz mnoha autory, zde se vSak seznamujeme zejména
s novéjsi problematikou tohoto zajimavého oboru matematiky. H. STEINEAUS poloZil
pled dasem otézku, zda ke kazdému piirozenému &slu n existuje v dané rovind s m¥izo-
vymi body kruznice, jejiz vnitfek obsahuje prdvé n miizovych boda. Odpovéd na otdzku
je kladné a elementdrni dikaz, ktery Sierpinski ve své kni’ce uvddi, plyne snadno
z tohoto lemmatu: KaZdd krufnice o stfedu v bodé (|/2, 3) prochdzi nejvyse jednim mitovym
bodem.

Z obdobné tematiky, kterou zde autor déle popisuje, uvedme je$té alespoi tuto vétu
(dokédzanou A. Schinzelem): Ke kazdému pfirozenému &islu n existuje v roviné kruznice,
kterd prochézi pravé n miizovymi body. Informativnim zptisobem (vétiinou bez dukazil)
si drubé &ast publikace v8imé téZ mnoziny vSech bodi v roving, jejichZ obé soufadnice
jsou raciondlni &isla.

Na dvaceti strdnkéch zdvéreéné t¥eti ¢dsti uvddi A. Makowski nékteré literdrni odkazy
k prvni é4sti knizky, misty s obSfrn&j8im komentéfem a s elementdrnimi dikazy nékterych
tvrzeni.

V kni%ce neni vyslovné uvedeno, komu je spis uréen; z celkového zpracovéni je viak
patrné, Ze tuto publikaci mize &ist velmi Siroky okruh &tendit. Okolnost, ze se A. Ma-
kowski ve své &dsti zmitiuje o Matematické olympidds, ukazuje téz, Ze nejvice Stendi
najde tato zajimavd kniha patrnd mezi mlddezi. JiFt Sedldéek, Praha

DALSI VYDANE KNIHY

Ji¥ Horejst: SBIRKA ULOH Z DYNAMIKY. Stétni nakladatelstvi technické litera-
tury, Praha 1960, 244 stran, 170 obr., cena Ké&s 24,30.

Tato sbirka uloh navazuje na knihu akademika V. Da8ka ,,Dynamika‘; je uréena pre-
dev$im posluchadtm fakult inZenyrského stavitelstvi a strojnfho oboru a pak také kon-
struktéram v projektovych zdvodech.

Podrobné zhodnoceni knihy najde étenaf v nékterém z priStich é&isel asopisu Aplikace

matematiky.
*

1) Je zde uvedeno 35 hodnot n, pro néz je 22" -+ 1 &slém slozenym. V této souvislosti
stoji za zminku poznédmka v KoRINKOVYCH ,,Zékladech algebry zr. 1953, kde se na str.

463 pra,vi Dosud nenf znémo, zda vibec pro ndjakd h > 6 &islo tvaru p = 2% + 1 je
nebo neni prvodéislem.
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Alois Bura: MATEMATICKO-STATISTICKE VYRAZY POUZIVANE V ZEME-
DELSKEM VYZKUMNICTVI. Ceskoslovensks akademie zeméd8lskych véd, Praha 1958;
cyklostyl. vytisk, 61 stran.

Knizka obsahuje Sestijazyény slovniek (rusko-desky, polsko-desky, anglicko-esky,
némecko-tesky, francouzsko-desky) odbornych statistickych termint a je uréena jednak
pracovnikiim v zemédélském vyzkumu jako pomicka pfi studiu cizi literatury, jednak
piekladatelim cizojazyénych dél prislu$ného oboru. Zijemei mohou slovnidek obdrzet
zdarma p¥mo v Ceskoslovenské akademii zem&d&lskych véd, Praha 12, Slezsks 7.

*

Alois Urban: TRIGONOMETRIE, 3. vydéni. Nakladatelstvi CSAV, 1960, str. 200,
obr. 104, cena broz. vyt. Kés 13,10.

Kniha seznamuje ¢tendre s vlastnostmi goniometrickych funkei a jejich uzitim na fedent
rovinnych trojihelnikd s praktickym zaméfenim. Proti pfedchozim vydéni je tu pfipojen
odstavec o jednoduchych goniometrickych rovnicich. Kniha je uréena absolventim osmi-
letych stiednich Skol, ktefi chtéji déle studovat uz bez uditele.

Recensi 2. vyddni této knihy najde &tenat v Casopise pro pdstovani matematiky 79,

1954, 176 —177.
*

SBORNIK VYSOKE SKOLY DOPRAVNI — FAKULTA PROVOZU A EKONO-
MIKY DOPRAVY, II. Stétni pedagogické nakladatelstvi, Praha 1960, stran 242, cena
broz. vytisku Kés 17,20, -

Vydany sbornik obsahuje préce z oboru matematiky a fysiky sepsané uditeli Vysoké
skoly dopravni. Kazdy éldnek je doprovézen tfemi cizojazyénymi résumsé.

Obsah: Milada Antropiusovd, Osvétleni v cylindrické perspektivé (10 obrazli). —
Josef Brabec, Kvantovy zékon souhlasnych stavi (3 obrazy). — Jaroslav Hyldn, Kon-
strukce spole¢nych teden kruznice a soustifedné elipsy nebo hyperboly (2 obrazy). — Josef
Korous, O jistém zobecnéni Hermitovych polynomt. — Rudolf Langhammer, O funkeich,
kterych lze uZit p¥i interpolaci na mnohothelnikovych sitich (6 obrazti). — Jaroslav
Raégicka, O prerovndvani fad (1 obraz). — Emilie RySanovd, Pozndmka k eliptickému
pohybu (8 obrazt). — Ladislav Spadek 8 Miloslava Spadkovd, Piispévek k teorii magnetic-
kych domén povrchovych vrstev a pokus o FeSeni variaéniho problému energie labyrin-
tové struktury (20 obrazi).

*

K. Otto, S. Woyna-Pantschenko: SBIRKA MATEMATICKYCH ULOH ZE STAVEB-
NICTVI. Z ndmeckého origindlu prelozil inz. Z. Re#ny. Stét. nakladatelstvi technicks lite-
ratury, Praha 1960, stran 308, obr. 204, cena Kds 26,—.

Kniha obsahuje matematické tlohy s vysledky, zaméfené na stavebni technickou praxi.
Je uréena jako dopln&k k udebnicim matematiky pro studujici pramyslovych §kol a tech-
nické pracovniky ve stavebnictvi.

*

Karel Havlitek a kolektiv: CESTY MODERNI MATEMATIKY. Vyd. Orbis Praha
1960 jako 15. svazek ,,Malé moderni encyklopedie‘‘; stran 182, obrdzkt 27, cena broz.
vyt. Kés 8,—.

Kni?ka obsahuje tivod a 12 kapitol: Uvod. Matematika a Zivot (K. Havliéek), 1. Pra-
covni metody matematiky (L. Koubek), 2. Zéklady teorie mnoZin (L. Koubek), 3. O moder-
ni algebte (K. Drbohlav), 4. O algebraickych rovnicich (K. Drbohlav), 5. Vicerozmérné
prostory (K. Havliek), 6. O geometrii v zakFivenych prostorech (K. Hawlidek), 7. O ne-
euklidovské geometrii (K. Havlilek), 8. Z teorie pravdépodobnosti (F. Fabian), 9. Mate-
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matickd statistika (F. Fabian), 10. 0 logaritmech a logaritmickych tabulkéch (J.Sedlddek),
11. Nerovnosti & jejich duleZitost v dne$ni matematice (J. Sedlddek), 12. Matematika
véera a dnes (L. Novy). Je ddle pripojeno encyklopedické heslo: Matematika (K. Havli-
éek), dodatek o autorech, literatura a rejstiik.

V kniZ%ce je poddn vyklad nékterych problémt dneSni matematiky pro étendfe, kteii
nejsou odborniky a ptece chtéji nebo pottebuji se s témito problémy sezndmit.

Redakce
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Akademik Epvarp CecH
(*29. 6. 1893, 115. 3. 1960)






éasopis pro péstovani matematiky, ro€. 85 (1960), Praha

ZPRAVY

AKADEMIK EDUARD CECH
(*29. VI. 1893, 15. ITL. 1960)

Mirosrav KaT#rov, Joser Novik a Arors Svec, Praha

15. birezna 1960 zemiel v Praze ve véku 67 let vynikajici &eskoslovensky
matematik Epvarp CecH. Truchlime nad skonem védce svétového formétu,
ktery ndm byl uéitelem, raddcem a vzorem pilné a vytrvalé price, jiz miloval
a konal s nadfenim. V akademiku E. Cechovi ztricime jednoho z nejvyznam-
néjsich svétovych predstavitelt oboru diferencidlni geometrie a topologie,
v nichz obohatil matematickou literaturu dily prikopnického vyznamu.

E. Cech se narodil 29. éervna 1893 ve Stradové v severovychodnich Cechach.
Studoval na gymnasiu v Hradci Kralové. Jeho oblibenym piedmétem byla pie-
devsim matematika, v niz daleko vynikal nad ostatnimi studenty. V roce 1912
vstoupil na Karlovu universitu v Praze, aby na jeji filosofické fakulté studoval
matematiku. Tehdy pusobili na fakulté dva profesofi matematiky. V té dobé
ziskdval E. Cech matematické vzdélani hlavné studiem odbornych knih, které
detl v knihovné Jednoty Seskych matematikt a fysiki. Za dobu péti semestri
prostudoval mnoZstvi matematické literatury, kterou vybiral podle svého
vlastniho uvdZeni a zaliby. Tak ziskdval znalosti z mnoha obori matematiky
bez jakéhokoliv odborného vedeni. Do rukou se mu dostala i néktera pojednani
z elementarni matematiky, v jejichZ v&tach i ditkazech se vyskytovaly logické
mezery; se zvla§tni oblibou je opravoval a dopliioval. To byl poditek jeho
zéjmu o didaktické otdzky v matematice. JelikoZ v té dobé nestadil jen jeden
pfedmét k aprobaci na stiednich Skolach, zvolil si za druhy pfedmét studia
deskriptivni geometrii a soustfedil se pak vice na studium elementarni, de-
skriptivni a projektivni geometrie.

Na Karlové université studoval E. Cech jen prvnich pét semestri. V roce
1915 byl odveden a musil narukovat na vojnu. Svého nuceného pobytu na
vojné uzil ke studiu cizich jazykd; naudil se rusky, némecky a italsky. Po prvni
svétové valce zakondil vysokofkolské studium stétnimi zkouskami a kratkou
dobu uéil matematice na redlce v Praze-HoleSovicich.

V roce 1920 predlozil disertadni praci z matematiky na thema ,,0 k¥ivkovém
a plo$ném elementu t¥etiho ¥4du*‘; byl prohlasen doktorem filosofie. Od té doby
se E. Cech v4iné zajima o védeckou praci. Zadal se zabyvat soustavnym stu-
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diem diferencidlnich projektivnich vlastnosti geometrickych ttvarti. Prostu-
doval pojednéani vynikajiciho italského geometra G. FuBinNiHO, a kdyZ dostal
malou studijni podporu, stravil §kolni rok 1921 —22 v Turiné. Profesor Fubini
poznal mimo¥éddné matematické nadéni mladého Cecha a nabidl mu spolu-
autorstvi knihy, kterou hodlal napsat. Oba autofi spoleéné pak napsali dvé
knihy: dvoudilnou ,,Geometria proiettiva differenziale, jez vysla v Bologni
vr. 1926 a 1927, a ,, Introduction & la géométrie projective différentielle des sur-
faces‘, kterd byla vydana v Pafizi v r. 1931. Tyto knihy proslavily oba védce na
celém svété. .

V roce 1922 se E. Cech habilitoval na piirodovédecké fakulté v Praze. Jeho
habilitaéni prace se tykala projektivni diferencidlni geometrie. Za rok na to,
v necelych t¥iceti letech svého Zivota, byl E. Cech jmenovdn mimo¥4d-
nym profesorem na piirodovédecké fakulté university v Brné, kde se tehdy
uvolnilo misto po profesoru MaTvAi$i Lercmovi. JelikoZ na této fakulté
geometrii prednasel profesor LADISLAY SETFERT, bylo ulozeno profesoru Cechovi
prednéset partie z matematické analysy a algebry. Proto zadal intensivné stu-
dovat také tyto matematické discipliny. Prostudoval v kratké dobé p¥islusnou
literaturu a pak po dvandct let pfednasel isp8$nd na vysoké skole v Brné ana-
lysu a algebru.

V roce 1928 byl jmenovan f4dnym profesorem. V té dobé& projevil hluboky
zdjem o topologii. Zdrojem jeho studia byla predeviim pojedndni uveiejnénd
v ,,Fundamenta Mathematicae“, hlavné ¢lanky K. KuraTovsgirno, W. SIER-
PINSKEHO, B. KNASTERA, S. MAZURKIEWICZE, pozdéji K. Borsuka a S. EILEN-
BERGA. Sledoval také topologickou literaturu i v jinych Sasopisech, zejména
prace E. H. MoorEA a jeho zékl a price P. S. ALEXANDROVA a S. LEFSCHETZE,
tykajici se kombinatorické topologie. Od r. 1931 p¥estal E. Cech publikovat
pojednéni z diferencidlni geometrie a vénoval se vyhradné badani v mnozinové
i kombinatorické topologii. Byly to zejména dvé prikopnické price z r. 1932,
jedna o obecné teorii homologie v libovolnych prostorech a druhd o obecné
teorii variet a teorémech duality; jimi se zafadil mezi nejlepsi znalce kombina-
torické topologie, takZe napf. ve velké udebnici amerického matematika
S. Lefschetze ,,Algebraic Topology* z r. 1942 je nejvice citovdn po samém auto-
ru. V z&¥i r. 1935 byl pozvan E. Cech na specidlni konferenci o kombinatorické
topologii do Moskvy, na které byl pfitomen jen omezeny podéet nejlepsich od-
bornik evropskych i americkych. E. Cech informoval &leny konference
o svych vysledcich, coz vzbudilo takovou pozornost, Ze dostal pozvani k pied-
néskam do strediska matematického badani v Americe ,,Institute for Advanced
Study‘‘ v Princetonu. Pfednasky o pseudovarietdch, které tam potom konal,
byly publikovany anglicky a byly pfeloZeny do §panélstiny.

Po svém navratu z Ameriky r. 1936 zaal E. Cech organisovat v Brné mate-
matickou 8kolu. Sousttedil kolem sebe mladé pracovniky nad$ené pro védeckou
praci a zaloZil zde topologicky semind¥, v ném# byly z podatku systematicky
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diskutovany prace sovétskych matematiki P. S. ALEXANDROVA a P. URYSOHNA.
Pracovni prostfedi a osobnost Cechova, plnd podnétd, phisobily zdérné na
vSechn<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>