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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

0 JEDNE ITERACNI METODE DIAGONALISACE
SYMETRICKYCH MATIC

MirosLAV FIEDLER, Praha a Viastimin PTix, Praha

Doslo dne 4. ledna 1959

V &ldnku se popisuje novy iteraéni proces ke stanoveni spektra sy-
metrické matice. Je-li A dand symetrické matice, je udana konstrukce
posloupnosti unitérnich matic U,, U,, ... takové, Ze posloupnost matic
U AU} za uréitych predpokladi kvadraticky konverguje k matici
diagonslni. Tim je zéroven podéna itera¢ni metoda k vypocttu spektra
symetrické matice.

Uvod. Je-li A4 dand symetrickd matice, existuje, jak zndmo, unitdrni matice
U tak, 7e matice UAU* je diagonalni. Diagondlni prvky této matice pak tvorf
spektrum matice 4. Pro numericky vypodet spektra symetrické matice nabizi
se nasledujici myflenka: Nalézti k dané symetrické matici 4 jednoduchou
unitérni matici U tak, aby matice U4 U* byla diagonalni jen pfibliZzné — v tom.
smyslu, %e viechny prvky mimo diagondlu matice UAU* jsou v absolutni hod-
notd malé. Poda¥{-li se udat matici U tak, aby se pfi pfechodu od matice 4
k matici UAU* dostateéné zmensily nediagonalni prvky, muZeme opakovanim
této tpravy dostati iteratni proces, ktery v limité vede k diagondlni matici;
tento proces je tedy zéroven iteraéni metodou k vypoétu spektra matice.

Ukolem nyn&ji prace je popsati takovy konvergentni proces. Jako mira
,,diagonalnosti“ je volen soudet &tverci absolutnich hodnot nediagonélnich
prvki. Tato volba se ukazuje velmi vyhodné, nebot uvidime, %e vhodnym
obratem lze tuto miru vyjad¥it pomoci stop jistych matic, coz umoZiiuje po-
uziti prehledného posetniho aparétu.

0. Oznafeni. K porozuméni &ldnku je tfeba znalosti zdkladnich pojmi a vy-
sledki linedrni algebry, jak jsou obsaZeny nap¥. v knize I. M. Gelfand, Linedrni
algebra [1]. Nékteré pojmy a vysledky, potebné v numerickych metodach
(napt. normy matic a n&které nerovnosti) jsou shrnuty v knize 4. S. House-
holder, Principles of Numerical Analysis [2]. ProtoZe oznateni a nizvy nékte-
rych pojmi, kterych budeme v daldim uZivat, nejsou v literatuie jednotné,
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opakujeme v tomto odstavci pro pohodli ¢tendfe nejdilezitéjsi definice a ozna-
éeni. U nékterych jednoduchych vysledk@ pripojujeme odkaz na literaturu.

V celém ¢Elanku (vyjma odst. 4) slovem matice rozumime &tvercovou matici
s komplexnimi prvky. V celém ¢lanku budiz n dané pFirozené &islo; viechny
uvazované matice budou fadu n. Je-li 4 danid matice s prvky a;, oznaéme A*
matici, kterd na misté (i, k) mé prvek a;;. Matici A nazyvime symetrickou,
plati-li A* = A4; nazyvame ji antisymetrickou, plati-li 4* = — A. (V litera-
tute se dasto uZivé nazvu hermitovskd misto symetrickd.)

Je-li B libovoln4 matice, potom lze psiti B = P 4 @, kde P je symetrlcka
Q a.ntlsymetmcka Snadno se zjisti, Ze to lze pravé jednim zplasobem, a to pro
P = (B + B¥), @ = 3(B — B*). Matice P a @ nazyvime symetrickou a anti-
symetrlckou éésti ma,tlce B. Piimym vypolétem se snadno ZJlstl, Ze plati
(AB)* = B*4* pro libovolné dvé matice 4, B. !

Je-li A dand matice, nazyvdme stopou matice 4 a znadime T(A) élslo @y, +
+ @gy + ... + Gy, Platitedy 7(4%) = 7(4), 7(4 + B) = 7(4) + 7(B), t(xd)=
= o« 7(4) pro libovolné matice 4, B a libovolné komplexni é&islo «. Snadno se
zjisti pH{mym vypoétem, Ze 7(AB) = 7(BA) pro libovolné dvé matice 4, B.
Tohoto vztahu budeme dasto uzivat; tak napifklad plyne z ného rovnost
1[(4 + B)?] = ©(42) + 27(4B) + t(B?), uvaiime-li jen, Ze (4 + B)? = A2 +
+ AB + BA + B2 '

Déle odtud plyne, Ze plati 7(T'AT-1) = z(4) pro kazdou reguldrni matici 7'
a kazdou matici 4. Jiny disledek této rovnosti, ktery budeme potiebovat, je:
jsou-li 4, B dvé symetrické matice, je stopa soudinu 4B &islo redlné. Skutedné,
7(AB) = ©((AB)*) = 7(B*A*) = 7(BA) = ©(4B).

Je-li A libovolnd matice, snadno se zjisti, Ze matice AA* je symetricks ne-
zépornd definitni a md tedy vSechna vlastni &isla nezdpornd (viz [1], str.
121). Nezédporné druhé odmocniny téchto disel se nazyvaji singuldrnimi hodno-
tami matice 4. Nejvétif singuldrni hodnotu matice 4 oznaéime h(4). Lze do-
kézat, Ze h(A) je rovno maximu [|4z| pro |jz|| = 1, kde norma |jy|| vektoru y
slozkach yy, ..., y, je definovéana jako |y = (¥ + ... + y2)t (viz [2], str. 40
a 43). Plati potom

WA + B) < W(4) + h(B), hAB) =< h(4) h(B)

pro libovolné dvé matice A, B (viz [2], str. 41).
Oznadme déle Q(A) = 7(AA*). Potom pro kazdou unitdrni matici U a kaz-
dou matici 4 plati Q(UA) Q(AU) = @Q(4). Snadno se zjisti, Ze Q(4) =
Z |a;;|?, takze &islo @(4) je nezaporne pro kazdou ma,tlcl A. Nezépornou
i,j=1
druhou odmocninu é&isla Q(4) oznadme N(4). Plati potom
MA) = N(4), N(4+ B)=N(4)+ N(B), N(4B) = h(4) N(B)

pro libovolné dvé matice A, B (viz [2], str. 42).

19



1. Pomocné vity. V tomto odstavei dokézeme nékteré jednoduché véty,

kterjch budeme pozdéji uZivat.
(1,1) Pro libovolné dvé matice A, B plati

Q(4 + B) = Q4) + Q(B) + 2Re (4B*) .
Jsou-li matice A, B symetm'cké; platt
Q(4 +B) = Q(4) + Q(B) + 21(4B).
Dikaz. Jest ' -
Q(4 + B) = (4 + B)(4* + B¥)) = v(44* + AB* 4 BA* + BB*) =
| — Q(4) + Q(B) + ©(4B*) + 1(BAY).
Stadi si nyni uvddomit, % BA* = (AB¥)*, takie 7(BA*) = t((4B*)*) =
— 7(AB*). Jsou-li matice 4, B symetrické, je 7(4B*) 4 7(BA*) = 27(AB).
(1,2) BudiZ A libovolnd matice. Potom
[7(4%)] = Q(4) .
Dikaz. Jest 7(42) = Zza”‘a’”’ takZe
[z(43)| = 221““11:%1'! + z{aizi =
éizc(‘a’iklz -+ la’kilz) + zila‘iilz = Q(4).

Jsou-li P, Q dvé matice, nazveme komutdtorem matic P a @ a oznad&ime
[P, Q] matici PQ — @QP. Snadno se zjisti, Ze pro libovolné dvé matice plati
vztahy

[P, Q1= —1[Q, P, [P,QI=I[Q*P*]=—[P*@Q*].
Budeme potfebovati nasledujici zajimavé vlastnosti komutétori.
(1,3) Budtet A,, Az; A,, A, libovolné matice téhoz ¥ddu. Potom matice
[y, A:ll 4y A + [Ay, 4] Ay, 43 + (45, A4, 4]
md nulovou stopu.
(1,4) Budtez A\, A,, A, A,, T libovolné matice tého# ¥ddu. Potom matice
AlAZAS[A4’ T] + A2A3'A4[A1’ T] + A3A4A1[A2’ T] + A4A1A2[A3’ T]
md nulovou stopu.

Dikaz obou tvrzeni plyne odtud, %e uvaZované vyrazy lze pHmym vy-
podtem uvésti na tvar soudtu nékolika matic tvaru AB — BA.

 (1,5) Necht W, D, 8§ jsou matice ¥ddun a necht W je zaménna s S; potom matice
WDWI[D, 8] mé nulovou stopu.

Dikaz. Plyne ihned z predeflé vty pro
A, =A4;=W, A,=4,=D, T=28.
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Pro pozdéjsi pouziti dokdZeme jesté nékteré vlastnosti soudint unitdrnich
matic. ‘
(1,6) Necht U,, ..., U, jsou unitdrni matice, B bud jednotkovd matice. Potom
plati _

N(U,U,...U, — E) < SN{U, — E).
f=1

Dikaz. Necht s > 1 a tvrzen{ je sprdvné pro soudiny o podtu faktort men-
$im nez s. Je potom

NU,..U,—E)=NU,...U,_(U,— B+ U,...U,_, — B) =<
gN(U‘l_ E) _l_ N(UI Us—l_lE)a

odkud ihned plyne dokazovand nerovnost pomoci indukéniho pfedpokladu.
ProtoZe pro s = 1 nerovnost je splnéna bezprostiedné, je dukaz dokonden. '

(1,7) Necht-U,, U,, ... je posloupnost unitdrnich matic takovd, Ze > N(U; —
i=1
— E) < 0. Potom existuje im U U, ... U, = U. Matice U je unitdrni a plati

$—>00
-]

NU,...U,—U)<. S N(U,;— B).

jmm+1l

Dikaz. Oznadme V, = U,U,... U,. Je potom pro p < ¢

. @ ,
NV,—V)=NV,(U,y,...U, — BE)) < ZIN(Ui — E).
pt
Odtud plyne, Ze posloupnost V,, V,, ... je cauchyovsks; prostor viech matic
s normou N je zfejmé dplny, takZe existuje lim V, = U. Snadno se nahlédne,

ze U je unitdrni. Je dale e

NU —V,) = lim N(V, — V,,) < lim i N(U, — B) = f N(U, — B).

g—+0 g—>0 m+1

(1,8) V nerovnosti h(A) < N(A) nastane rovnost, prdvé kdyZ hodnost matice A
je nejvyde 1.

Diukaz. Podle zndmych vét (viz nap¥. [1], str. 59) jest hodnost libovolné
matice M rovna hodnosti matice MM*.

M4-li A hodnost nula, je zfejmé h(4) = N(A) = 0. Je-li tato hodnost rovna
jedné, mé i matice AA* hodnost 1, a tedy jediné vlastni &slo matice 44* je
rizné od nuly. Toto vlastni &islo je rovno A% 4). Ponévadi N3(4) = 7(44*) je
soudet viech vlastnich &isel matice 4A4*, je N*(A4) = h¥4).

Necht obrécend h(4) = N(A). Cislo k%(A4) je rovno maximalnimu &slu z ve-
smés nezdpornych vlastnich &isel matice 4.4*, zatim co N3(4) je rovno soudtu
té&chto vlastnich &¢fsel. Odtud plyne, e AA* m4 nejvyse jedno vlastni é&islo
rizné od nuly. M4 tedy AA* hodnost nejvyse jedna, a proto té% 4 mé hodnost
nejvyse jedna.



2. Mira Q* a jeji odhad. Budiz n dané ptirozené &islo. Necht dale M je dand
mnoina dvojic (4, 1) Prirozenych &isel, 1 < ¢,j = n takovd, Ze s kazdou dvojiet
(3, 7) obsahuje také dvojici(j, 7). Je-li A matice ¥adu n s prvky a,;, oznadime
D,( A) matici ¥adu n s prvky b,; definovanymi nasledujicim zpisobem:

bys = s s jestlite (i,7) e M, b;; =0, jestlite (,j)noneM.
Je-li A libovolns matice Fadu n, poloZzme
Q@A) = QU) — 3 laul? = Q(A) — T(D(4) 4%) = T((4 — D(4)) 4%).
(i,j)e

(2,1) Budiz A symetrickd, U unitdrni. Oznaéme 4 = UAU*, D = D(4),

V = (D, U]. Potom plati
Q*(4) — Q*(4) = QV) — 2t(V(4 — U) U¥).
Dikaz. Uvédomime-li si, e pro symetrickou matici 4 ob& matice 4 i D jsou
opét symetrické, a Ze Q(4) = Q(4), dostdvime snadnym podtem
Q*(d) = @*d — D) = Q4 — D) = Q(4) + QD) — 2t(4D) =
= Q*(4) + =(D4) + Q(D) — 2¢(4D),
odkud
Q*(4) — Q*(4) < 2Q(D) — 2¢(AD).
Déle je 7(AD) = t(UDU*D) + +(U(4 — D) U*D). Protoze ztejmé 7(DUDU*)
je realna, dostaneme podle (1,1)
Q) = QDU — UD) = 2Q(D) — 2t(DUDU*).
Dile je ’
(U(4 — D) U*D) = ©(DU(A — D) U*) = «((V + UD)(4 — D) U*) =
= 7(V(4 — D) U*),
protoze zfejmé
t(UD(A4 — D) U*) = ¢(D(A4 — D)) = 0.
Je tedy
Q*(d) — @*(4) < 2Q(D) - 2¢(AD) =
= 2Q(D) — 2¢(DUDU*) — 2¢(V(A — D) U*) = Q(V) — 2¢(V(A — D) U¥),
&imZ je dikaz dokonden.

(2,2) Necht matice A a D jsou symetrické, matice S antisymetrickd. Oznatme
B = A — D. Necht plati [D, 8] = B a necht U je unitdrni matice zdménnd s S.
Oznalme U, U, symetrickouw a antisymetrickou &dst matice U; potom matice

Vo=1[D, U], V,=[D, U,] jsou symetrickou a antisymetrickou &hsti matice
" = [D, Ul a platt

QV) — 2¢(U*VB) = =(V3) — =(V3) — 2z((U,V, — U,V,) B) .



Diikaz. Protoze U je zdménnd s S a S je antisymetrickd, je také U* z4-
ménnd s 8. Odtud snadno plyne, Ze vechny &ty¥i matice S, U, U,, U, jsou na-
vzéjem zaménné. Je potom ziejmé

(VV*) = (Vo + V)V — V) = f(V(z)) — (V1) .

Dale dostavame

AUV B) = o((Uy — U)(Vy + V) B) =

= T((UOVO - U1V1 + U0V1 - U1V0) B) .
Je viak

UlVy— UV, = UyD, U] — U,[D, Uy] =

=U,DU, — U:D — U,DU, + U3D = U,DU, — U, DU, — D.

Podle (1,5) je <((U,DU,— U,DU, — D)[D,S]) =0, takie t(U*VB) =
= 7((UV, — U,V;) B), éim% je dtkaz dokonden. ‘

Budeme pottebovati nésledujici jednoduchou pozndmku:

(2,3) Necht matice S je antisymetrickd. K tomu, aby existovala symetrickd ma-
tice H, zdménnd s S tak, Ze matice 8 -+ H je unitdrnt, je nutné a staéi, aby matice
E + 82 byla nezdporné definitni.

Dikaz. Necht H je matice symetrickd zdménné s S a necht matice U =
= 8 + H je unitdrni. Potom

B+ 8= UU* + 8= (8 + H)(— § + H) + 8 = B,
takZe E + S? je nezdporné definitni. Je-li naopak E + §2 nezédporné definitni,
existuji symetrické matice H zdménné s § takové, ze H2 = E + S Snadno se
zjisti, Ze pro libovolnou z nich matice S 4 H je unitarni.

(2,4) Necht matice A, D jsouw symetrické, matice S antisymetrickd. Necht plati
[D,S] = B, kdez B= A — D. Necht E + S? je nezdporné definitni, necht U =
=8 4 VE + 82, takée U je unitdrni. Necht P je matice, pro miz VE + 82 =
=E + 8% + P. Necht V = [D, U]. Potom

QW) — 2¢(U*VB) =
= — 7(B?) + 31(BSBS) — 17(B28?) — ©(R?) — 2¢(PB?),
kdez R = [D, P].
Dikaz. Pfi oznadeni z (2,2) bude U, = E + 382 + P, U, = S dile
V,=[D, Uy =3[D, 8 + R =3(BS+ 8B) + R,
VO = [-D9 Ul] == [DsS] :'B:
UJVB = (E + 382 + P) B2,
U,V,B = 3(8BSB + 8*B*) + SEB,
Vi = X(BSBS + BS?B + SB*S + SBSB) + +(BS + SB) R +
+ 1R(BS + SB) + R2.




Abychom mohli dosadit do vzorce ve vété (2,2), vypoéteme nejprve piisluing

stopy
©(V5) = o(B?),

— 7(V3) = — "4(2BSBS + 2B%S?) + (BS + SB) R + R?),
— 2¢(UyV(B) = — 27(B?) — ©(82B%) — 2¢(PB?),
2¢(U,VB) = 7(BSBS) + =(82B2) + 27(SRB) .
Stadi nyni jen seéist prislu§né vyrazy a v&imnout si, Ze — #((BS + SB) R) +
+ 27(SEB) = 0, coz ihned plyne z véty (1,3), vezmeme-li za 4,, 4,, 4;, A, po
¥ad& matice B, S, D, P.
3. V tomto odstavci odvodime nékteré vztahy, které budeme potiebovat

k dikazu konvergence v dalsich odstaveich. Tyto vztahy jsou zde odvozeny za
ponékud slabsich predpokladi.
(3,1) Necht A a D jsou matice, B= A — D. Necht S je matice, pro ni£ [D, 8] =
= B. Potom platt pro kazdé prirozené k
k-1
(1) [D, 8 = 3 §*BS*-1-4,
i=0
Diukaz plyne ihned tplnou indukei podle %.
(3,2) Necht 3 a,2* je mocninnd fada, komvergujict pro (z| < o, 0 > 0, a necht
K=0
D a 8 jsou matice. Je-li h(S) < g, konverguji fady matic > a,S*, > a,[D, S¥], a pri-
K=0

k=0
tom plati

[D, 3 a8 = > a[D, 5] .
k=0 k=0
Dukaz plyne ihned odtud, Ze
> h(axS%) < 3 ] B5(S) < o0,
k=0 k=0

;h(ak[D, §4)) < 2h(D)'S Jag] BH(S) < 0.
=0 k

=0
(3,3) Pro 0 <z <1 plati

o]

(2) 2 lexfe?t =1 — 1T — a2,
k=1

pro 0 < 2 < 1 plati

3 k 2—1 — #_*_

®) 2 Hlewlz 21 =2’

k)
kde ¢, (k = 1, 2, ...) jsou koeficienty rozvoje

(4) ITF22=14+3 ca*.
k=1
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(5) 01=%’ 02=—“;‘s
(6) sign o, = (— 11, (k=1,2,..),
(7) Ick‘H-I > %Ickl (k = 2, 3, ...) .

Dikaz. Binomicky rozvoj (4) mé zfejmé prvni koeficienty z (5), a ptitom
plati (6) a (7). Jest

Vl —x2=14 > (— gt =1— > |cx|x2® ,
k=1 k=1

coz d4vs (2). Derivovanim (2) dostaneme v uvedenych oborech (3).

(3,4) Pro 0 <z <1 plati
(8) 1 -3 —JT—z <3,

(9) 1— 3z —1a2 — |/T —z < 248.

Dukaz. Oznadme f, resp. f, funkce na levych strandch nerovnosti (8) resp.
(9). Podle (2) a (5) lze pséit () = 2* (@), fo(a) = 2° (@), ke g, g, o v <0, 1)
rozvinout v mocninné Yady podle mocnin z, které maji podle (2) vesmés kladné
koeficienty. Funkee g, i g, jsou tedy v <0, 1> rostouci funkee, tj.

71(2) < (1) = (1) = 3, (@) S 7:(1) = f,(1) = 3.
Odtud ihned plynou uvedené odhady.

(3,5) Necht A a D jsou symetrické matice, B = A — D. Necht 8 je anti-
symetrickd matice, pro niz plati [D, 8] = B a mecht h(S) < 1. Potom matice
E + 82 je positivné definitnt, matice U = S + ]/E + 82, kde ]/E’ + 82 je posi-
trvné definitni odmocnina z E + S2, je unitdrni, a platt pro operact Q* z odst. 2

QHUAU>) — @*(4) = Q(B)(x(k(8)) — 1),

kde
(1 — 1T —=2?)2
- 1—2?
Dikaz. Matice S? je zfejmé symetrickd a plati §2 = — SS*. Jsou tedy vlastni
¢isla této matice vesmés nekladnd. Nejmensi vlastni &islo matice B + S2 je
tislo 1 — A2(S). PonévadZ S je antisymetricka a A(S) < 1, je matice B + §2
positivng definitni. Matice 8 + |/E + S? je pak zfejm& unitérni podle (2,3).
Podle (2,1) a (2,4) plati
Q¥ (UAU*) — @Q*(4) = — ©(B?) — 3v(B%S?) + 1v(BSBS) — =(R?) —
— 27(PB?).
Je viak Q(BS) = 7(BS(BS)*) = — ©(B*S?) a dale podle (1,2) 7(BSBS) =
= Q(BS), takie — 37(B%8?) + 37(BSBS) = Q(BS). Odtud

(11) QX (UAU*) — @*(4) = — Q(B) + Q(BS) + Q(BR) — 2¢(PB?),

o(x) = a2 4+ ;b'ro 0=s=z<1.
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nebot 7(B?) = Q(B), 7(R?) = — Q(R), jak ihned plyne z toho, Ze matice B
je symetrické, R antisymetricka.
Plati dale podle (2,4), (3,2) & (4)

R =D, P]= [D,:zzcksn] =§20k[1), 5],
takie podle (1)
N(R) < 3l N(D, 541) < N(B 3 Jes RS
odkud vzhledem k (3)

—Ji="(S)
(12) N(R) < N(B) h(8) L}/—ll/‘é—‘ﬁ_é‘)() .

Abychom odhadli — 27(PB?), oznatme C = VE + 82 — E. Snadnym vy-
pobtem zjistime, Ze C? = — 2P, tedy

— 27(PB?) = 7(B*(?) = ©(BC(BC)*) = Q(BC) .
Dale

MO) = M368%) < 3 e ()™,
tj. podle (2) A(C) < 1 — /T — B2(S).
Odtud
(13)  — 2¢(PB?) = Q(BC) = Q(B) 1*(0) < Q(B)(1 — /T — R%(S))2 .
Ze vztaht (11), (12) a (13) plyne uZ uvedeny odhad.
(3,6) Necht A, D, B, 8 a U jsou matice definované v (3,5). Oznaéme

(14) Z = UAU* — (D — B, 8)) .
Potom plati

(15) N(Z) < NB)SHS)),

ey ‘

x

09 ple) =2+ 3 + (14 ) Y= o 0ma <.

Dikaz. Oznadme na okam#ik positivné definitni VE ¥8 = w. Protoze U
je podle (3,5) unitérni, je N(Z) = N(ZU). Nyni je
2U=UA~ (D —%BS +18B)U = (8 -+ W)B + D) —
— (D +38B — IBS)S + W)= — (D, W] + (8B + BS) +
+ (W —E)B—%SB—BS)S + W — E) =
=—[D, W —E — 187 + (W —E)B — %8B — BS)(S + W — E),



tedy podle (4) a (3,2)
ZUz—wﬁﬁwHﬂ%me—
—ﬁ%—BWSﬁ%ﬁ%:—?ﬁa$ﬂ+
+ kickssz _ 18BS + 1B§: _ 1 kilckSBS% + %kickBS%“ .
AvSak podle (1) plati
éck[p, §%] = SoperpenfSBS, o+ B 23, o+ f lcks,

takze lze pséat

ZU =S 0,,8<BSS .

‘o,f=0

Odtnd N(ZU) < (NB) 5 leuslIHS)2 = N(B) 5 h(S)

ko i = 3 |ousl- Nynijo

a+f=k
Qo0 Qo1 Q10 s Q20 =201, Omn 2> Qo2 > Q12 =5
Prok = 2je ;90 = — Cp41 — 3Cx, takZe podle (6) a (7) pro kb = 2 plati |0y 0| =
= |Cpia| — Flox|; d8le pro k = 1 plati ggp = Crs Qo,2641 = — Crax + 30, takie jo

|00,2141] = |Cr41] + l¢k|; pPro ostatni dvojice x,f je .5 =0 pro o« 4 f =
= 2k = 4, ppp = Cy1 Pro & + f = 2k + 1 = 3. Odtud plyne

:u0=1u1=0: Mg = 1 +‘01|J Ma=%=%+4lczl§
pro k = 2 plati ey == |Ck|, tors1 = (2k + 2)|cp4q|. Celkem plati tedy podle (2)
a (8) pro f(x) ze vztahu (16) ‘

N(Z) = N(ZU) <
< NBYES) + 14(S) + 3 2Hil SN + el B2} =

= N(B) B(K(S)) ,
jak jsme méli dokézat.

4. V tomto odstavci budeme specialisovat volbu matic, o nichz byla Fe¢
v pFedeslych odstaveich. Budou se zde také vyskytovat matice jiného ¥4du nez
n-tého a matice obdélnikové.

Mnozina viech pfirozenych &isel 1, 2, ..., n bud rozdélena na neprézdné dis-
junktni sé¢itance N,, N,, ..., N,. Zvolime M jako mnoZinu v8ech dvojic (4, j)
takovych, Ze ¢ N,, j e N, pro vhodné r = 1, 2, ..., p. Pro jednoduchost mu-
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%eme predpoklédati, Ze plati v < v, jakmile w e N,, ve N, a a < b. P¥i tomto
dé&lent se matice A rozpadne na bloky ’
/All’ A12a e ) Alp
A21& A—zz, .eey Azi’
Aﬂl’ Apz, seey Ap,,
se &tvercovymi maticemi A;; na blokové diagonaile.
Budi# S, mno¥ina viech vlastnich hodnot matice 4,,. Pro i + j oznatme
o ;=min |z —y|, zeS;, yel;
a polozme
¢(4) = min g;; .
i%f A
(4,1) Necht A je symetrickd matice, c(4) > 0. Potom existuje jedind anti-
symetrickd matice S takovd, %e pro D = D(A) plati [D, 8] = A — D a pfi roz-
dé'leni na bloky Nl’ siisiog .Np je Sii =0 pro ?: — ]_, 2’ _ p. Plati potom

1
N4,
Oir ( zk)

NSa) =

pro kaidéi,k: 1,2,---:27: i *k’
*(4)
= Vax
) =,
Dkaz. Budte dana &sla 4, k, pro nd% 1 < 1 < k < p. Uloha nalézti matici
S,y tak, aby 4,8 — Sudue = A, je ekvivalentni s FeSenim rovnice

MX = Aik’

kdez M = A,;, ® E, — E; ® Ay (viz [3], str. 89). Podle zndmych vét (viz. [3],
str. 84) o tensorovych soudinech je M matice symetrickd, jejiz spektrum tvo¥i .
viSechna tisla tvaru z — y, kde z € S;, y € S;.. ProtoZe vSechna tato éisla jsou
razna od nuly, je M reguldrni. Existuje tedy M—1. Norma h(M-1) je rovna nej-

vétai z absolutnich hodnot vlastnich &isel matice M-, takze h(M-1) = —él— .

ik
Odtud plyne ihned existence matice S;; spliiujici rovnost 4,8, — Sl =
= A, a odhad

(17)

i 1 N(A4;)
NS < — Ny < L
( k) = Ouk ( k‘) = G(A)
Polozme nyni pro 1 <k < 1 < p, 8;, = — S¥, S;; = 0 a definujme matici S
pomoci blokl S;;. Snadno se zjisti, Ze plati [D, 8] = 4 — D; odhad N(8) =

< VA, inem dtslediem oFededly '
= oy ym disledkem predeslych nerovnosti.

Poznédmka. Zmifime se o jednom zvla§té dilezitém piipads. Zvolime-li M
jako mnoZinu viech dvojic (i,1), kdez 1 <14 <=, bude zfejmé c¢(4)=
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= min [a;; — a;,]. Je-li potom ¢(4) > 0 a D = D(A), konstrukce antisymetric-
id

ké matice S takové, Ze [D, S] = A — D je snadna: staéi voliti s,; = e el £ 7
i — @jj
L . J@*)y . .
pros =+ j a s;; = 0 pros = j. Odhad N(S) < o(4) je bezprostiedni.
(4,2) Necht A je symetrickd matice, necht
| _ V@
C(A)>0, O'—-c(—A)—<1.

Potom existuje antisymetrickd matice S takovd, Ze [D,S] = 4 — D, kde D =
= D(A). Matice E + 82 je positivné definitni, matice U = 8 + Vm uni-
tdrnt. Pro matici p(A) = UAU* potom plati.

(18) Q*(p(4)) = @*(4) x(0) ,

(19) c(p(4)) = ¢(4) (o) ,

kde pro0 =z < 1 je '

S AL L L P R, )

X

ﬁ(x)'——xz-i-%xa-l-(l +m) (1—1/1'—“’2)'

Pozndmka. Budeme v dal§im pot¥ebovat, Ze %(x(x) a B(z) jsou rostouci
funkee v (0, 1), y(z) je klesajici funkece v (0, 1).

Dikaz. Z ptedeslého lemmatu (4,1) vyplyva z ¢(4) > 0 existence anti-
symetrické matice S, pro niz [D, 8] = A — D a zaroven odhad N(S) = o.
Protoze o < 1, bude podle (3,5) matice £ + S2 positivné definitni a matice
U =8 + |/E + 52 unitérni. Z tée véty vyplyvé odhad
21) Q*(p(4)) = @*(4) x(k(S)) ,
nebot zfejmé Q(B) = @*(4). ProtoZe vSak o«(z) je rostouci funkei v (0,1)
a podle (17) plati A(S) < N(S) < o, dostdvame ihned (18).

Abychom dokézali odhad pro ¢(p(4)), piSme ¢(4) podle (14) ve tvaru p(4) =
=D — 1B, 8] + Z a oznatme na okamzik F matici ¢(4) a provedme v ni
stejné déleni na bloky jako v matici 4. Necht nyni ¢  j a & ndlezi spektru
matice F,;; a &; spektru matice F;;. M&jme jeSté body z; a x;, které naleii
spektrim matic 4, a 4;;. Je potom

& — & = e(d) — |& —m] — & — =] -
Ztejmsé
|6 — x| S N(Fyy — Ay), & — o) S N(Fyy— 439);
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je dale
NF,— Ax) = Zs) + 3 ZN (Bix) N(Sk;) 4% ZN Sa) N(By;) =

k*;

k*l

odkud ‘
NF; — Ay) + NFyy— Ay <

S .N(Zu) ’+‘ N Z.’U) + ZN(B;k) 'N(Skl) + ZN ﬂc (Sk:r) .

kxj
Uviéazime-li, Ze
NZ.) + NZ:) < V2YNNZ,) + N2(Z;,) < 2N (2)
a pouzijeme-li na zbyvajici soudet Schwarzovy nerovnosti, dostaneme odhad
NFy—Ay) + NF;; — 4;5) <
< V§N(Z) + (gQ(sz) -+ kZQ(BJ'k))% (gQ(Skz) - EQ(SM)){' =

<2N(Z) + N(B) N(8) < |/2N(Z) + ¢ (ES)

Odtud
= @*(4) Z) _
clold)) 2 old) — V2N(Z) — L5 = o(a) (1 —Z 3D o),
takzZe podle (15) je :
o(p(4)) Z ol )1 — o* — |/268(h(S))) = o(4)(1 — o* — J/208(0))
protoZe B(x) je rostouci v (0, 1) a plati A(S) = N(S) =< o podle (17).

V&imnéme si nyni bliZe funkef « a y. Ponévadz funkce « je rostouci v (0, 1)
a funkece y klesajici v (0, 1), pii éemz y(0) = 1, lim y(z) = — o0, existuje
. 21—

v intervalu (0, 1) jediny nulovy bod o funkce y a pfitom je y(z) > 0 pro
x e (0, w).

2
(4.3) V intervalu (0, w) existuje prdvé jedno éislo & takové, Ze we) 1.Cislo &

v¥(€)
md tuto viastnost:
D% 4\
Necht A je symetrickd matice, pro kterow ¢c(4) > 0a 0 < Vg(;{?) < &. Potom

existuje p(4) a plati ¢(p(4)) > 0 a

29 V@ (e(4)) 1(VQ*(A))2 [CREY)
&2 cpd) ~E\ @ | = o)

Dikaz. Funkee g(z) = %{% je v intervalu <0, w) rostouci, pfi demz g(0) =
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=0, lim g(z) = c0. Odtud ihned plyne existence a jednoznacénost &isla &e

=0 —

€ (0, w), pro néz g(¢) = 1.

AR
Protoze ¢(4) > 0 a V?(A;‘)Q = £ <1, ma podle (3,2) smysl matice p(4).

Podle (18) a (19) plati
Q*(p(4)) = @*(4) x(0) , * c(p(4)) = c(4) y(o) .

*
Odtud plyne V?@((il(;;) ) <o V;‘(S) . Vzhledem k tomu, Ze %(;) je rostouci
v (0, 1) a y(x) kladnd a klesajici v (0, w), plyne odtud

Vo¥ ) _ , Valo) o, Ja® _ 1,
clp(d)) = " oylo) T " Ep() &
Dokézali jsme tedy nerovnost
T 1 (1T
cp(d) — &\ e(d) |-
Predpokladejme, Ze zde nastane rovnost. Potom nastane rovnost také v (18);
plati tedy podle (21)
Q*(4) (o) = Q*(p(4)) = @*(4) x((8S)) -

Protoze @*(4) > 0, plyne odtud «(c) < x(h(S)) < x(0), takie o = A(S). Je
tedy N(S) = o = h(S), aviak podle poznémky (1,8) nastane v nerovnosti
h(S) < N(S) rovnost, pravé kdyz matice S mé hodnost nejvyse 1. Je tedy
8 =0, tedy B = [D, 8] = 0, takZe Q*(4) = Q(B) = 0, co% je spor.
(4,4) Pro Cislo & plati nerovnosts
0,47172 < & < 047173, 0,22252 < £2 < 0,22253 .

IA

g.

Dukaz se provede piimym vypodtem.
(4,5) Véta. Necht A je symetrickd matice, pro kterow (p#i uréitém déleni na
bloky) plati

:

@ _,
c(d) =77

Potom pro kaZdé pfirozené k md smysl matice ¢*(A4), posloupnost p¥(A) konver-
guje k matici L, unitdrné podobné matici A, a plati:

1° @*(L) = 0;

2° Q¥(p*(4)) < @*(4) o*u?L, kde o = x(§) (== 0,24051), u =

c(4) >0, o=

a’ .
6 3

3° je-li ph(A) = U, ¢*Y4) U, kde U, jsou unitdrni matice z (4,2), potom
matice U = V* V = UFUS ... Uk ... existuje, je unitirni a L = UAU¥;
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4° prom =1 plati
x UE Im+i(l + Omts)
N(OID} ... UL — O%) = Sep-Tomitly,
kde V R
. Q*(¢m+1(A)) < 0y "
Tt = Smrd)) = \E)

Poznimka. Operace ¢(4) pfifazujé matici A matici tvaru UAU*, kde viak
matice U zavisi na 4. Je tedy nap¥. ¢*(4) = ¢(4,), kdez A, = p(4), takie
@A) = ¢(4,) = U, 4,Uf = U, UAU*UY atd.

Diukaz. Podle véty (4,3) existuji matice ¢*(4), tedy také antisymetrické
matice Sy, pro néz [D(g*(4)), Si] = ¢*(4) — D(¢*(4)), a rovné unitirni ma-
tice U, = 8, + JE + 8% Podle (4,1) je

N(S,) < o = VOO

c(@*(4))
takzZe

(23) N(U, — B)=N@S:+VE + 8t —E) S NSy + N(JE + 8} — B) <
< N(S) + 3 NS < NS + VS S 0 + .

Indukef se viak z (22) snadno dokéZe, Ze pro p = 0, ¢ = 0 plati

Py
(24) Opig < (%) :
o \¥™ o
Odtud N(U, — E) < 20, =< 2& (_El) . Protoze podle (22) je ?1 < 1, kon-

verguje fada > N(U, — E), tj. podle (1,7) konverguje nekone&ny souéin
k=1

U*U¥ ... k unitdrni matici V.
Nyni pro m = 1 podle (1,6), (23) a (24) je

NUME.. U —V) < z NU, — E) <
. . i=m+l

< D oll +0) S onn(l + o) >,

i=m+1 i=m+1

0;

=

o]

2/ 1 @ 7
S Omti(l + Om+1) z (072_-—'-1) = Omi1(l + Omty) Z (G"gl-l) =

j=0 j=0
— crm+1(1 + O"m+1) E

E — Om+1

Tim je dokdzano 4° a zbytek v 4° plyne z (24).
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Nyni dokédZeme indukei 2°. Pro & = 1 plati 2° podle (18). Ponévadz “%2 je
rostouci pro 0 < z < 1, plati podle (18), (24) a indukéniho predpokladu

Q*(p*(4)) = @¥(p*1(4)) x(0p—1) = @¥(A)e* ¥ x(opy)

< Q*(4) Qk-1lu2k—1_1 (52 0‘(%—1)) (Uk5—1 )2 <

2
Ox-1

27:—1
< Q*(A) Qk—lluzk—l.q (52 2‘?‘(5)) (%) — Q*(A) Qk[ugk_]_ .
Tim je 2° dokézéno.
Ozna¢me nyni U = V*, L = UAU*, V, = UFfUS ... U} pro k=1,2,...
Protoze ¢*(A) = ViAV,a Vi — U pro k — oo, plati ¢*(4) — L, tj. Q*[¢*(4)] —
— @Q*(L). Avsak podle 2° @*[¢*(4)] — 0, tj. platii 1° a 3° a véta je dokdzana.

5. Zavér. V tomto odstavci uvedeme nékolik poznamek k podané metodé
a porovname ji se znamymi metodami.

Ptedeviim je nutno ¥ici, Ze nafe metoda je v podstaté lokalni, tj. umoZiiuje
rychle zpiesnit vysledek, jakmile zndme matici, kterd je uz vysledku blizks
(a zndme jesté piisluiné unitdrni matice, které ptavodni matici v tuto matici
transformuji). Zde se nabizi srovnini se zndmou Newtonovou metodou ¥eseni
algebraickych rovnic, a to tim spiSe, Ze obé metody velmi rychle konverguji (pro
nasi metodu to plyne z (4,5)). Nezabyvame se zde metodami, jak se z obecné
matice prejde v matici, hodici se jiz pro tuto metodu. Takovych metod je
znémo nékolik, nap¥. metoda rqtaci, pti niz se matice transformuje unitarnimi
maticemi vidy s jedinou dvojici nediagondlnich nenulovych prvka (viz napt.
[2], str. 160—162).

Pti aplikaci uvedené metody je nutné nejprve volit rozklad matice 4 na
bloky. Nejdulezitéjsi piipad oviem je, jsou-li diagondlni bloky pfimo rovny
diagonalnim prvkam matice 4. V tomto p¥ipadé je vypobet matice S velmi
jednoduchy; vypodet matice VE + §2 provedeme bud pomoci rozvoje v moc-
ninnou *adu nebo iteraci. Jsou-li nékteré diagondlni prvky matice 4 navzdjem
blizké (tj. &islo ¢(4) by bylo malé), shrneme piisluiné *adky a sloupce do jedi-
ného bloku, ¢imz se &islo ¢(4) zvétsi. Podanou metodou najdeme pak skupiny
vlastnich &isel, odpovidajici diagondlnim blokGm, podrobnégji feéeno, najdeme
matice mengiho fddu, jejichz vlastni &isla jsou zdroven vlastni &éisla dané matice.
Ponévadz #ady téchto mensich matic (*ady blokl) jiz zpravidla nebudou velksé,
Ize takto nap¥. najit vlastni ¢isla matice, kterd se od diagonalni matice prilis
nelisi a kterd nemd vSechny diagondlni prvky zhruba stejné velké.

Metody lze v8ak pouzit i k vypodtu jednoho vlastniho é&isla a pfislu§ného
vlastniho vektoru, jsou-li totiZ v nékterém ¥idku nediagondlni prvky dosti
malé. Stadi totiz zvolit rozdéleni, p¥i kterém diagonalni prvek tohoto fadku
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