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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

OPTIMALNI REGULACE

Haxa SvoBopOVA a Jiitf VaniCex, Praha
(Doslo dne 1. zd¥i 1959)

V élénku se referuje o vysledeich dosaZenych v teorii optiméln{ regu-
lace a podévé se p¥ehled literatury tohoto oboru.

S rozvojem techniky stéle p¥ibyvéa procesii, které jsou Fizeny automaticky,
bez ptimého zésahu &lovéka. ’

Prakticky podklad otézek, o kterych se jednd v tomto ¢lanku, je asi tento:
Chceme, aby se piistroj b&hem své prace udrzoval stidle v uréitém stavu,
optimdlnim pro jeho vykonnost (nap¥. spravnd rychlost piitoku paliva kosmic-
kych raket, dostatedné velky, ale pfitom bezpeény polet rozstépenych atomt
za jednotku &asu v atomovém reaktoru, spravny podet otiddek rotoru turbiny
apod.).

Prvni otézka je, jak sestrojit uvazovany piistroj tak, aby se stale udrzoval
v tomto optimalnim stavu. (Typicky pifklad zaiizeni, které ndm to zprostied-
kuje, je znamy Wattiv regulator uZivany bézné u parnich stroji.)

Ve skuteénosti vak na soustavu stéle pusobi fada nahodilych prvki, které ji
vychyluji z optimélni polohy, napt. zmény zatiZeni u parni turbiny. Druhy,
neméné dulezity problém je tento: ’

Predpoklédejme, e mizeme néjakym zpicobem zasahovat do uvazovaného
déje tak, %e v urditém rozsahu ménime vstupni parametry (nap¥. hloubku,
do které jsou spustény kadmiové tyée brzdici rozpad v atomovém reaktoru).
Otdzka je, jak mame tyto parametry mé&nit, aby se soustava vrétila z libovolné
polohy do optimélni co nejd¥ive, za optimélni éas, a z kterych poloh je viibec
mozno vratit soustavu do optimélni polohy.

Matematickd formulace problé;nu je tato:

Necht 7' je topologicky prostor. Budeme fikat, Ze je ddn regulaéni proces,
je-li dan systém n diferencidlnich rovnic

i:i = fi(xls ceey Ly, u)
nebo vektorové
(1) (3’1—); =f(x,u), kde x= (..., 2%,) € E,, z,(t), ..., Z,(t)
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jsou redlné funkce dasut, we T, f,(x, w) jsou spojité funkce v E, X T a maji

spojité parcidlni derivace prvniho ¥ddu podle proménnych z; (j = 1,...,n)
v E, X T. Reguldtorem naseho procesu budeme nazyvat zobrazeni u(f) inter-
valu {t,, t;> do 7. :

Budeme iikat, Ze reguldtor u(t) prevadi bod &, v &,, jestliZze existuje FeSeni
soustavy (1) s reguldtorem u(t) tak, Ze
x(ty) = §o, X(t) =&y .

Reguldtor budeme nazyvat optimalni mezi body §, a &, jéstliie prevadi
bod &,V &, za &as 7 a jestlize neexistuje regulator, ktery by prevadél bod §, v §;
za ¢as kratsi.

Ukolem je najit optimalni regulétor prevadéjici libovolny bod § do poéatku
a vyjadiit tento reguldtor jako funkei bodu x (vychylky) misto &asu é.

Pro obecny ptipad nelineirni soustavy se podafilo sovétskym matematikim
L. S. PoNTRIAGINOVI a R. V. GAMRRELIDZOVI odvodit nutnou podminku pro
optimélnost regultoru, tak zvany princip maxima (za ptedpokladu, Zze funkce
u(t) je po dastech spojitd a mé body nespojitosti pouze prvniho druhu).

V [8] je nejprve Fefen obecn&j§i problém, najit takovy reguldtor, aby
funkecionél

t
L(w) = xffo(x(t), u(t)) de,

kde f, je funkce spojitd v E, X T, byl minimélni. Pro specidlni pfipad

(2) fo=1

dostdvédme pak optimilni regulétor. Vysledky pro tento déleZity specidlni
piipad lze shrnout v nasledujici vétu:

Necht ¥ je libovolns vektorova funkee; oznadme skaldrni soudin (3, f(x, u)) =
= H(vY, x,u) a sup H(, x, u) = M(, x).
ueT .

Yéta 1. Necht u(t) je optimdlni reguldtor vzhledem k (2) soustavy (1) a x(t) jemu
odpovidajici FeSeni soustavy (1). Potom existuje takovd nenulovd vektorovd funkce
P(t) = (91(0), -5 Palt)), Ze

H(3(t,), x(to), ulto)) 2 0,
a funkce P(t), x(t), u(t) vyhovuji Hamiltonovu systému

dz; oH . dy, eH .
dt_ay)’ (7~1,-..,7L): -d_t———gi; (7——1,...,7’!;),

pridemZ H(P(t), x(t), u(t)) = M(P(t), x(t)). Ukazuje se kromé toho, Ze funkce
H((t), x(2), u(t)) je konstanint, takze H((t), x(¢), u(t)) = 0. Viz [8].

Mnohem tdplngjich vysledkd lze dosdhnout pro pripad linesrni soustavy.
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UvaZzujme systém n diferencidlnich rovnic
(3) x=Ax + ¢ uy(t) + ... + ¢, u,(t) .

O matici A pfedpoklédéme, Ze je regularni a nezdvisi na ¢; x,¢; (=1, ...,7)
jsou n-&lenné sloupcové vektory. .

Pontrjagin a Gamkrelidze predpokladaji, Ze reguldtory u,(t) jsou po &astech
spojité a maji body nespojitosti pouze prvniho druhu. (Viz [4, 7, 8].)

V nagi nepublikované préci, kters ziskala prvni cenu v celostétni studentské
védecké soutézi za p¥irodni védy, je predpokliddno, Ze reguldtory u,(t) jsou
méFitelné funkce. Za prostor 7' budeme brat kartézsky souéin r jednorozmér-
nych intervali (—1, 1>.1)

Pro tento p¥ipad byla dokdzéna Gamkrelidzem [6] a nezdvisle na ném nami
ve shora uvedené praci existence optimalniho regulatoru pro linearni soustavy.

Véta o existenci optimélni soustavy reguldtord:

Oznatme @ = |lp;| fundamentdlni matici YeSeni soustavy x = Ax
v <0, +00), tj. funkéni matici, pro kterou plati @ = A®P. Déle oznaéime in-
versni matici @1 = Y. !
Reseni soustavy (3) je uréeno vzorcem

i r
(4) x(t) = @(t) (9o + [W(7) D¢, us(v)dr) pro te<0, +0).
0 j=1
Oznaéme x(t, u,, ..., u,) TeSeni soustavy (3) ptisluiné k systému regulatort
{tg, ..., U}

Véta 2. Necht existuje systém reguldtori. {v(t), ..., v,(t)} definovanigch na
<0, +o0) a T’ > 0 tak, Ze pro pFislusné Fedent soustavy (3) je x(1', vy, :..; ¥,) =
= §;, kde §, + §1 ¢ E,.

Pak existuje systém requldtors, {ny, ..., n,} a éislo 0 < T < T’ tak, Ze platt:

1. X(T’ Nys eens Np) = gl’ g

2. pro libovolny systém reguldtori {u,, ..., u,} a 0 < t < T je x(t, uy, ..., u,) ==
=+ 5. ‘

Dikaz. Bud M mnoZina téch ¢ e <0, + c0), ke kterym existuje systém regu-
latortt {uy, ..., w,} tak, %e x(t, uy, ..., %,) = §,. M je zdola omezena nulou,
a protoze 7" ¢ M, je M = @, tedy existuje inf M = T

Je-liT = T, je nutné T e« M a véta je dckézdna. Bud T' < 7", pak existuje
klesajici posloupnost 7" = t, > t, > ... tak, %e t, — T at,e M. Ze vzorce (4)
plyne, %e piisluiné funkce u7’, ..., u; je moZno volit tak, Ze w;(f) = 0 pro
te (i, +00), tedy je :

1) L. S. PONTRIAGIN v [8] zobecnil vysledky pro p¥ipad, e T je konvexni mnoho-
stén v E,.
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&y == Kl W < 5 55 M) == (D(t (90 + fmlp‘ Zc uy (7)dr) =

= D(t,) (90 + qu(‘t) ZC 'u’j 7) d7).

ProtoZe u; je méfitelnd a omezena, emstu]e neuréity Lebesguetv integral,
a oznatime-li
t

U = [ufr)dz,

0

(% Un(t) = up(t) skoro vSude. Plati '

T T
[®(7) ¢; uT(7) dv = [W(z) ¢; AUT(7) ,
0 0
kde vpravo je Lebesgue-Stieltjestiv integral.
Jest
Tl
|U j(a) — Uj(7y)] éTﬂ“?(TN dr = |7, - AP

tak¥e funkce U™ spliuji Lipschitzovu podminku s konstantou 1. Tedy funkce
U jsou stejné spopté a také stejnd omezené. Podle Arzelovy véty lze z {Ur}
vybra.t posloupnost { U"‘} stejnomérné konvergentni: U’" — H ;. Ze stejnomérné
konvergence U7 — H , plyne, #e také H, spliuje Llpschltzovu podminku s kon-

stantou 1 a tedy existuje skoro viude ; H(7) = n4(7) a je

fns)] = ftim 240 = 20

ProtoZe je |u]| < 1, jsou variace funkcf U”; v intervalu <0, ") omezeny kon-
stantou 7" nezavislou na m a uZitim Hellyovy véty [1] dostaneme

=1

llm f () c; dUP(z) = f'P'(T) ¢;dH; = f'F (v) s ms(v) de = fw(f) c;7;(7) dr

(protoze ;=0 pro t > T).
Tedy i

Him ‘P(tm)(qo ft f Q'(T) 2 c;uf(r)d7) =

= 2(T')(qo + f ¥(7) Zc u(r)dz) = §,,

coz znamend, ze x(T', 1y, ...,n,) = §;, a tedy TeM.
Pro daldi vySetfovani je nutno zavést na soustavu omezujici predpoklad.
Systém (3) budeme nazyvat regularni, jestlize Zadny z vektori ¢y, ..., ¢, nelezi
v zadném podprostoru P c E, niZ§ dimense nez 7, invariantnim vzhledem
k operatoru A.
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Ukazuje se, Ze pro regularni soustavu maji optimédlni reguldtory zvlasté
jednoduchy tvar. Maji koneéné mnoho bodid nespojitosti a nabyvaji pouze
hodnot 1 a —1. (ZtotoZzniujeme oviem funkce, které se lisi pouze na mnoZiné
nulové miry.)

O tvaru TeSeni plati tato véta:

Véta 3. Bud (3) reguldrni soustava a {n;, ..., n,} soustava optimdlnich reguld-
tord soustavy (3) mezi body §, a §,. Pak existuje Fedent systému @ = — A'w tak,
Ze platt n,;(t) = sgn (w(t) . c;) skoro véude.

Naznaéime pouze nejdileZitéjsi etapy dikazu. Oznaéime A(f) mnoZinu
vSech bodu x(t, uy, ..., u,), kde {u,, ..., u,} je systém regulatort; dile oznatime
{M1 -+ > ,} Systém optimélnich regulétort a 7' optimalni éas. Plati:

a) Mnozina A(T) je konvexni a bod §, = x(T, 9, ..., n,) leZi na jeji hranici,

b) Je-li A konvexni mnoZina, potom kaZdym bodem jeji hranice lze vést nad-
rovinu R takovou, e 4 le#i celd v jednom poloprostoru vytatém nadrovinou R.

Existuje tedy nadrovina R prochézejici bodem §, takové, Ze mnozina A(T)
lezi cel4 v jednom poloprostoru vyfatém nadrovinou R. Oznaéme a =
= (@, ..., @,) vektor kolmy k R, orientovany tak, Ze pro kazdy systém regu-
latord {uy, ..., u,} je

(5) a. [X(T, Uy, ...,’ll»,.) - X(T, Nis o5 771')] go-

Oznadme

(6) ' b=a.®T), of)=>b.¥(i.

Vektorovs funkce w(t) definovand vztahy (6) spliuje soustavu @ = — A'w.

c) Je-li systém (3) reguldrni, jsou vektory c;, Ac;, ..., A% Ic; linedrné neza-
vislé.
Z t&chto tvrzeni jiz snadno plyne v&ta o tvaru Feeni.

Podle (4) a (5) je
(7) alx(T, uy, ..., %) — x(Ty 1y -5 m0)] =
T r
= J" D(7) W(7) 2cs(ui(v) — ny(7)) dz =
j=1

r

T
= of"’("-’) Zfi(uj(f) — (7)) dr 0.
e .

Protoze funkce w(7) . ¢; maji v intervalu <0, 7'> pouze konedny podet nulovych

bodi, plati, Ze sgn @(7) . ¢; je funkee po Sastech konstantni s koneénym podtem
bodt nespojitosti. Stadi tedy dokazat toto:

~Jeli {ny,...,n,} systém optimélnich reguldtor, je #; = sgn @(7).¢c;,
9=1,...,r, skoro viude v <0, T. ' '
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Oznadme G, mnozinu téch ¢ € <0, T') takovych, Ze sgn w(f) .¢; =1 a n;t) <
< 1. Necht u(G“.) > 0. Definujme systém reguldtort {#,, ..., 9,} takto:
ﬁi=77i pro z:l:? & t€<09T>s
_s1 pro teGi
7N n; pro te(0,Ty =G .
Dosadime-li do vyrazu (7), dostaneme:

T . ’ .
‘Jm(T)kZICk(ﬁk(r) — (7)) d7 =ij‘0(7) ¢;(1 — 75(7)) dz > 0

a to je spor s (7). Tedy u(G,) = 0.
Podobné definujeme G’ a dokédzeme, Ze w(@.) = 0. Tedy u(@?) =0, kde'
Gi= & (n; +=signw.c). '

te(0,T)
Jednoznaénost systému optimalnich reguldtort plyne z nésledujici véty:
 Véta 4. Jsouli {ny, ..., 7,} @ {Oy ..., D} dva systémy optimdlnich reguldtord.,

je n; = 9; 9 =1, ...,r, skoro vsude v <0, T'.

(P¥i uréovéni optimélniho regulatoru vzorcem 7,(t) = sgn o(f) . ¢; tedy ne-:
zélezi na volbé nadroviny R.) ,

0]
Dikaz Bud x(T, ny, ..., n,) = x(T, B, ..., 9,) — &,. Pak také x (T, i,

e @i' = §1.. Necht existuje 1 <j<r ték, ¥e n; + ©; na n&jaké mno-

zZing G4, ktera nem4 nulovou miru. Oznaéme

Ni = Hlx1), Mi= & (|8,0)] +1);
W= & (4D, W= € (9,0] D

potom u(N¥) = u(M?) = 0. Ale pak 7%9—’ =0 na G/ = (M7 u NY), coi je

spor, protoze {771 —‘; 191, . _; ﬁ'} je systém optiméalnich regulétort, a tedy

n; + 95

2

4

musi byt

= 1 skoro v§ude.

V praxi neni p¥ili§ dilezité urdit optimalni regulatory mezi dvéma pevné
zvolenymi body jako funkce &asu ¢, ale je dileZité urdit je v zdvislosti na poloze
bodu x tak, aby se bod pohybujici se podle rovnic

x = Ax + ¢; uy(x) + ... + ¢, u,(x)
dostal z libovolné polohy do optimélni za minim4lni &as. Tomuto tkolu se k4
syntéza optimalni soustavy.

Vzhledem k tomu, Ze o optimalni poloze predpoklddime, Ze se v ni p¥i idedl-
nich podminkach, tj. pfi vyloudeni vech rusivych vlivii a p¥i neplisobeni regu-
latort, soustava stéle udrzuje, budeme brat za tuto polohu poéatek. .. ..
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Z existenéni véty a z véty o jednoznadénosti plyne, Ze existuje takovd mnozina.
G c E,, pro kterou plati:

Je-li x e G, pak existuje pravé jedna optiméln{ trajektorie vedouci z x do po-
éatku; jestlize x non e @, neexistuje zZadny reguldtor mezi body x a 0. Lze do-
kizat, ze tato mnoZina je vidy oteviend a konvexni a Ze muZe (ale nemusi)
splynout s celym F,. Pontrjagin v [8] odvodil, Ze postadujici podminkou pro
G = E, je, aby realné &asti v8ech vlastnich &isel matice A byly zdporné.

Chceme urdit nejprve mnozinu G téch bodi, z kterych je mozno dospét do
poéatku pomoci néjakého reguladtoru (a podle existenéni véty také pomoci
optimalniho regulatoru) a pak na G definovat funkece u,(x), ..., u,.(x), p¥i kte-
rych se libovolny bod § € G dostane do potétku v nejkratsim éase.

Mo#nost uréit funkei % pouze v zévislosti na bodu x je déna tim, Ze je-1i u(t)
optimalni reguldtor mezi body &, a §, a x(f, ) piisluiné i'eéeni systému (3)
takové, Ze £, = x(t,), & = x(t,), t, <<ty a jeli t, <1, <ty <1, je také u(t)
optimalni reguldtor mezi body &§, = x(t,) a §, = x(t,).

Déle se omezime pouze na jeden reguldtor a uvedeme postup konstrukce
funkece .

Z véty o tvaru optimdlniho reguldtoru plyne, Ze viechny optimélni trajek-
torie a optimalni reguldtory vychaze]ml pro ¢ = 0.z poéatku dostaneme FeSenim
soustavy podminek:

(8) %= Ax +cult), ult)=sgn (o)., bO=—Ao

v intervalu (—oo, 0> pro ruzné poclateéni podminky pro w(t) a pocateém
podminku x(O) = 0 pro vektorovou funkei x(z).

K uréeni u v zdvislosti na x vySetiime mnoZinu téch bodi, ve kterych pii-
sludna funkce u(f) méni znaménko. Resime tedy (8) p¥i libovolné podsteéni
podmince pro - @(t). Je-li pro uréitou politeéni podminku stile (t).c == 0,
neméni na piislusné trajektorii tato funkce znaménko a tedy je tam u(x) rovno.
stale bud 1 nebo —1. Jinak uréime pro kazdou poéateéni podminku prvni bod,
v kterém je skaldrni soudin w(t) . ¢ = 0. Dostaneme tzv. kiivku prvnich zvrati.
Nyni opét fesime (8) pro rtzné poditeéni podminky na k¥ivee prvnich zvratii
a dostaneme tim k¥ivku druhych zvratd atd.

Pro ilustraci uvddime, jak vypada situace ve tfech jednoduchych, ale charak-
teristickych ptipadech. Silng je zakreslena kiivka zvratu, slab& hranice oblasti
G a Gerchovang nékteré trajektorie (viz obr. 1 aZ 3).

Zajimavé mySlenky obsahuji nékteré prace N. N. KrASovSEEHO, které vyily
v posledni dobé.

V [12] je feSena tloha o optimélni regulacl pro dvé nelinedrni rovnice, jejichz
pravé strany zavisi explicitng na dase. V préci je uvedena bez ditkazu existendni
véta analogickd k vé&té 2. Dale jsou uvedeny nutné a postadujici podminky pro
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optimélnost a je popsina metoda ptiblizného Yefeni. Je uvedena véta, zarudu-
jici korektnost tlohy v tomto smyslu: Jsou-li

dx

© S =01 +740),
5 @) =1
(10) T = Oy, 1) + 1 400),

dva reguladni procesy, pak ke ka¥dému ¢ > 0 a bodu x, existuje é > 0 tak,
Ze je-li

lg —q®| <8, f—fo <3, lafi_gi <8

0 ; oY;
a je-li T, optim4lni 8as pisludny k tloze (9), existuje také optimalni regulétor
1dlohy (10) a pro pHsludny optimalni éas T3 plati |7, — T¢"| < e.

V [13] je ukdzano, %e n8které nutné podminky pro optimalnost jiZ ani v jed-
noduchych piipadech nelze zeslabit.

V [11] je feSena stejns tloha jako v [12] pro libovolny podet rovnic. Situace
je mnohem sloZit&j$i ne% v piipadé dvou rovnic. Za omezujicich pfedpoklada
pro pravé strany je dokizana existenéni véta a n&které postadujici podminky
pro optimalnost regulatoru.

0dlisné metoda je zpracovéna v [10] a [14]. V [10] se uvaZuje systém expli-
citné zavisly na dase

dx <
—Et—‘ = fi®yy ey Xy by Ugy ey Uy), T=1,..,1m.

Za piipustné regulétory se povaZujf funkee u,(t) po &4stech spojité, pro které
plati

GT(ul(T)’ svey ur(T)) =N,
kde N je dana konstanta a Gy funkeciondl zavisly na u; v to, tp + T.
Na piiklad:

1. Gr = max |u(t)], k=1,...,n, ety +T);
t,+T r -

1
2. Gr = (‘f ’Zlu;(z) d7)?;

te+ T

3. Gr = % ( f i u3(7) dr) a jiné.2)

k=1

Bud nyni £ > ¢, libovolny pevny &as; 7)(t) funkece, pro kterou je x(£, 7y, - - -»
..., n,) = §,. Najdeme p¥i pevném ¢

min GT("h(t): ceey N(F)) = F(t) .

?) Omezeni 1 vede ziejmé na problém, ktery jsme jiz vySetfovali. P¥i 2 jde pro p = 2
v podstaté o omezeni celkové energie. ! P
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ulx,y)=-1

Obr. 3.
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