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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 85 (1960), Praha

0 JISTE VLASTNOSTI SOUSTAV NEZAVISLYCH PRVKU
V ABELOVSKE GRUPE

MrLAN SEXANINA, Brno

(Doslo dne 18. édervence 1959)

V ¢&lénku se dokazuje, Ze kazdd neprdzdnd mnoZina nezévislych
prvki z abelovské grupy je'jejim faktorem ve smyslu Hajésové.

Necht & je abelovsks grupa. Neprazdnou podmnoZinu M z & nazyvame ne-
zévislou, plati-li pro kaZdou neprazdnou kone&nou podmnozinu N = {a,, ..-»
..y @,} mnoZiny M, %e z rovnice v,a, + ... + v,a, = 0 (0 je nulovy prvek
grupy @), kde v, jsou cels &isla, plyne v; = 0 pro ¢ = 1, ..., n (viz [1], str. 123).

Necht M, N jsou dvé neprizdné podmnoZiny z @. Potom M + N znali
mnoZinu viech téch prvkd z ®, které se daji psit jako soudet prvku z M
a prvku z N. D4-li se kazdy prvek = z & psit nanejvy$ jednim zpisobem jako
m+n,meM,neN,pifeme M | N.Jeli =M 4+ N a M | N, piSeme téz
M i N atikdme, 2e M a N tvoi faktorisaci grupy & ve smyslu Hajésové (viz
té% [2]) a M a N nazyvame faktory grupy .

Dokéazeme vétu:

YVéta. Nezdvisld mnogina M c ® je faktorem & ve smyslu Hajosové.

Dikaz. I. Necht M je koneénd mnofina, tedy M = {ay, ..., a,}. Uké-
zZeme, ze : . i

M= {a,, ..., a,} + E[kna, + kya, — 2a,) + ... + k,(a, — na,) ,
ky, ko, ..., k,, probihaji mnoZinu celych &isel] ,
kde M je nejmensi podgrupa z & obsahujici mnozinu M, tedy
ze Mz = ha; + bty + ... + hya,,
h; celé ¢&islo (piSe se téZ M = [M]). Necht tedy x = ha; + hoay + ... + hra, &
hy+ 2hy + ... + nh, =gn + s,
kde 0 < s < n.

a) Necht s & 1. Potom & = a, + nga, + >k,(a; — ia,), kde k; = h; pro ¢ == s,
ky=h, — 1. howt
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b) Necht s = 1. Potom & = a, + gna, + > h,(a; — ia,). Tedy v obou pi{padech

i=2
ze{ay, ..., 0,} + Elkma, + ... + k,(a, — na,), k; celé] .
Necht nyni pro jisté ¢, ¢ a celd ¢isla »;, k; (j = 1, ..., n) plati

a, + %na, +l_§;‘z(“z —la)) = a; + kyna, +2;k,(a, — lay) .

Pouzijeme nyni ptedpokladu, Ze a,, ..., a, jsou nezavislé prvky.
1. Necht 2 = «. Potom z¥ejmé k; = x;.
2. Necht 7 = 1 < ¢. Potom porovndme koeficienty u a; a dostaneme rov-
nice
1 + ”177/ —= zl}‘l == nkl - Zlkl > Ko = kz, ceey Ay = ki + 1, ey Hy = k” .
=2 1=2

Odtud plyne nxz, — 1+ = nk, — 1, coZ je spor, nebot 2 <7 <matedynxi— 1.
3. Necht 1 < 4 < ¢. Srovninim koeficientéi u @, plyne '

— Dby = nky — Dk,
1=2 1=2
o =Fbg, vy =k;+1, .., +1=k. .. u%,=k,.

Odtud dostdvédme nx, — ¢ = nk, — ¢, tedy ¢ =1, coZz je spor. Tedy M=
= {ay, ..., @} 1 E[kyna, + ... + ko(a, — nay), k; celé].

Oznaéme N = E[kna, + ... + k,(a, — na,), k; celé]. Je-li N systém repre-
sentanti ti¥id grupy & vzhledem k podgrupé M, platl podle znamych vét o roz-
kladu grupy v tiidy

= [{ay....0.} L+ R L N ={ay,...,a,} LT NI N].
Tedy {a,, ..., a,} je faktorem grupy & ve smyslu Hajésové.

II. Necht M je nekoneénd mnoZina nezévislych prvki z &. Nechf u znaéi
podatedni ordindlni &slo pislu§né k mohutnosti card M. Uspofddejme M
v -posloupnost {ay, ay, ..., a,, ...}, t < u. Necht opét M = [M]. Je card M =
= card M. Uspofddejme M v posloupnost {z, 2y, ..., &, ...}, ¢ < p. MnoZiny
A, (1 < u) definujme takto: 4, = &, je-li 4,=0; 4, = {a,,...,q,}, jeli
x, = o0, + ... + &xn0, , pi emi «, ..., &, == 0. Z nezévislosti mnoziny M
plyne jednoznaénost definice mnoZin A4,. _

Nyni budeme transfinitni indukei definovat posloupnost {ty, ..., %, ...},
¢ < pprvkiz M, pro niz plati M = M | U{t,}, ({.} znadi mnoZinu o jediném
prvku f). k=

Polozme t, = x, — a,. Je ziejmé M | {t,} a zge M L {t,}.

Necht 1 <y < u a predpoklédejme, Ze jsou definovéna t,e M pro ¢ <»
takova, ze M | U{t,} a z,e M I U{t,,}

<p
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