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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

O NEJEDNOZNACNOSTI RESENT SOUSTAVY DIFERENCIALNICH
ROVNIC

Vwapmir DoreZaL, Praha
(Doslo dne 3. Servence 1959)

V tomto ¢ldnku je sestrojen piiklad, ktery ukazuje, Ze z jednoznad-
dx
nosti feSeni rovnice i g(z) nemusi plynout jednoznaénost FeSeni

t
rovnice z(t) = éco + f 9(z(7)) do(z), kde o(z) je spojitd redlnd funkee
to

s koneénou variaci.

Problémy Fefené v tomto &ldnku se vyskytly pfi studiu zobeenénych dife-
rencidlnich rovnic, které zavedl J. KurzweiL v &ldnku [1], zv14sté pak pti
studiu Diracovy funkce v nelineirnich diferencidlnich rovnicich v kap. 5
dlanku [2].

Tam se v pomocné vété 5,1 dokazuje nésledujici: Bud x(7), n = 0 rostouci

1
spojitd funkce, ¥(0) = 0, f }%77—) = 00. Bud o(¢), t € 0, 8) spojité redlna funkce
0

s koneénou variaci. Bud ¢(x) = [91(Zy, Zay <+ s Tin)s «+ -5 I @15 Tay « -, Toy)] SPOjitd
vektorovéa funkce na oteviené mnoziné D c E,, takovi, Ze

(0,1) lg(zs) — 9@¥)Il < x(llwx — 2*[) pro z,,2%*eD.
t
Bud zye D, tye <0, ). Potom rovnice x(f) = x, + fg(x(7)) do(7) mé nejvyse
tﬂ
jedno FeSeni.

Ve vété 5,1 se pak dokazuje nasledujici: Bud f(z, t) = [f1(2y, .- Tms £); ---»
Fm(@1s « vy T, £)] spOjitd vektorova funkce pro ze D, te {(—Ty, T;>. Bud g(z)
funkece, kters splituje pfedpoklady pomocné véty 5,1. Necht ¢,(¢), n=1,2,3,...

1

je spojité redlnd funkcena (— Ty, T), D.(t) = [@.(z) dz. Necht g,(t) spliiuje
-7,
nésledujici podminky:
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: T,
(0,2) limsup [ |gu(7)jdr =L < o,
f—sco =T,

7

(0,3) lim [ |g.(z)]dz=0 pro —T,<t<0, ,
n—soo —T,
Ty
(0,4) lim [ |pu(z)|dr=0 pro 0<t<T,,
n—s>co t
(0,5) 0 lIm@,(¢) =0 pro —T,=¢t<0,
N—>0
(0,6) Iim®,(t) =1 pro 0<t<T,.
n—>w
Bud u(t), te{—1Ty 0> (0<T,<T,) YeSeni rovnice g—f = f(x, t) urdené
jednoznaéné podatedni podminkou. Bud v(f), ¢ e (—g » 5 Teleni rovniceg—:; =
= g(z) jednoznalné uréené politeéni podminkou v(— %) = u(0). Bud w(f),

t e <0, T,) YeSeni rovnice j—:f = f(, t) jednoznadné uréené politetni podminkou

w(0) = o(3).

Necht y, — u(— Ty) pro » — co. Potom YeSeni z,(f), rovnice

(}Ex = f(@, t) + g(@) - Palt) ,

Zu(—Ty) = Y, (ne nutné jednoznalné), je definovdno na intervalu {—7',, To>
(pro dosti velkd n) a plati

(0,7) lim z,() = %) pro —T,=t<O0,
lim z,(() =w() pro 0<t=T,.

V tomto &ldnku ukéZeme, ze podminku (0,1), kterou musi spliiovat funkee
g(x) nelze nahradit slab&i podminkou: necht g(x) je spojitéd vektorovéa funkce na
t

mnozing D c E,, takova, Ze rovnice z(f) = z, + [ g(x(7)) dzr ma pro x,e D,
v tﬂ
toe <0, 8) pravé jedno FeSeni. V kapitole II sestrojime na mnozing <0, 7> X
X <0, 1) funkeci g(z, y) takovou, Ze pro t,e <0, 87> x,¢ <0, ), Yy,€ <0, 1> mé
systém :
t 13
() =z + [dv, ylt) =yo + [9((z), y(v)) dv.

P . .zl s . o .s . . '
pravé jedno ¥eSeni. V kapitole III sestrojime spojitou redlnou funkei s koneénou
variaci o(t), t € €0, 8z) takovou, Ze systému

i i
#(t) = OfdG(T) s Y(t) = 0fg(ﬂv(f), y(7)) do(7)



vyhovuji fefeni dvé. Podobné v kapitole IV sestrojime funkei f(y, ¢) a posloup-
nost funkei ¢,(t), n = 1, 2, ... tak, Ze feSeni systému

dx d

T =00, T =101 +9@9) . 90

nebude mit vlastnost (0,7).

I

Nejprve sestrojime déleni intervalu <0, ¥>, ¥ > 0 (obdobné délenf intervalu
pfi konstrukci Cantorova diskontinua), které budeme v dal§im pottebovat.
Zvolme é&isla @, > 0, b, > 0, a, = b, tak, aby 2a, + 3b, = 1 a sestrojme po-
sloupnosti {a,}, {b,} takto: @, = a, . b7 7%, b, = b}. Pak z¥ejmé& plati ndsledujici
vztahy: ;

(1,1) @b, =a,:b,, 2a,+ 3b,=0b,-,, 2.2 3%, =1,
5 n=1
lim @, -—hmb =0.

Nyni p¥i prvém kroku sestrojime body Y (i = 1, 2, 3, 4) tak, aby platilo
YP=YP -¥P =7 —-¥P=05,.Y, YP_-YP =70 TP =0,.7.
Podle (1,1) je zfejmé, Ze takové déleni 1ze provést. Rozdélili jsme tak interval
<0,Y) na pét dild, z nich% dva jsou délky a, . Y a t¥i délky b, . Y. P¥i druhém
kroku vynechdme oteviené intervaly délky a, . Y a intervaly délky b, . ¥ roz-
délime opét na pét dil, a to ve stejném poméru jako interval <0, Y. Stejnym
zplisobem postupujeme dale. Po n-tém kroku mame sestrojeny body
(1,2) D) ={0,;Y0 ... YOy, . . 78 8. Y.

Piin + 1kroku vynechame oteviené interva,ly délek e, .Y,a,.Y,...,a,.Y
a intervaly délek b, . ¥ budeme dé&lit ve stejném poméru jako interval <0, Y,
tj. sestrojime body Y{"*%, ..., Y{";:? tak, aby platilo: Jestlize ¥, ¥* e D(n),
Y* — Y,‘< = b,Y (tj. koncové body intervalu délky b,Y) pak
(1,3) Y(n+1) Y(n+1) Y(ﬂ+1) Y(n+1) Y* = bn+1 Y s
Yo — YD = y0D Yyt —q,,, . Y.

Podle (1,1) 1ze takové déleni provést. Intervali délky b, .Y je ziejmé 3", je
tedy s = 1, 2, ..., 3" intervala délky a, . ¥ je 2. 371

Snadno se dokaZe ndsledujici tvrzeni:

Véta1,1. Bud A = U U (Y1, YY), B = <0, Yy — A. Pak plati: mnofina

n=11=1
A je oteviend, mnoZina B je uzaviend, md mohutnost kontinua a miru 0.
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I
Nez ptistoupime ke konstrukei funkce g dokdzeme nésledujici vétu:

Vita 2,1. Necht funkce g, v maji spojitow proni derivaci na intervalu {a, b)
a necht platt p(x) < yp(x) pro x e <a, b). Necht funkce y md spojitou proni deri-
vact na intervalu {p(a), p(a)y a necht y(p(a)) = ¢'(@), x(y(a)) = y'(a). Necht
funkce y* md spojitou proni derivact na intervalu {p(b), p(b)) @ necht x*(p(b)) =
= @'(0), 2*((b)) = v'(b).

Definujme mnoZinu P takto: Bod [z, y] e P, jestlize plati
e=z=b, o) =y=vy@).

Bud 0 < & < 1. Potom na mnoziné P existuje spojitd funkce h majici tyto
vlastnosti:

(2’1) 1. h(x’ p(z)) = ?"(x) pro zela, b>,
: bz, () = y'(x) pro zela,b),
ha,y) =yly) pro yelgpla) p),
hb,y) = x*(@y) pro yeLp®), p(b)> -
2. KaZdym bodem [z,, y,] € P prochdzi prdvé jedno feSeni diferencidlni rovnice
(2,2) _ Y =Mz, y).

3. Budte u,, u, dvé fesent rovnice (2, 2) Necht uy(a) — ug(a) = A > 0, potom
plati

p(x) — p@) — 9(@)
(2’3) A . (a) (a) (1 - 8) = ul(x) - uZ(x) S v g8 ,‘P(a) — tp(a) (1 + 8) s
B p(b) —glb)

Podobné plati: Budte vy, v, dvé FeSent rovnice (2,2). Necht v,(b) — v,(b) = B > 0.
Potom

1/J(%) P(z) _ G ) ( )

v,(a) — vy(a) = B. EEZ))—(W)) .
Dikaz. Oznaéme P, mnoZinu bodt [#, y] pro které plati
e+ 6 =S2=b—246,, o) Sy =y,
b—a
2

, (¢ =1, 2). Definujeme funkeci 2 na mno#ing P, takto:

_ _Yy—o@ p@) —y
"9 = e —e@ PO T = T
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Ziejmé h(z, p(x)) = ¢'(x), b(z, p(x)) = v'(z). Funkce A je na mnoziné P, spo-
jitd a plati |A(z, y)| = ly'(2)] + |¢'(@)|.

Bud [%, 7] « P,. Oznatme 1 = U —9@) Dk funkes Bz, 1)=1 p(z) -

Y(x) — ¢(@)
+ (1 — 4) . () je YeSeni rovnice (2,2) jdouci bodem [z, y]. Ziejmé plati
(2,5) H(x, i) — H(x, ;) = (A4, — 5) (p(2) — ¢(2)) .

Nyni oznaéme P, mnozinu bodu [z, y], pro které plati
a<z<a+6,, ¢@)=<y=y@)
a P, mnozinu bod# [z, y], pro které plati
b—dy=2=b, o) =y =vy).
Na mnozinéch P,, P; nemuzeme definovat funkei 4 stejné jako na mnoziné P,,
protoze by nemuselo platit k(a, y) = x(y) resp. A(d, ¥) = x*(y).
Oznadme H(z, ) = A y(x) + (1 — 1) () pro z € {a, a + &,> a necht funkce
v mé spojitou prvni derivaci pro ze {a, @ + ;> a necht spliiuje nésledujici
podminky .
via) =va+ ;) =r(@+ 6)=0, YVe=1, P =1,

[p() — ()]
0 g [’U(x)l é €. M. lw(a) — <P(a)| "l" [?P"(a) o (pl(a)l ?

kde M je kladné a M = max |[y'(y)|.
vep(a); ¥(a))

Protoze pro 0 < 4 < 1 je H(a, 1) € {p(a), y(a)y, miZeme definovat
. ;  oH o> oH
H*(x, j') = H(IE, A’) + Ip(‘%) . [Z(H((l, }‘)) - Hl(a': ]‘)] > (Hl = '52:' I HZ = ?}l) *
Nyni plati _
H*a, ) = H(a, ), H*(@ + 6, ) =H(a + d,, 4),
H*(z,0) = H(z, 0) = ¢(x), H*(z,1)= H(z, 1) = p(x). .
Funkce H* m4 spojité parcidlni derivace Hy , Hy a plati
HY'(a, 2) = x(H(a, 3)), HY'(a + 6, 4) = Hy(a + 6, 4)
(HY' zde znamens derivaci zleva resp. zprava).
DokéZeme, Ze kazdym bodem [z, ¥,] € P, prochédzi pravé jedna kiivka H*.
Bud 1, > A,, pak
H¥(z, Ay) — H*(z, 4,) =
= (h — 4) - (p(@) — 9(2)) + (@) [x(H(a, A1) — z(H(a, 1)) —
— Hi(a, 4,) + Hy(a, 4,)] .
Protoze (4; — A5) . (p(x) — @(x)) > 0, a protoze
v(2)] - [2(H(@, &) — 2(H(a, &) — Hia,.4) + Hi(a, 4)] =
< @) (M2 — 49) - ((a) — @(a) + (A — 4,) . [y'(a) — ¢'(@)]] =
= e (A — Z)(p() — ¢(=)
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je
(2,6) H*(z, 1) — H*(=, 45) > 0
a dokonce :
(h — Ag) - (p(@) — @(@)) . (1 — &) < H*(x, 1) — H¥(=z, A3) =~
= (A — ) - [y) — @@)]. (1 + ).

Bud [z, ¥,] € P,. Funkece H*(x, 1) je spojitd na intervalu 0 < 1 < 1 podle
(2,6), rostouci v 1 pro kazdé xze <(a,a + d,> a nabyvéi vSech hodnot od ¢(x)
do y(z). Existuje tedy pravé jedno A = A, takové, ze y, = H*(z,, 4,). Kiivka
H*(x, ,) prochdzi bodem [z,, y,] a podle (2,6) Zddna jind kiivka H*(z, 1), -
A == 1, nemuze bodem [z,, ¥,] prochazet.

Funkeci 2 na mnoZiné P, budeme definovat takto: nalezneme k¥ivku H*,
kterd prochazi bodem [z, y] € P,, sestrojime jeji teénu v tomto bodé a smérnice
této teény bude hodnota funkce % v bodé [z, y].

Snadno se ukéze, Ze takto definovana funkce % je na P, spojitd a lipschitzov-
ské vzhledem k y, a Ze plati

h(x, H¥*(x, \)) = HY (x,2) pro a<zx<a+4,, 011,
ha, y) = x(y) pro ¢(a) Sy < p(a).

Stejnym zplisobem, pomoci k¥ivek H** definujeme funkei  na mnoziné P;.

Tim jsme sestrojili funkei A na celé mnoziné P. Z konstrukce je ziejmé, Ze h
je na P spojité a Ze je splnéno (2,1).

Hledame ¥eSeni diferencidlni rovnice (2,2) pro a < z < b. Definujme kiivku
@ takto:

G(x, 2) = H*(x, A) pro zela,a -+ 6.,
G(z, ) = H(z, 2) pro zela + 6,0 — &y,
G(z, 1) = H¥*(x, 1) pro xe<b— 6,,b). ‘
Pak tato kiivka méa v kazdém bodé intervalu <(a, b) spojitou derivaci a plaa
Gi(x, A) = h(z, G(z, 2)) .
Pritom libovolnym bodem [z, ¥,] ¢ P prochézi pravé jedna kiivka G.

Budte w,, u, dvé FeSeni rovnice (2,2) takové, Ze u,(a) — uy(a) = A > 0.

Potom u,(z) = G(x, 4,), uy(x) = G(z, 1,) a podle (2,5) a (2,6) je
(A — 49) - (p(@) — @@)(1 — &) =
= 6@ 4) — Gz, 4y) = (A — Lo)(p(x) — @(2))(1 + &) -

Protoze
P Gla, A1) — G(a, ) _ uy(@) — uy(a) A
' ? p(@) — @) @) —e@)  ya) —e@)’
plati
@) — o) . . p(x) — @)
* w(a) - 90(“) (1 8) g G((E, 2’1) G(x: j'2) é A L y)(a,) _ ¢(a,) (1 + 8)
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G(b, &) — G(b, 4,) = H**(b, &) — H**(b, 4,) = (A, — Z)(p(d) — (b)) =
¥(®) — @(b)
y(a) — ¢(a)

Stejné se dokaze (2,4). Tim je véta 2,1 tiplné dokizéana.

Poznamka. Z dikazu véty 2,1 plyne
Jedi [z, yle Py pak |h(z, y)| =< [y'(2)| + |¢'(x)] . Je-li [, yle P, pak
|h(z, y)| = |HY (2, 4)| , kde A vyhovuje rovnici y = H*(z, 1), a plati
iz, y)| = 1'(@)] + 19'(@)] + ,Zax ko) + @) + @] =

< W@+ l¢'@)] +3. max |x()|-
ve(o(a) w(@)

Podobné, je-li [z, y] e P, pak
i(z, y)] < [v'(2)| + [¢'(2)] +3. max [x¥(y)|.

ve(p(b), ¥(2)),
Odtud plyne pro [z, y]e P

2,7)  |hz,9)| < v'@)| + lo'()] + 3. n)uax [x()| +<¢(11;laf)) 1*®))) -

Nyni ptistoupime ke konstrukei funkece g (viz obr. 1). Definiénim oborem této
funkce bude interval @ = <0, %> X <0, 1>. Na intervalu <0, 1) (na ose y) .
sestrojime d&leni ¥{* popsané v dasti I (tj. polozime ¥ = 1) Pritom, jak se
pozdéji ukazZe, je nutné volit 7% < b, < 2a,. Oznadme u{¥, »{* funkei iden-
ticky rovnou nule resp. jedné na intervalu <0, 7).

Pii prvém kroku sestrojime na intervalu <0, z) funkce

(1) (1) ) Y(l) :Y(l)
W) = —docosz + 2t T y006) — o, cosz 4 LT IE

a oznadme

Py =¢ g sesa W) Sy = w&”(x)] .

[=,v]L
-

P = g] 0=z < 377”, W)=y = w‘z“(x)] ;
E7% 4| .

PP = ‘£ Z Sezsw PRI Sy = w‘z°’(x)] ;
Xy

o =—c¢lo<z< g, @) <y < yP() |,
eyl p

@w=2 %’” Sz We) Sy < w‘a”(x)] ;
E% gl W

QW ___[ (g»] 0<z gg () <y < v ()
xylL -
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P¥i druhém kroku budeme na mnoZindch @, @, Q5P postupovat stejnd
jako na celém intervalu Q{® = <0, z) X <0, 1}.
Predpokladejme, Ze jsme provedli zn krokd. Mame sestrojeny funkce

0 0 1 1 2). o anl® n
P(n) = {p", vi% v 8% 9% o 5 s v syl
a definovany mnoZiny
1 1 .
'Pg. )’ LI ] P:({); P(lz)) ey sz); e 8oy Pg.n)’ oo g,:‘)’ Q(n) . ooy Qg:l)

takové, ze

(u UP"’) v (u QM) = <0, 7> X €0, 1).

r=18=1
Pri (n + 1)-nim kroku budeme na mnozinich @%%), (s = 1, 2, ..., 37) postu-
povat stejnd jako na celém intervalu @{” = <0, #) X <0, 1). Bud

QM = Ela=<z<b, pya) Sy < p*@)].

[®,]
kde b —a = %, Yy> ¥ € ¥(n) jsou monotonni funkce majici spojitou prvni
derivaci. P¥itom rozdil y*(z) — y4(z) je monotonni a nabyva minima b, v né-
kterém koncovém bods& intervalu <{a, b) — oznadéme tento bod z,. Plati
, vx(®) = W*(xlj =Y, <Y*=y*,) < 9*@®); P¥(@) = yi(@) =0,
(Y4, Y*e D(n), wi(x,), v*(x,) zde znamend derivaci zprava resp. zleva).
S vyjimkou mnoziny @{” existuje vidy pravé jeden takovy bod z,. Bud
P <TRD < YOV £t TD YRV < ¥4, (X8 VeDn + 1)).
Nyni sestrojime na intervalu <{a, b> funkce
W) = — 25 oos 4n(x — 2,) + 3 (VGHD + YD),
WrP(e) = 25 o8 4w — m,) + 5 (XD + Fi).
Budte dile z,, z;, z, € {a, b) takové, Ze
c T 3n 12
ey — @ = gnt1’ |2y — 5] = 4n+1 ? [y — 24| = e
(tj. z4 je druhy koncovy bod intervalu <{a, b>).
Ozna&me pro [z, y] ¢ Q™"
P&'Iii’ = 6"][lx — x| S |2y — 2], pul®) Sy = WRIP@)],
[®v

PLY =8 o — o] < o — @), ¥i2200) Sy <9l E,
VY,

PG = & [z — oy < |7y — 2, 95 0(@) Sy < p*(2)],

[z,v]
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Q5P = € [lo — &y < |ay — i, pul@) Sy < 91 P@)],

35—

[2,v]
fly) = g][[x — 7| S |y — @), 95I00R) Sy < 90 @)],
[y
QY = E[lx — )] < |zy — 2], 97 V(@) Sy < p*@)] -
3?1/]
&
):zm —— |
'IIIE\‘\—I:
| A2
/?z :QB : Pm
—"/VBP—E ’
):m Q2 2 > }
(1) il E ,:

x4 T %
Obr. 1.

Ex}[
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Mno¥iny Q5:*3, @5:*Y, QY maji zfejmé ty% charakter jako mnoZina Q™.
Protoze s = 1, 2, .,., 3" obdriime tak p¥i » -+ 1 kroku funkce 9", ..., p§"5b
& mnoziny P, ..., POID; Q7Y ..., @ail. Z konstrukee vyplyva, Ze jsou-li
‘¥, p, S4sti hranice mnoziny P§:*3 resp. Pg:' " a zy, z* body intervalu {a, b)
‘takové, Ze |x; — z4| < |z, — x*| pak
PH®) — Pul(@s) < PHE) — pa(@¥) 5
jsou-li p*, y, 84sti hranice mnoZiny P{;*7), pak
PH@L) — Pa(Ta) > pHEF) — pu(z) -
Diéle se snadno dokéze, %e jestlize [x,, y]e PS5’y nebo [z, y]e PHitY, pak
plati [z, y] € P, a jestlize [y, y] € P5i*1, pak plati jedno z téchto t¥{ tvrzeni:
"~ a)x, =0, b) 2, =z, ¢) existuje dvojice (1, 7), r < n — 1 tak, %e [z, y]e P{".
Funkce 9 (n=1,2,...; 1=1,2,...,2.3%1) rozdéli ndm mnoZinu
{0, %y X <0,1> na mnoziny P® (n=1,2,...; s=1,2, ..., 3"). Na téchto
mnozindch sestrojujeme postupns funkee %,  (x, ¥) (b, je definovidna na mno-
Ziné P") takto: MnoZina P{ m4 vlastnosti mnoZiny P z véty 2,1. Jeji hranice
se sklada z funkei v, ¥ a ze dvou svislych tsedek, delsi z nich méa z-ovou

soufadnici rovnu 7, kratsi —} MiuZeme tedy podle véty 2,1 sestrojit na mnoziné
PP spojitou funkei k, ,(x, y) takovou, Ze spliiuje body 2, 3 véty 2,1 a Ze
hia@@, ¥i0(x) = 0, hyy(z, v0@) = 3oy sinz, hy(w,y) = 0;

v (% , y) necht je funkce se spojitou prvni derivaci podle y takova, Ze

d
o (§, o) =0, hy (%, v (%)) = [a w‘f’] i
a:,-z
0 é hl,l (%: y) g [% 1/)&1)] n’
=1

hyq (%, y) =0 pro [%, y] ¢ P® u PP (= x* z véty 2,1).
Stejnd budeme postupovat na mnozinich P{", P{.

Mnozina P{™ (n=1,2,...; s=1,2,...,3%) mé vlastnosti mnoZiny P
z véty 2,1. Jeji hranice se sklada z funkef y*, p, € ¥(n) a ze dvou svislych tse-
<ek, delsi z nich necht mé soufadnici z, kratii #. MiZeme tedy postupn& podle
véty 2,1 sestrojovat na mnozindch P{" spojité funkee A, ,, které sphiuji body
2 a 3 véty 2,1 a Ze
hn,s(x’ ?P*(x)) == "P;(x) 2 hn,s(x! '/’*(x)) == 1/’*'(1”) ’

hn,s(E:y)=0 pro Zz =0 nebo E:n;
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je-li 0 ==z % 7, pak podle (2,8) méme jiz definovano h, ,(z,9) (r =1, 2,...,
n — 1) a definujeme &, ((z, y) = k, ;(Z, y); h, (%, y) necht je funkee se spojitou
prvni derivaci dle y takové, Ze

(2,9) hn,s(iz: p¥(&)) = w*/(i) B hﬂ.s(ﬁa "P*(‘E)) = w;(ﬁ) s
Ihn',s(i’ y)l = max (Ih'n,s(i’; 1/’*(75))! 5 Ikn,s(is w*(i))[) >
hns(&,y) =0 pro [Z ylnone P{*y v P+,

Funkei ¢ definujeme na <0, 7> X <0, 1> takto:
9@, y) = hn(z,y) pro [z,yle P,

@0

3n
g(x,y) =0 pro [z,yle {0, @ x <0, 1> — U UP".
Nn=1ls=1
Oznadime-li ¥ mno%inu viech funkei »{", kde n =1,2,...; [=1,2,...,
2. 371, pak zfejmé plati

Vita 2,2. Mnofina ¥ je spocetnd.

Oznadme C mnozinu t&ch bodd [z, y] e €0, m) X <0, 1> pro které platl Ke
kazdému p¥irozenému &slu n existuje ptirozené &islo s (1 < s < 37) takové, Ze
[, Yle an)' ) )

Véta 2,3. MnoZina C je neprdzdnd. Bud [x,, y,) € C. Pak [z, y,] none C pro
vdechna x =+ x4 a [0, y,] € B, kde B je mnoina zavedend ve vété 1,1. Zobrazeni
[0, o] = [0, Yol je prosté.

Dk az. Z konstrukee plyne, %e vechny koncové body funkei y§” s vyjimkou
bodii [z, 0], [z, 1] pat¥i do mnoZiny C. Koncovym bodem funkce 1,0‘") ktera
m3 definiéni interval (z, z*) rozumime body [z¥, i (x*)], [Zs, I (%4)]-

Bud nyni [x,, y,] € C a budte L, 1, ... ptirozens &sla takova, Ze [z, ¥o] € @5 0
0 QP n .... Potom z¥ejmé plati Q> Q> ...; d(@QP) > 0. QP n @ n .
je tedy jednobodové mnoZina, kterd obsahuje pravé bod [z,, y,]. Existuje proto
prosté zobrazeni, které ptifazuje bodu [, y,] € C posloupnost I,, I,, ....

Bud B mnozina na ose y, zavedend ve vété 1,1. Odislujme intervaly délky &,
postupné od osy z &sly 1,2,...,3" a oznaéme je B{™, B, ..., B{y. Pak
[0, Fole B=[0, o] e B n B n .... Opét plati BY > B> ..., d(By)—0
a tedy do mnoziny B n B{Z) n ... pat¥i prévé bod [0, 7,]. Emstu]e tedy prosté
zobrazeni, které pi"ii'azuje bodu [0 7o) € B posloupnost k,, ks, .... Odtud plyne,
%e existuje prosté zobrazeni bodl [z, ¥,] € C na body [0, o] € B.

Dokéazeme, Ze y, = ¥,. Vezméme bod [z,, 7,]. Je zfejmé, Ze [z,, 7,] patii do
téchze @ jako [x,, ¥o].

Vita 2,4, Funkee g je na intervalu {0, m) X <0, 1> spojitd.
Dikaz. V bodech [x,, y,] non e C dokdZeme spojitost snadno. Je t¥eba vy-
Settiti pouze body [z, ¥,] € C.
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1. Plati [z, yo] € C = g(%¢, ¥o) = 0. Necht [z, yo] € C. Pak bud

an
[mo, yo]e <O) 75> X <O, 1> - U U P(ln) )

n=11=1
v tomto p¥ipadé bylo pfimo definovano g(z,, y,) = 0; nebo

[oe]

3n
[%g, Yol DOD € <0, ) X <0,1> — U U P{™.

n=11=1

N 3»
V tomto pripadd existuje ‘takové piirozené N, Ze [2g, yole U U P, ale

n=11=1
N-1 3n
[, Yol non e U U P{V. Necht déle [xy, y,] € Q5 = [y, ¥,] patii do pravé
n=11=1

jedné z mnozin P55, PSy)_y, PSy). Necht pat¥inapt. do P§y)_,, pak ale [2g,¥o] €
€ Q:(;I:;)_z a dale [x,, yo] € Qg(\;:»l_)m_l- Z toho plyne [z, yo] € Q(al(va;rnl_)z)_1 n P g:;)_z
a podle (2,9) plyne, Ze g(xo, ¥o) = 0. Stejnd pro [y, ¥o] € Pt & [o, Yol € Pimi-
2. Dokéazeme, Ze [z,y]e P{ = |g(z, y)| =< P(n), kde lim &(n) = 0. Z kon-
strukce plyne, Ze bud 4 e
PP =4 [x tE SeSat o, wE)Sys w*(x)],
nebo

P(lng [KU* _4?—1 éxé.’l)*——i—i—, Pa() éyé’/’*(x)],

[2,v]

kde y*, py € ¥(n), derivace yp*'(zy) = w;(x*) = 0. Déle alespon jedna z funkef
¥*, vy, napf. y, = y{", a necht p* = y{®, kde 1 < k < n. Potom podle po-
znamky za vétdu 2,1 je

210) o, v)] = [pa@)] + ¥@)| + 3 [max (

et )

&l

@11) |y, y)] < ]w;(x)l+]w*'(x)l+3[maX(w; By — )|

%/ Lo — 4 / T . %/ 44
L4 * 2n-1 Yx | Lx — in Pr ATy — i .

Odhadneme vyraz (2,10). Odhad vyrazu (2,11) je z¥ejm& zcela obdobny.
Protoze podle piedpokladu je } < 4b, < 2a, + 3b, = 1 plati

b

4

Va (x* == Z"——I)

i

b

resp.

o

’ aﬂ
i) <% 4t = % (4b)"1—>0 pro n—> o,

P S % = B 0 o nos o, ke

>



W,*/(x)[ g %c 4x-1 . sin 4%-1 X §_ %’f 4r-1 Sin 4%-1 (117* + 4775_1) —
: sin ——
@ - 47 a 4n—%k 7
= El (4b1)7c—1 . SIn m s _21 . (4b1)n—1 . — . (16b1)n—k s
v

pron—>o0 ak=12...,n—1,

a tedy zfejmé existuje zminénd funkce d(n).
Z téchto dvou vysledki se jiz snadno dokéze, Ze funkece g je v [z, ¥,] € C
spojita.
Véta 2,6. Diferencidlni rovnice
(2,12) Yy =99)
md prdvé jedno fedent jdouct bodem [z, y,] € <0, my X <0, 1.

Dikaz. Existence takového YeSeni plyne ze spojitosti funkce g. Jestlize
{%0, ¥o] nOn € C, pak méme lokilni jednoznaénost zarudenu vétou 2,1. Stadf
opét vySetfovat pouze body mnoZiny C.

1. Necht [z,, ¥,] je koncovy bod funkece yi+1. Z konstrukce funkce g vime, Ze
body [z, pn+P(x)] e Q. Pouzijeme-li oznadeni, které jsme zavedli pfi kon-

strukei funkce g, potom plati |z — 2] < [z, — 2| = % a y&D(z) e (Y RHY,
YD VySetiujme bod [z, y§i+P(2y)]; pli vySetfovéni bodu [z, wi}](«,)]
a také bodu [z, vtV (x,)], (24 v5+Y(z,)] bychom postupovali stejné.

Bud u libovolné YeSeni rovnice (2,12) takové, Ze u(x;) = y{1+P(x,). Potom
ziejm& neni moiné, aby wu(z) > yp{tP(z) pro |z — x| < |r; — 24|, protoZe

o ][l-”c — @] S oy — 2], v (@) Sy = viP(@)] = P .
Dokézeme, %e neni moZné ani aby u(z) < yp{+P(x). Vybereme posloupnost
funkef p+*+0 kde s = 2. 3%~ (8] — 2)a k = 1,2, .... Z konstrukce funkce g
je zfejmé, Ze pro [x — z,| < 4”—7; je

'!Pf.,"+k+1)(x) — %a/n+k+1 . COS 4":”7‘(:8 — xl) -+ %(Y(z';i’f"'l) -+ Y(zr;+k+1)) .
Ztejmé pro k — oo je
(2,13) ’l)g;ii)(aﬁ) - §D§"+k+1)(x1) = Yi?:al) - Yg?+k+1) = bpyx41 >0,
Wit — @) = 2 (1 — cos g) + Bty + Busesa

TT
4ntk”

kde [z — x| =
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Déle: Existuje jediné ¥eSeni rovnice (2,12) pro —— < |z — 2| = %, které

4n+k
VX 2 Ve . nik
prochézi bodem [z, p+*+ (z)], nebot toto Fefeni prochézi mnoZinami Pat e
(n+k—1 VoY z v z
PG @2y, ..., P@+Y. Nazveme toto YeSeni prodlouZenim funkce y{*+*+¥ na.
celou mnoZinu @ a takto prodlouZenou funkei p{*+*+¥ oznaéime v.

Je patrné, e u nemiiZe protnout Zddnou funkei v;, uvnitt Q. Ale v, konver-

guje na Q¢ stejnomé&rnd k p@+P, nebot: Bud |x — 2| < 1% , pak podle (2,13)
. — _ 1
jo (pirP (@) — wl@)) = (WP (@) — w(@) = ['2' Upty (1 — cos %) + Cptrtr +

7
At + Dpt + 3 nt1 ( 08 F) Gty Onty + V5 (%)

bn+k bn+1

+ bn.+k+1] . (1+¢)s

nebo

T
pre=rr e LY

m=1,2,...,k),

4n+k m (

pak [z, v,(x)] € Pin arts) a plati podle (2,3) resp. (2,4)

1 A
(2,14)  piP(@) — nl@) = [an+k+1 + Ontrrs + 5Ot (1 cos F)]

1 1 ' 1 ’ 1
Gt + Opte + 3 %t (1 — cos F) Qptg + Dpts + §a.'n+1 (1 — Co8 _)

4
bn+k o bn+2
5 Apty + bn+1 + w*(xl) (1 + 8) .
bn+1
Snadno zjistime, Ze proi% < b < ]e lim ——EI;L{:, = 0. Existuje tedy
ko takové, Ze pro k =k, je {1 — cos —] < bFa 1 Gpig |1 — cos =) < Fptpr-
‘ P ] 4k 195 1 47«;
Mizeme tedy pro k = k, pFepsat (2,14) takto: ' .
2a,, bn 2aln 'y bﬂ (]
PEP(@) — 04(6) = [2pray + byrp] e ot ottt Tttt
nTk nTkoT1
T . 1 7T
Aptrs + Dptie + 5 Ont1 (1 — cos m) Unty 1 boty + 5 Gnta (1 — €08 Z)
bn+ko o b'n+2 '
k—k,
Oty + bzﬁ + v (@) (1 + &) = (2a, . bp+ko - bpthe+l) | p-ke _(1 +2 %) -
nt1 1

JT JT
Aot + bn+k. + an+1 (1 — Ccos m) Apt+g + b'n+2 + a’n+l( — CO8 Z)

bﬂ+ko bn+2,

-
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) A+ 4 bpt1 + ()

bn+1

(1 4+ &) = (2a,b0%k | pnt+Eetl)

1 7
Qntry + bptr, + 3 Gt (1 — Cos 470:1)

bn+kn

1 T
a, b, = @4y |1 — cos =
+2 1 bats + 5 +1( 4) Unt1 + bur 1 Pi(@)

bn+2 bn+1
. (by + 2a,)¥% -0 pro k— co.

Mus{ tedy byt u(z) = 5P a to je jediné YeSeni rovnice (2,12) vyhovujici dané
podétedni podmince pro xe Q.

Neni-li #, = 0 nebo z; = 7 pak na opaénou stranu (tj. mimo mnoZinu Q™)
vychazi z bodu [z, p§(x,)] pravé jedno Fefeni, protoze Q™ ,,sousedi* s mno-
Zinou P{”, kde r je nékteré prirozené &islo 0 < r = n — 1.

2. Necht [z,, y,] e C a neni koncovym bodem #4dné z funkef mnoziny Y.
Necht [y, yo] ¢ N @ a necht

Nl

w-cltsasat i e syse),

- [#]
kde v}, vi* ¢ ¥(n). Budte u,, u, FeSeni rovnice (2,12) jdouci bodem [z, ¥,]-
Podobné jako v prvni é4sti dikazu prodtouzime funkee yy, pi* na cely interval
0, my. Oznadime-li prodlouZeni téchto funkei », resp. w, pak ziejmé {v,} je.
rostouci, {w,} je klesajici posloupnost funkei a stejné jako v prvni &asti dokd-
Zeme, Ze |v,(x) — wy(z)] — O stejnomérné pro » — co.

Reeni u, a u, nemohou, jak plyne z prvni ¢4sti dikazu, ¥4dnou z funkef
Uy, Wy, protunout a tedy |u,(x) — uy(x)| < |v.(x) — wy(z)| pro vSechna n. Musi
platit u,(x) = u,(x) a tedy bodem [, y,] prochazi pravé jedno YeSeni rovnice.
(2,12).

Pozndmka. Je zfejmé, Ze pro [z, yle B, — <0, ) X <0, 1> miZeme po-
loZit g(z, y) = 0 a spojitost a jednoznadnost FeSeni rovnice " = g(x, y) zlstane.
zachovéna. '

o om

Nyni sestrojime na intervalu <0, 8> funkce o a 7. Na definiénim intervalu

<0, 87) sestrojime nejprve déleni popsané v kap. I takové, Ze za prvni ¢leny
posloupnosti zvolime % resp. z.

Bud T, I1=1,2,...,4.3"71) dé&lici body vzniklé pii n-tém kroku. Pak

intervaly <T@, T, <T@, T, k=1,2,...,3" % maji délku .
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Defiﬁujme funkei ¢’ takto
o'(t) = (— 1)*' pro te (Ti") 5 T 2)
o'(t) = (—1)F pro te(TH 4, TR) -

Podle véty 1,1 mame timto predpisem definovanu funkei ¢’ skoro vSude na

intervalu <0, 87). Podle zndmych v&t z integralntho podtu plati nésledujici
véty:

Véta 3,1. Funkce ¢’ md Lebesquetv integrdl v mtervalu 0, 87).
Vita 3,2. Funkee o definovand vztahem o(t) = f o’(7) dz pro t € €0, 87) je abso-
0
utné spojitd, lipschitzovskd s konstantou jedna o plati % o(t).= o’(t) skoro
véude v <0, 8.

Z definice funkce ¢ dokéZeme nésledujici vétu:

Véta 3,3. Bud (T, T*) interval délky 4%!—— sestrojenyy pii délent intervalu

2

<0, 8z, T 5, TR ,, T® 4, T'® jeho délici body. Pak plati

(3,1) o(Ty) = o(T5) = o(TH) = o(T™) ,
o(Ty) — o(T'g_s) = o(TP_,) — o(TE) = (— 1y . oy -
Dikaz.
11(41;) T(n)
ST ) =0T+ [ o(x)de=o(T,) + (—1)r2 f o'(z) dr =
T,
© 23"""-1 ) T.(u-z Ly
= o(T') + 2 . zz — Bt (f) d'(r) dr + (f) d'(r)dr) = o(Ty) -

Tg s T’y -

Stejné se spodte, Ze o(T*) = o(T) a o(TS) = o(TsY ). Vztahy (3,1) plynou
pfimo z definice funkce o.

Nyni stejnym zptsobem budeme definovat funkei 7 na intervalu 0, 87>
takto

Wt =3 . 421 sinar ot — TR ) pro te (T, T4) ,

2k-1>

kde a, bylo zavedeno p¥i konstrukei funkce g. Stejné jako v predchizejicim
méme funkei ’ definovdnu v intervalu <0, 8z) skoro v&ude a plati:

Véta 3,4. Funkce n" md v intervalu {0, 8wy Lebesguetv integrdl.

i
Vita 3,5. Funkce 7 definovand vztahem n(t) = [7'(7) dv pro te <0, 87> je
0

absolutné spojitd, rostouct a skoro viude v <0, 8x) je d% n(t) = 7'(f).
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Nyni dokéZeme nékteré vlastnosti funkce #:

Véta 3,6. Plati n(T") = Y, kde k= 1,2, ..., 4 .31 (Y{ e D(n) provede-
ného na interval {0, 1) pii konstrukci funkce g).
Dikaz. Nejprve dokazeme, Ze plati

(3,2) n(TH) — (T ,) =
T(n) T(zfi
= f 7'(v)dv = {a,. 4% [ sindYr— T, )dv =a,.
T(n) T(ﬂ)
211 211

Dukaz dokonéime tGplnou indukei. Pro n = 1 plati

o 2.3n-1 T(n+1)

AT =S5 S [ o) de= z 2, 8%, =b, =T,

n=1 l=1 T(-n+1)

Podobné :
(T(l)) — y(l) (T(l)) . y(l) a ?7(T£1)) — Ygl) .
Bud nynf (T,,T*> interval délky 4"“1
0,8 7y a Ty, ..., T@+P délici body tohoto intervalu. Plati
NTy) =Yy, nT*)=Y*, Y*—Yy=0,; Y\, Y*eD(n)

sestrojeny pii déleni intervalu

g D : ) gD
n(TH3) = f 7'(v) dz = 9(Tx) + f 7'(7) dv = n(Ty) + f 7'(z) dv =
o 2.3mn-2 TP b ©  28m-m-3
= n(T) +m;+z 2 Té’z£’1 n(®)dv =Ty + 3 = 2 n=
= (T " Zﬂ+22 3R Ay = "I(T*) + bpiy = YG1T.

Podle (1,3) a (3,2) plyne n(T4 ) = Y§.73 a podobnd se dokéZi daldf rovnosti.

Vita 3,7. Bud t e <TSD 1, TSO>. Pak plati n(t) = y{P(a(t)), kde yi" bylo defino-
vdno v kap. I1.
Dikaz. Bud te <T§§? o T8, Pak jest:

) = w0 + f 2 4o i 4o — TR) dn =

TR o SR
=Y, + 32— 5 oos gni( — Tw) = =3 (Yg,g_l + 7g) —

— %"— cos 4"1(f — T;’,“’_i) ;
| n 1y
o(t) = o(TH,) + f (¢) dz = G(T(a'l‘:)—l) + (— A TR 1)

(n)
Top-1
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Dalejeo(T{ ) = e + &5 - % + ... + &, 7{%’ g =0,1, —1; piitom ¢, + 0

pro k sudé, e, = 0 pro k liché, a x; =m ——, kde m je vhodné &islo. Odtud

4n2’

) 1
PP(o(t) = (—1)F 2 cos 471 (o(t) — @) + 5 (YR, + ¥ =

= (—l)k%‘ cos 471 [sln T - 4—:63 -+
Fe(ke—1) '

1
+ ¢ —FRH (=1 * —n 4,?_2] = "2'(Y(2’1?-1 +YR) =

k(k—1)

o 1)" - ©08 {4"‘1(t —TFN=1* <+ enﬂ} + 5 (TR, + YiR) = n(t) -

Mg&jme nyni funkei g, definovanou v kap. IT. M&jme systém diferencidlnich
rovnic '

(3.4 e T
([x, y] € <0, @) X <0, 1)).

Tento systém je ekvivalentni s rovnicf (2,12) a tedy po&ateénimi podminkami
2(ty) = %o, Y(ts) = Yo je d4no pravé jedno Feleni. PrepiSme systém rovnic (3,4)
na systém integralnich rovnic

12 i
(3,5) x(t) = %, + f dz, y() =9+ f g(x(7), y(v)) dz .
Také tento systém mé pravé jedno FeSeni [z(t), y(t)]. AvSak plati:

Véta 3,8. Budte o, 1 funkce definované v této kapitole. Potom systém integrdl-
nich rovnic

(3,6) a(t) = 6[ do(7), @)= of 9(x(7), y(7)) do()

fe$t na intervalu <0, 8z) jednak [o(t), 0], jednak [o(t), n(t)].

Dikaz. Z konstrukee funkce g plyne, Ze g(z, 0) = 0 a tedy [o(t), 0] je FeSenim.
(3,6). Déale ze vztahu

o(t)
(o) — (TR = [ g(2, v (x)) dv

o(T5h 1)
vyplyva podle vét 3,6 a 3,7
act) i
nt) —n(T%) = [ g @)de= [ g(o(), n(r)) do(z) -
o(T5%_1) % 1

i
Odtud plyne 75(t) = [g(a(7), n(7)) do(z). Tim je dikaz proveden.
(1}
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IV

Budte {a,}, {b,} posloupnosti, Y{" body a y{® funkce zavedené v kapitole IT

tohoto ¢lanku.
3b,

Polozme d = m— Nejprve sestrojime na ose t body 4, (n=1, 2,...)
takto: 4, = — —2—(—136 X A, — A, = d*. Ziejmé plati
=
(4,1) 4, +n21(A,,+1 — A,) =4, +n21dn = ).

Ka#dy interval (4,, 4,+,> budeme dale dé&lit. Pii prvnim kroku rozdélime
tento interval na t¥i stejné dily a tak obdrzime body 7%, TP (index n, ktery
by oznadoval, Ze se jednd o body intervalu <{4,, 4,,,> pro jednodussi psani
vynechdme). Pii druhém kroku kazdy z intervala (4,, T{®>, <T'®, TP,
TP, A,+;> opét rozdélime na tii stejné dily. Tak obdrzime body 7'®, T9, ...,
T®. Tak postupujeme dale, az naposlédy pii n-tém kroku obdriime body 7'{”,

T, ..., T m-1_1. Takto viniklé 1ntervaly maji délku d— Daéle oznaéme

2 3% (r=12,...,m1=12 ...,2. 3’“1) Timto zpusobem

T(r) T(r) 4 _|_
jsme pivodni interval {4,, 4,+,;> rozdélili na 1nterval delky — a na (3" —1).2

intervalt délky ——— 2 3"

Nym sestrojime posloupnosti funkei @,(), nn(t) (n=1,2,...) a funkeci
f(y,t) pro te (4;, —A>, ye(—0, ).

Necht ¢, (n = 1, 2, 3, ...) je spojitéd funkce takovd, Ze plati:

 galf) =0 pro feddy, 4,5 U0, — 4y,
@n(t) >0 pro te (A, 0),
(— 1)1, gu(t) > 0 pro te (T4 s TEH,),
(—1)°. @ut) >0 pro te (T8 1, TY),

kde T 5, ..., TR e {Ap, Apisr=1,..,m8=1,..,, 37-1. Pro ostatni body
intervalu (4,, 4,.,> bud g,(t) = 0. Déle necht plati

g, 72 R
(4:2) f ‘Pn(f) dr = — f ‘Pn(T) dr = (_ 1)‘—1 Ar? f‘Pn(T) dv=1 ':
T3 T 1 s

tfkazeme Ze takto definovand posloupnost funkef ¢, konverguje k Diracovd
funkei podle definice 5,1 &ldnku [2], tj. dokaZeme, Ze jsou splnény podmmky
(0,2)—(0,6) tohoto &lénku.
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Plati

—4, . T s - e
f plae=> > [ [ pmart v [ pmar+
et T s T 1
g n 3r—1 n 3
7 7
+ f‘Pn(T)dT=rzlzl2-4—,+ =-§Z(Z) +1
Ans = 8= r=
a tedy
ik -
7 3 r=1
Hmsupfkp,,(r)[dr:— (——) +1=2x+4+1=L< 0.
-y 2 T=l 4

Podminky (0,3), (0,4) a (0,5) jsou z¥ejmé splnény, nebot jak plyne z (4,1), od
jistého 7 je @,(t) = 0 pro e {4, t) resp. je @,(r) = 0 pro 7 <0, — 4.
Pro te {0, — A4,)> plati

n 31 TH o T

f% (r)dr = f%(r) dr=3 S[ [ euv)dr+ f @a(r) d] +

r=138=1 T(r) Tis—l

+ fqa,,(-r) dz = f(p,,(r) dr=1,

Ap 41 At
a odtud plyne podminka (0,6).
Obdobnym zptisobem jako véta 3,3 dokaze se nasledujici tvrzeni: _
i
Véta 4,1. Bud D,(t) = [@a(v) At a necht T jsou délici body intervalu
4
{An, Aps1)y. Potom plati
DTS = O (T D) = D, (T) = 0.
n(Tg;r];." == @ (T( *1)) ¢n(ng°.r-1) =i,
Budte To, T (PP, ... T, PP, i TR, s TP, oo Ty}  takové, Ze
TP < T, <TEY <2 ...< TV < T* < T Y. Potom
Do(Ts) = Po(T415) = Gu(TE™) = Bo(T)
P, (THEY) = Pp(THLY) - |

Na zakladé této véty a vztahltl (4,2) miZeme definovat funkce %, (n =
=1, 2, ...) takto (viz obr. 2): '
m(dy) = YL, ny(t) = (@) pro te TP, TP,
mt) = pP(@: ) pro te(TP, TPy, kde TP, ..., TP e (4, 4,
n(8) = "Pl)(¢1(t)) . Pro te <A2a '—A1> -
Na zbytku intervalu {4,, 4,> doplmme funkei 7, tak, aby méla spoptou prvni
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*)
derivaci a aby pro te (T, T*) platilo [n;(¢)] < 2. 7]1(TT3: ?(T*). Jestlize
TRk

nyni mame jiz definovanu funkei #,-;, pak poloZime 7,(t) = 5,-(f) pro

n—1 n~1
te <A1, A, + (g) >, na(t) =Y pro te <A,,_1 + (C—;) . An>. Na inter-

valu <{4,, 4,+,> definujeme funkei 7, takto:

() = P52 D(P(t)) pro te (T TH o),

n(t) = 95 V(Pa(t) pro te<TE) ., T,
kder=1,2,...,m s=1,2,..., 3% Na intervalu {(4,+;,, —4,> definujeme
7.(t) = pP(D,(t)) a na zbytku intervalu (4,, 4,+,> doplnime funkei 7, tak, aby
Yy

Y

FRTETETR

N G
&

TS

PRI RN N A S ET R R RN R TR A RO
t A, 7{-«0 T” A 72-01 7;(2) 2)-,6-9;7;2) 7;#; = 7,-22)/43 . ) 0
tm ZW zm EQJ'YIE@ E@ Em E@ EZ

Obr. 2.

331



méla spoptou prvni derlvacl a aby pro te(T* T,) platilo In,, )| =

<2 7In( T")‘ = 771( *) . Ztejmé pro viechna n plati

nn(Al)%Y&”, ma(t) = ¥(1) pro te<0, — 4y

Vit 42, Bud TP  (Ay, Ayesd, potom plati lim ’7"(‘2‘) - Z:;f:;" ) — 0. Bud

<T*, T*) c {A,, 4,4+, interval, kde @, je identicky rovno nule. Potom plati

Lo (o

*) _ 0.

Diitkaz. ProtoZe plati ,(4,) = Y§” a 9,(T") = ¢{** (@ (TT)) = Y{**V, je

nn(A'n) _ nn(T;(lm) e 2a'n+1 + 2bn+1
A’n - T(f') (d)n

— (2a, + 2b)™1,

3
coz konverguje k nule pro n — co. Déle z konstrukce plyne, Ze 5,(T*) —
— Na(Ts) = byyy. Tedy

Na(T*) — Na(Ty)  buny

= 2b,(2a, + 2b,)"

I'* =T, "1 /d\"
55)
a
*)
T Na(T*) — 7a(T'y) —0.

T —T,

n—0

Z definice funkce 7, pfimo plyne _
Véta 4,3. Bud T' délici bod intervalu (4,, A,+;y (n =1, 2,...). Potom plati

][], -
dt feer Ldf s,

Funkei f(y, t) budeme definovat na mnoZing y e (—o0, o), te {4;, —4;>-
Polozme f(y, t) = d pro te <A1, A, + >

Predpokla,de]me, Zze mame funkci f definovdnu pro vSechna y a pro

d\" . a\" a\"**
te(Ad, A, + 3] /- Na intervalu J, = (4, + 3 s Apey + 3 budeme
definovat funkei f takto:

Bud (T, T*) c J, takovy interval, kde @,(t) & 0. Potom pro te (T, T*)
definujeme f(y, t) = 0.

332



n+1 ;
Bud J,> (T, T*) + <A,,+1, Appy + (g) > takovy interval, kde ¢, je iden-
ticky rovno nule. Potom pro ¢ e (7'; T*) definujeme

fly. 1) = 0 pro y < ¥{"*® nebo y =¥,
d I i Y(n+1)
fot) = o yem P T n0),

d " — Yo )
ot =gf s P ¥em), TP,

Bud te <An+1, A + (%l
fy, =0 pro y =0 mnebo- yg Yy,

d = _Y(l)
fo) = = I pTyn PO ye Gan(®), TE),

n+1
) > Potom definujeme

dz, -
fly, ) = <2y pro "y e (0, 7y (8)) -

Bud T délici bod intervalu {(4,, 4,.,>. Potom poloZime f(y, T) = f(y, Ans1) =

n+1
=} (y, Any + (g—) ) = 0. Na intervalu {0, —4,) definujeme f(y, ) = 0.

Z konstrukce funkce f a z v&t 4,2 a 4,3 vyplyvd

Yéta 4,4. Funkce f(y, t) je proy e (— 0, o), t € {(4,, —A,> spojitd.

Nyni vyslovime éty¥i véty, jejichZ dikazy trividlné plynou z pFedchézejiciho.

Véta 4,5. Bud u(t) — lim 5, (t) pro ¢ « (4, 0), u(0) = 0. Potom funkce [0, u(t)]
je jediné fefent soustavyng;‘erencidln{ch rovnic

dr dy

pro te {4y, 0> s pobateéni podminkou z(4,) =0, y(4,) = Y{.

Véta 4,6. Funkce [t -+ 3, 0] je jediné FeSeni soustavy diferencidinich rovnic

dr dy
d_t_l’ E—g(x,y)

s podteéni podminkou z(— %) = 0, y(— %) = 0.

V&ta 4,7, Funkce [1, 0] je jediné fedent soustavy diferencidlnich rovnic
dz dy
pro te 0, —A,> s poldteéni podminkou x(0) = 1, y(0) = 0.
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