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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

O CARTANOVE PARAMETRU NA NEPRIMKOVYCH PLOCHACH

Joser Vara, Brno
(Doslo dne 26. ervna 1959)

Bud %:—‘ = B(u, ») diferencidlni rovnice vrstvy ¢ar na ploSe ¥ vzta-
Zené na asymptotiky. Tuto vrstvu nazyvém u-parametrisujici vrstvou
B,, jestlize podél kazdé asymptotiky v=v, tetny k Sardém vrstvy
tvoli pfimkovou plochu, na niZ existuje Riccatiho soustava (R-sousta-
va) éar (tj. soustava ¢ar vytinajici na tvoricich piimkéch projektivni
bodové fady), které obsahuje &dru v =v,, pro niz u je Cartanovym pa-
rametrem ve smyslu M. BARNERA [1]. Analogicky jsou definovény
vrstvy B,. Existuje-lina ¥ nekoneéné mnoho vrstev, které jsou jak B,
tak B,, tvofi dplnd soustava téchto dar hypergeodeticky systém.
Zvl14Stni pozornost je vénovéna plochdm koincidenénim.

Pojem Cartanova parametru nerozvinutelné pfimkové plochy @ projektivni-
ho prostoru §;, pfesnéji Feeno R-soustavy asymptotik plochy @, byl zaveden
E. CARTANEM v préci [4]. M. BARNER zobecnil pojem Cartanova parametru pro
libovolny R-systém plochy @ v praci [1]. B. SEGRE ve svych predni¥kach [6]
pouzil pivodni Cartanovy definice ke studiu éar na n8kterych nep¥imkovych
plochach, zvlasté plochdch koincidenénich.

V této praci se vychézi z vysledkd B. Segreho, jejich? rozireni je umo#néno
citovanym zobecnénim pojmu Cartanova parametru, které podal M. Barner.

a) Primkové nerozvinutelnd plocha @ necht je vytvorena jako soustava p¥i-
mek spojujicich dvojice korespondujicich bodt ¥dicich dar C,, C, opsanych body
y(u), z(w), kde u je proménny parametr v jistém intervalu. Predpokliddejme, %e
existuji a jsou spojité v8echny derivace y’, 2/, y", 2", atd., které jsou v dalsim
uvedeny, a Ze je (¥, 2,¥,2') == 0. Pak

(1) T = y(u) + vz(u)

. je bod vytvoiujici pfi prom&nnych u, » plochu @, k niz necht nale#i soustava
diferencidlnich rovnic

(1a) ¥ = apy + a2z + By’ + B, 2" = g1y + 292 + By’ + Bas?’ s
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kde, jak lze dokazati, volbou faktoru homogenity lze vidy dociliti, aby bylo
(2a) B+ e =10.

K¥ivky v = konst. plochy @ vytvoiuji na @soustavu R (Doppelverhiltnisschar,
Riccatiho soustavu) ar a ve smyslu citované price M. Barnera nutnd a posta-
¢ujici podminka pro to, aby parametr » byl Cartanovym parametrem této
soustavy R, za piedpokladu (2a) je

(2Db) %y + ey = 0 (Barner [1], str. 55 a 52) .

Uvedme, Ze podminkami (2ab) je Cartantv parametr soufadnicové soustavy
R dan az na linedrni transformace tvaru

o xqu* 4o
yiu* + s’

spojime-li je se zménou faktoru homogenity

&g, &g, Y1, Y3 = Konst, ouyy; — pio5 + 0,

— ¥ = )
y* = ("‘1;’;%?%:"_9_3,, 2* — (ﬁ‘%—’%"o‘)_z. (Barner [1], str. 55.)
1% —7%q 1% %

b) Nepiimkové plocha ¥ nechf je vztaZena na asymptotiky a vytvoiena -
bodem z = z(u, v); je integralni plochou soustavy diferencidlnich rovnic

(3) Luw = ﬂxv + P, Zop = YTy + D22 -
Soudasné plati
(3a) (T, Ty Xy Tup) = konst .

Podminky integrability soustavy (3), jak zndmo, jsou:

(48‘) (21711 L /3’0)17 = 2I37u = Vﬁu ’
(4b) (2022 + Yu)u = 2980 + By,
(40) ﬂ(2p22 + 714)1; + 2ﬂv(2p22 + yu) - ﬁvvv =

= y(2py1 + /g'u)u + 29u(2p11 + Igv) — Yuuu -
(Segre [6], str. 90, Lane [5], str. 120.)

Poznamka. Diferencidlni rovnice plochy ¥ vztaZené na asymptotiky maji
obecné tvar
Ty = 0%y + Py + P, Too = P2y + 0%, + Pas® -
Vhodnou normalisaci soutadnic z(u, v) (G- BoL [2], str. 107) 1ze vidy doséhnouti
splnéni relace (3a); jestliZe je splnéna, pak nutné plati x = é = 0.
Definice 1. Transformact T asymptotickyjch parametri, u, v plochy ¥ rozuméjme
transformaci (podle G. Bola ,,Sterntransformation’)

(5) u = f(u*), v=g*¥),
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je-lt spojena s normalisact faktoru homogenity
(52) w* = fotgpt
Snadnym vypodtem vychdzi, Ze po transformaci T plocha ¥ je integralni

plochou soustavy diferencialnich rovnic

Thieur = B¥05s + PIT¥ 5 Thaoe = ¥y + Pat*
kde
6) pr=f%"B, y*=f"9%, pu={"pu+f —F—pF*,
Paa =9 %(pss + & — 82— ),
f=%f—1:, g———%%’:, f’=%, g'=£}f—*, atp. (Bol[3], str. 1) .
Z uvedené soustavy diferencidlnich rovnic pak snadno plyne:

(6a) 2p11 + Bo = /72201t + Bi) + 2/ A—F2 4 ),
2Ds + Yu = §'22p0 + Vi) + 20— g2 + &)
(211 + Bo)o = 72022011 + Bia)os 5
(2D2s + Yudu = [ 792205 + Via)ue »

Bu= —2f'f"gB* + 2B, vu=F"YG*+ g e
Bo=12""1g"B* + fBoc s yo=—2f9"y* + 9 3ys.
*
T., resp. T, necht je onen zvlastni p¥ipad transformace T, kde f(u*) = a—l%;%?,
3
g je libovolna funkce prom&nné v*, resp. g(v*) = B* + By f]e libovolna funkce

yo0* + 73

proménné wu*, pfi GemZ «y, x4, Ba, Bay V1o Vor Va3 = konst 73 — agy; = 0,
Bays — Psye + 0. PHimym vypodétem snadno dostaneme, Ze transformaee T je
transformaci T,, resp. T, tehdy a ]nn tehdy, plati-i f* — f2 = 0, resp.-
g —g=0

¢) Jestlize koeficienty soustavy (3) spliuji kromé podminek (4abc) jesté
podminku (2py; + B,), = 0, pak plochu ozna¢me ¥, podobné, je-li splnéna.
podminka (2p,, + 7,). = 0, pak plochu oznaéme ¥,. Je zfejmé, jestlize plocha

¥ je soudasné plochou ¥, i ¥,, pak je koincidenéni plochou ¥, , a obracenég.
(Bol [3], str. 38—9.)

Geometricky lze plochy ¥, a ¥, charakterisovat tim, Ze v kazdém jejich bod&
kanonické teéna 2. druhu splyva s jeé;fg@éu z asymptotickych teéen plochy.

Z rovnic (6a) snadno vyplyva: N’&f}iloée Y, lze zvoliti asymptotické para-
metry «*, v* (8ili transformaci T) t;ak%’ze plati 2p3 + B = 0; nalezeni t&chto
parametri vyZaduje YeSeni dif. rownice

29[f(u*)]f'* = 2f"f — 3f"%, kde ¢(u)=2py; + B, .
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Podobn& na plofe ¥, lze zvoliti parametry u*, v* tak, Ze plati 2p + yX;
nalezeni téchto parametra piedpoklads Fesiti dif. rovnici

29lg(v*)]1 9" = 29"¢g" — 3¢"*, kde @(v) = 2Pss + yu -
Dilezitost volby téchto parametr bude objasnéna v odstavei d.

Jestlize asymptotické parametry u, » na plose ¥, jsou jiz tak voleny, Ze plati
2p1; + B, = 0, pak tato relace je dle (6a) invariantni pouze pfi transformaci T,.
Podobné, plati-li pro plochu ¥, vztaZzenou na asymptotické parametry u, v:
2p,s + . = 0, pak tato relace je invariantni pouze p¥i transformaci T,.

d) Kazdé pfimkové plocha, dotykajici se nepfimkové plochy ¥ podél jeji
asymptotiky v = v, je vytvofena bodem

(7) §=y+7'z,
kde

(73‘) Y= x(u’.'”o) » 1 B = A(u’ ?)0) x(u, 7)0) + }.1(’11/, ”o) xu(u’ ")o) +
+ 12(?"': ?)0) xv(u’ ,UO) ’
pii demz u a r jsou parametry.
Definice 2. Oznadenim R(v,, A, Ay, Ay) rozuméjme soustavu R-Car plochy (7).

rv w7

jejiz cary jsou ddmy rovnici r = konst.

Pozndmka 1. Je zfejmé, e kazds soustava R(vy, 4, 4,, 4,) leZi na ptimkové
plose @(v,, B), kters
1. se dotyka plochy ¥ podél jeji asymptotiky v = v,,
dv  Ay(u,v)

2. jejiz tvokici piimky se dotykaji ¢ar systému v i T.(w,7)

= B(u, v)

v bodech asymptotiky v = v,.
Z této definice je z¥ejmé, Ze piimkovs plocha ®(v,, B) zavisi pouze na po-
méru A(, ¥)
Ay(u, v)

Definice 3. Vrstou éar

= B(u, v) koeficientt 4,, 4,.

_d_"li = la(u: ’0)
du = A (u, v)
vrstvou éar (soustavou B,-Car), spliiuje-li B(u, v) podminku

= B(u, v) nazjvejme u-parametrisujict

®) 28 22 — Be(op,, + £ + BA — 5.

Jestlize plocha ¥ je vztaZena na jiné asymptotické parametry u*, v*, pak
¥
stejnym zpisobem lze na ni definovat vrstvu dar g% = B*(u*, v¥).
Poznamka 2. Jestlize plocha &(v,, B) vytvofend bodem (7) mé spliiovati
podminku (y, 2, ¥’, ') = konst == 0, je nutné, aby bylo 4,, = 0, jak vychdz{
snadnym poétem. V odstavcich d), e) budeme vzdy predpokladat, Ze tato
podminka je splnéna, tj. Ze 4, je funkef pouze parametru v; 1, = Ay(v).
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Yéta 1. Pro soustavy R(v,, A, Ay, A5) platt pro vdechna v, simultanné: u je
Cartanoviym parametrem pro kafdow R(vy, 4, Ay, 4,), jakmile B spliiuje pod-
minku (8).

Dikaz. Derivovidnim rovnie (7a) s pfihlédnutim k (3) vychézi:
(9) y =2,
Yu = %y »

Yuu = ﬁxv + pu,

z =Ax + j’lxu + szv )

2y = x(Au + }*1’}711) + xu(A + Alu) + xv(/llﬂ) + xuvz-z 3

Zuw = P[Auy + P11l + 20001 + 4P + A(BP22 + Pr10)] +
+ %,[24, + LDy + A + AaBY] +
+ 2[4 + 2821 + ABu + A2(Bo + Dui)] +
+ xuv(llﬂ) ®

Jestlize do (1a) poloZime za y, ¥', ¥”, resp. z, 2, 2" vyrazy (9) Pro ¥, Yu, Yuu> TeSP-
2, 2y, Zyy, Obdriime dvé rovnice, které jsou splneny identicky tehdy a jen tehdy,
plati-li soustavy

(9a) P = g1 + 0354 + B1o(4y + AiP1)
0 = oyedy + By + Bra(4 + A1) »
B = oals + fraliB
0 =fiaky,
Ay + prud + 243,011 + HPuu + Aa(BDa2 + Prav) =
= oty + Ggd + Poa(4u + XP1) >
24, + MP11 + Ay + 2By = daedy + Bar + Baa(4 + Au) s
BA + 281, + MPBu + 22(By + Pur) = %aahs + Paakif
MB = Bazls -
Odtud snadno dostaneme:

(10) Pii+ Ba=0,

o + o = 3|20 2 1 B om+a+2a—p.
Dosadime-li % = B (4;, = 0), dostaneme pro «;; + &y, = 0 podminku (8).
Véta 1 byla dokdzéna za piedpokladu 1, . 4, + 0 (¢im% vyludujeme, Ze uvazo-
vany systém &ar g—z = B(u, v) je systémem asymptotik.

Jestlize vSak 1; = 0, pak tvorici piimky plochy @(v,, B) jsou tednami
asymptotik » = konst. plochy ¥ v bodech asymptotiky » = »,. Soustavu
R(v,, 4, 0, 4,) tvoki pak podle (7), (7a) ¢ary vytvoiené body

(11) & = x(u, vo) + r[A(u, vo) 2(u, v5) + As(¥, Vo) Zo(%, vy)] -
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Vé&tu 1 pak nahrazuje
Véta 2. Parametr u ve vyjddient (11) soustavy R(v,, A, 0, ;) je jejim Cartano-
vym parametrem (pfi kaZdé hodnoté v = v, = konst.), plati-li 2p,; + B, = 0.

Dikaz. Z rovnic (9a) vychéazi pro 1, = 0, za p¥edp. 1, == 0,

: Brut Baa =0, oy + 0xas =2py + By
Podminka «,, + «,, = 0 vyjadiuje, Ze plocha ¥ je plochou ¥;.

Véta 3. Nutnd podminka, aby w byl Cartanovym parametrem systému R(vy, 4,
Ay Ay) @ aby tento systém R byl soustavou asympiotik, je, Ze ¥ je plochou ¥y, na niz
jsou parametry voleny tak, Ze plati 2p,; + B, = 0.

Dikaz. Aby systém R(vy, 4, 41, 4,) byl systémem asymptotik (za piedp.
Ay = 0), je nutno a stadi, aby bylo 8;; = B1s = Ba; = B2 = 0, coZ lze dokazat
snadnym vypodtem. Odtud pak dle (9a) snadno dostaneme: -

=0, 24,+ Afy =0, oy + s =2p;; + -
Poznamka 3. Ve viech vétich vpfedu uvedenych se predpoklada 4, == 0,
tj. Ze uvedeny R-systém neleZi na ploSe teden asymptotiky v = v,.

e) Véta 4. Je-lv T transformact parametri w, v podle definice 1 v nové para-
metry w*, v*, pak kafdd u-parametrisujict vrstva éar plochy ¥ se transformuje
v w*-parametrisujici vrstou Sar plochy ¥ tehdy a jen tehdy, jestlize T je transfor-
mact T,.

Dikaz. u-parametrisujici vrstva dar Lo B(u, v) na plose ¥ necht ma

du
%
vV nové soustavé rovnici g_:)ﬁ = B*(u*, v*), kde ziejmé plati
(12) B(u, v) = f'~'g" B*(u*, v*) .

Podle definice 3 je funkce B(u, v) integrdlem dif. rovnice (8). Do této rovnice
dosadme za B(u, v) z rovnice (12) a za S, By, Bvs 2011 + Be Z (6), (6a). Po snadné
Gpravé pak vychézi parcidlni dif. rovnice pro B*(u*,v*):

oB* ,
(8)  2p* —— = B*(2ply + B3) + B*B — p** + 2B¥(f — ).
*
Vrstva dar %:F = B*(u*, v*) je w*-parametrisujici vrstvou dar tehdy a jen

tehdy, plati-li ve (13) f* — f2 = 0, transformace T je tedy transformaci T,,.
Uvazujme kongruenci K pfimek
(14)  &=2a+ r{A(y, v)  + p()[B(n, v)]™* 2,(u, v) + P(v) T.(u, v)} .

Primky této kongruence jsou te¢nami vrstvy &ar g—z = B(u, v), kterd necht je

wu-parametrisujici vrstvou &ar na ploSe ¥. Plochy u = konst., » = konst. kon-
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gruence K nazyvejme parametrickymi v-plochams, resp. u-plochami kongruence:
K. Podle véty 1 éary r =konst. vytvateji na kazdé parametrické u-plose (v = v,)
soustavu R(v,, 4, ¢B~1, @), pro kterou je parametr » Cartanovym parametrem.

Necht T(&) je transformace T parametrd u, v, spojend s normalisaci faktoru

pfi £ podle rovnice
* = falgide.
*

Je-li T,(&) zvlaStnim piipadem transformace T(£) pro f(u*) = ﬂ;i_ﬁcj,.
YU £ Vs
0y, K3, V1, Ya = konst., a;y3 — vi4 *+ 0, g je libovolnd funkce parametru v*,
pak plati

,  dv
Véta 5. Budiz ddna kongruence K tefen u-parametrisujict vrstvy Car =

= B*(u, v) plocky ¥ rovnict (14). P¥i transformaci T,(£) parametri w, v tvofi
Sdry r = konst. na kaZdé primkové u*-plode kongruenci K (tj. na plose podél niZ
dv* = 0) parametricky R-systém, pro néjZ w* je opét Cartanovym parametrem.

Dikaz. Podle definice 1 snadno vychazi

@, = 3 3"g'ta* + [bgbal,
x, = 3f'Yg'3g"z* 4 f'ig'Hal .

Dosazenim do rovnice (14) a po dpravé pak plyne

(18) &% =a* + r{a*A* + By 4 o] +
+ 2[g' "*B*] + Z[g p*],

*
kde B* = foig B, A(u,0) = A¥u*, %), ¢) = g*0%). Chry S =
= B*(u*, v*) tvoti podle véty 4 u*-parametrisujici vrstvu. Vyraz ¢’ ~1p* zdvisi
pouze na parametru v*. Spravnost véty je pak zfejmé podle véty 1 a po-
znamky 2.

f) Kazda piimkovs plocha dotykajici se plochy ¥ podél jeji asymptotiky
% = U, je vytvorena bodem & = y + 7z, kde
(16) _ : -y = x(uﬂﬁ 'U) ’
z = A(ug, v) 2(%g, v) + 21(%o, ¥) Tu(tho, ¥) + A5, ¥) (%o, ¥)
Definice 2a. Oznadenfm R(uy, 4, 1,, 4,) rozuméjme soustavu R-gatr plochy
(16), jejiz tary jsou dany rovnici r = konst. Kazd4 soustava R(u,, 4, A4, 45)

lezi na primkové ploSe @(u,, B), kterd
1. dotyks se plochy ¥ podél jeji asymptotiky u = wu,,
2. jeji tvorici piimky se dotykaji éar systému v = M = B(u, v)

2
du l(u: v)
v bodech asymptotiky u = u,.
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d = : —_
Vistvu dar <o = B(u, v) nazyvejme v-parametrisujici vrstvou plochy ¥,

du
spltiuje-li B(u, v) podminku
0B - -
(17) 2y 55 = — (2P + 1) — By, + B2

Pro plochy @(u,, B), v-parametrisujici vrstvy &ar g—z = B(u, v) a soustavy

R(ug, A, Ay, 4y) 1ze odvoditi véty analogické v&tdm 1 az 5.

g) Definice 4. Vrstvu éar ad% = B(u, v) na ploSe ¥ nazyvejme (u, v)-para-

‘metrisujict vrstvouw Ear, vyhovuje-li B(u, v) podminkdm (8), (17), tj. soustavé
parcidlnich diferencidlnich rovnic

oB
(18) 28 5, = B*(2pu + B.) + BB, — F*,
oB .
2y 25 = — (2P0 + 1) — By, + B*y?.

Podle této definice a predchdzejicich odstavei je zfejmé, Ze (u, v)-para-
metrisujici vrstva ¢ar je souéasné u-parametrisujici i v-parametrisujici vrstvou
dar na plofe ¥.

Soustava (18) je iplné integrabilni, plati-li tyto podminky:

(19a) By(2p11 + Boo — (2011 + Bo)(2P22 + Yu)u =0,
(lgb) /37(21722 =+ yu)u - (2p22 e yu)(2p11 == :81:)1: =0,
(19¢) — (2p11 + Bo)(2P22 + i) + By[I0g (BY)uo + B2y = 0.

Jestlize koeficienty B, y, P11, Pse diferencidlnich rovnic plochy ¥ [(3)] vyho-
vuji mimo rovnic (4) je$té podminkdm (19), pak — a jen tehdy — existuje na
Pplofe nekoneénd mnoho (u,v)-parametrisujicich vrstev dar S—Z = B(u, v).

Podobné Ize definovat na plofe ¥, vztaZzené na asymptotické parametry
. *
u*, ¥, — (u*, v¥)-parametrisujici vrstvu dar g—::—; = B*(u*, v*).
Véta 6. Jestlize na plode ¥ existuje nekoneéné mnoho (u, v)-parametrisujicich

wrstev Car S—Z = B(u, v), pak jejich uplnd soustava tvort systém hypergeodeticky.

Dikaz. Z rovnic (18) snadno vychéazi

d2» @B @B, (dv\’y dv 2[1 y,,]
H——W=E+B_UB_(E) E+(d_u) "2?(22’11'1'/3«;)—5; -

dv\| . 1
+ (E)[z’? ~ 3 (2022 + }’u)] =

b ™
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h) Soutadnice x = z(u, v) koincidenéni plochy ¥, , necht vyhovuji soustavé
diferencidlnich rovnic

(20) Ty =Xy + (Cu +R)2, Zpp=2,+ (cv+ k)2,
¢, b, k = konst. (Segre [6], str. 102). Podle rovnic (3) tedy zfejmé plati:

Véta 7. Na koincidenéni plode ¥, 5 o rovnicich (20) existuje nekoneéné mmnoho

(u, v)-parametrisujicich vrstev Car —g—: = B(u, v) tehdy a jen tehdy, je-li ¢ = 0,
h.k=1%.

Dikaz. Rovnice (4abc) a (19ab) jsou splnény pro viechny hodnoty c, %, &,
rovnice (19¢) pouze pro ¢ = 0, b . k = }. Integraci soustavy (18) snadno dosta-
neme

1og[VﬂB+ll—log[l/'z'h‘B+1]=u+2”_h+o, C = konst .

. Pii transformaci T parametri «, v plochy ¥, , plati podle (6) a (6a)
(21) B =1,y =Fyn,
2(cf + b) = {"-2(2p1s + B3e) + 2"~ +f),
2(cg + k) = ¢'*(2p5: + 7ae) + 20— g + &) -
Véta 8. Na koincidenént plode ¥, ,, vztaZené na asymptotické parametry w*, v*,
pro niZ jsou splnény podminky (21), existuje nekonetné mmnoho (u*, v*)-para—

*

metrisujic‘;ich vrstev ar % = B*(u*, v*), vyhovuji-li funkce f, g relacim

2f2ef +h) — 2(— 2+ F) = mf2, 2g'%cg + k) — 2—g* + &) = mg?
m = konst =0 .

Dukaz. Rovnice (4abc), (19ab), kde misto  je tfeba dosadit »* atp., jsou.
pro funkce f*, y*, pii, Pre Splnény podle (6a), (20), (21). Dosadime-li z rovnice-
(21) do (19c¢), kde opét misto u piSeme u* atp., dostaneme po snadné tpraveé:

(2f%cf + k) — 2=+ )12 =[20%cg + k) — 2(—g*+ &) 9.

Vyraz na levé strané zivisi pouze na proménné u*, pravéd strana pouze na.
proménné v*. Odtud ihned vychézeji hledané relace.

Pracovdino v semindfi diferencidlni geometrie prof. dr. J. KLAPKY.
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