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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

POZNAMKA O MINIMALNICH PLOCHACH
S KRUZNICEMI NORMALNI KRIVOSTI KONSTANTNIHO
POLOMERU

KarerL Svosopa, Brno
(Doslo dne 23. dervna 1959)

V této préci jsou odvozeny nutné a postadujici podminky k tomu,

aby plocha (2m + 1)-rozmérného projektivnfho prostoru mohla byti

' povaZovéna za minimélnt plochu (2m + 1)-rozmérného prostoru

s konstantni kiivosti, jejiZz indikatrice normélni kiivosti a¥ do ¥ddu
m — 1 jsouw kruznicemi konstantnich poloméri.

1. V prvni &isti obsdhlého pojedndni [2], vEnovaného teorii normdalni kii-
vosti plochy v n-rozmérném prostoru S, (n = 4) s konstantni k¥ivosti ¢, stu-
doval prof. O. BorOVEA existenéni otdzky a zédkladni vlastnosti ploch, jejichZ
indikatrice normélni k¥ivosti ¥ddu 1, 2, ..., m — 1 (2 < m =< [$n]) jsou v kaz-
dém bodé M plochy kruZnicemi se st¥edy v tomto bodé. Tyto plochy jsou p¥i
vhodné volbé reperu pfifazeného k plose definovany soustavou diferenciédlnich
rovnic

(1) dM = W, + W€y + il + wWrey ,
de; = —co, M + w8, + w€y + ... + e, (E=1,2,...,70),

pro jejiz koeficienty w plati kromé rovnic w;; + w;; = 0 (¢, =1, 2, )
vztahy

(2) W=, =...=w, =0,
Oop—y,9041 T o on1 = Br(wg — 1w,) ,
Wop—1,2%+1 1Wgx, gk+1 = B0, + iw,) ,
Do 0k+2 T Dok okt = 1Ry(w; — 10,) ,
WDor—1,2%+2 iwzk,2k+2 = — iBy(w; + 10,) ,.
Wop—1,2k+3 — Wak—1,2k+4 — -+ = Dogp—1,n = 0,
WDog,2k+3 — War,ok+4 = -+ = Wopn = 0

('i=+l/__1;k=132"°'7m—1; ’Rk>0)’

z nich? je t¥eba vypustiti rovnice vzniklé z rovnic napsanych v poslednich dvou
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Yadecich pro k£ = m — 1, jestlize 2m = n. Podminky integrability soustavy (2)
jsou vyjadieny relacemi

. dR -
(3) [(wl — twg) (—‘k—k + 1. 01 + Ogp—1,00 — w2k+1,2k+2)] =0,

. dR .
[(0)1 + 1w,) (“R;k‘ — . Wy + Oop—y,0x — w2k+1,2k+2)] =0,

[(0y — 205)(Wam—1,5 + 10om ;)] = 0,
(e, + iwz)(wzm—m' = iwzm,i)] =0
k=12,...m—1;7=2m+1,2m + 2, ..., n),

z nichZ je tfeba vynechati rovnice napsané v poslednich dvou ¥adecich, jestlize
2m = n.

V z4véru vyse zmin&né prvni &isti pojedndni [2] jest obsazeno nékolik po-
znidmek o uvedenych plochich v piipadg, Ze jejich kruznice normalni k¥ivosti
¥adu 1, 2,...,m — 1 maji v kazdém bod& plochy konstantni poloméry. Pro
2m = n jsou tyto plochy podrobn& studoviny v pojedndni [3], a to jak z hle-
diska metrického, tak i projektivniho; v daliim se proto nebudeme timto pf¥i-
padem bliZe zabyvati. Zjisténi existence uvaZovanych ploch v obecném p¥ipadé
2m < n vede k pfili§ dlouhym a obtiZnym vypoétim a nebylo proto v citované:
praci [2] provedeno. Vyjimku zde tvoii nejjednodussi ptipad 2m + 1 = n,
o némz bylo pro m = 2 podrobné pojednédno v préci [1].

TUkolem tohoto pojednéni jest ukazat, %e charakteristické projektivni vlast-
nosti ploch pétirozmérného prostoru, studovanych ve zminéné préci [1], lze:

e

bez obtiZi rozsi¥it na prostor s konstantni k¥ivosti libovolné liché dimense.

2. V dalSich tvahdch se budeme zabyjvati plochami M prostoru Sy, 8 kon-
stanini krivosti c, jejichZ indikatrice normdlni kfivosti ¥ddu 1, 2, ..., m — 1jsou
v kaZdém bodé M plochy kruinicemsi se stiedy v bodé M a s konstantnimz polo-
méry. '

Podle oznadeni uzitého v pojednéni [2] je R\R,... B, (k=1,2,...,m — 1)
polomér kruznice normélni kiivosti ¥4du k a pfedchézejici pfedpoklad o téchto-
polomérech je tedy totoZny s poZadavkem, aby v8echny funkce R, uvedené:
v (2) byly konstantni. Vzhledem k tomuto p¥edpokladu dostaneme z vnéjsich.
relaci (3) rovnice, které 1ze po jednoduché tpravé psati ve tvaru

(4) Wok+1,2k+2 — (k + 1) Wi (k = ]': 2, ceey M — 1) ’
Ogm—1,2m+1 T ’:wzm,zmu = A(w; — i0,),

WDom—1,2m+1 — ";wzm.2m+1 = B(w; + i0,),

kde A4, B jsou funkce parametrd, na nichZ zavis{ volba reperu piifazeného
k plose.
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Vnéj$im diferencovanim rovnic (4) pak obdrzime po dpravé vztahy

3

1
) By = bk + 1) B — 2 (k — 1)k + 2)

|

AB =m(m + 1) R} — (m — 1)(m + 2)=,
[y — tw,)(d4 +im + 1 Aw;,)] =0,

[(w; + tw,)(dB — ¢ m + 1 Bwyy)] =0,

ol &

které jsou podminkami integrability soustavy diferencidlnich rovnic (2), (4),
jimiZ jsou analyticky definovény uvaZované plochy M. Odtud je patrno, Ze je
tieba — podobné jako v piipadé m = 2 uvaZovaném v praci [1] — rozli§iti dvé
moznosti podle toho, zda obé funkce 4, B jsou rizné od nuly nebo zda pravé
jedna z nich jest identicky rovna nule; vzhledem k soumérnosti p¥islusnych
vztahd budeme v daliim pfedpoklddati A = 0, B == 0. P¥ipad, Ze obé funkce
A, B by byly identicky rovny nule, by vedl k plochdm, které jsou vnofeny do
prostoru dimense mensf ne# 2m - 1.

Bud nejprve 4B == 0 a oznaéme p¥isludnou plochu M v tomto piipadé M.
Z rovnic (5) pak snadno ziskdme rovnici :

4 .
(6) TAj“l"l(m‘f‘l)wm:O,
jejiz vnéjii diferencidl dava relaci
(7) 2R]2_ —c=0.
Podminky integrability soustavy diferencidlnich rovnic uréujicich uvaZované
plochy M, jsou tedy vyjad¥eny prvni rovnici (5) a rovnici (7). Odtud plyne, Ze
minimdlnt plochy My s m — 1 kruZnicemi normdlni kftvostt konstantniho polo-

méru existujt v libovolném (2m -+ 1)-rozmérném prostoru Sym., 8 kladmou kon-
stantni kftvostt a zdvist jen na konstantdch.

Z predchézejicich vztaht plyne bezprostiedné rovnost R} = R} = -29
(k=1,2,...,m — 1), kterou je popsna zévislost mezi jednotlivymi veli¢inami
R,. Odtud pak vychézi pro polom&r kruznice normalni k¥ivosti ¥4du & hodnota
R¥, jejiz souvislost s k¥ivosti ¢ prostoru S,,,+, je z pfedchoziho ziejma.

Bud nyni 4 = 0, B = 0 a oznadme p¥islu§nou plochu Mv tomto piipadé M.
Druhé z rovnic (5) mé za tohoto pfedpokladu tvar

(8) m(m + 1) Bf — (m — 1)(m + 2) 5 =0

[T

a z vné&jich kvadratickych relaci (5) zistdvéd pouze drubéd. Odtud plyne, Ze
mansmdlnt plochy My s m — 1 kruZnicemi normdini kiivosti konstaniniho polo-
méru existujs v libovolném (2m 4 1)-rozmérném prostoru Sgmyy s kladnou kon-
stantnt kfivostt a zdvist na jedné funkct jedné proménné.
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Rovnicf (8) a prvni rovnici (5) jsou v tomto pfipad$ vyjidieny vztahy mezi
veliéinami R, a k¥ivosti ¢ prostoru Sy, ;.

3. V -daldich tvahdch odvodime charakteristické projektivni vlastnosti
uvazovanych ploch M uzitim vysledki a oznadeni uvedenych v pojednani [4].

YV

Zv14&té ptipomeiime, Ze Py,+, je projektivni roziifeni prostoru $ym+1, jehoZ abso-
1
lutni kvadrikou je regularni kvadratickd nadplocha A o rovnici P x? + xf 4

+ % + ... + 22 = 0. Zavedme ddle oznateni £, = ey,—; + t€g, £ = €p—1 —
— ey (k=1,2,...,m), 2, = 0, + 1w, 2_1= 0, — iw,, pomoci néhoz lze .
-soustavu rovnic (1) s koeficienty danymi v (2) nahraditi soustavou

(9) dM = (Q_,B, + i1QF .,
dE, = —c2,M — iw,, B, + R,Q_E,,
dBf_, = —cQ_ M +iw, B, + R, Q,E_,,
dB, = — R, Q.E,_, — iwzk—l,zkEk + BQ_ By,
ar_, = — Rk-IQ—IE—-(k-I) = iwzk—mn-E—k i Rk‘QlE—(k+1) >
dE,, = — R, 2B, ; — 1D gm—1,9mBm + (Pam—1,9m+1 + 10 gm,am+1) Cam+1 >
df_, = — R, QB —(m—1) +’:wzm—1,2mE —m T (@am—1,2m41 —1Wym,zm+1) €am+1s

deymis = — %(wzm—l,Z'M+1 = "'w2m,2m+1) E,. — 3 @om—1,0m+1 +'iw2m,2m+1) E_,
(k=2,38,....,m—1).

'V této soustaveé neni vzhledem k pozdséjsim tvahdm dosazeno podle (4).

4. V&imneme si nejprve ploch M; s m — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti kon-
sstantniho poloméru a dokdZeme nasledujici vétu, kterd popisuje jejich charak-
‘teristické vlastnosti:

Véta 1. Plocha (2m + 1)-rozmérného projektivniho prostoru P,,., maZe byt
definovdna jako minimdlnt plocha M, s m — 1 krunicems normdini kfivosti kon-.
stantniho poloméru, vnofend do (2m + 1)-rozmérného neeukleidovského prostoru
Soms1, tehdy a jen tehdy, kdy? na ni existuje sdrufend sit majict tyto viastnosti:
1° Jest autopoldrni vzhledem k requldrni kvadrice A prostoru Py,,, a periodickd
-8 periodou 2(m + 1); 2° Md oba invarianty stejné a konstanini.

Dikaz. Ve vété 3.3 z pojednani [4] bylo dokézano, Ze existence sdruzené sité
:s vlastnosti 1° na ploSe projektivniho prostoru P,,,.; je nutnou a postaéujici
podminkou k tomu, aby plocha prostoru P,,,, mohla byti povazovina za mini-
‘mélni plochu M; s m — 1 kruZnicemi normélni kfivosti, vnoienou do ne-
eukleidovského prostoru S,,.,. P¥isluini sdruzend sit je tvofena kiivkami,
které jsou v neeukleidovské metrice uréené kvadrikou A minimalnimi ki¥ivkami
‘na uvazované ploSe. Poznamenejme, Ze uvedené vlastnosti plochy prostoru
Pyn.q 1ze analyticky vyjadtiti p¥i vhodné volbé pohyblivého reperu soustavou
-diferencidlnich rovnic (9) s podminkami integrability (3), p¥i em# funkce
A, B v (4) nejsou soutasné rovny nule a kfivky sdruzené sité jsou urbeny dife-
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rencidlni rovnici 2,2_; = 0. K dokondeni ditkazu pfedchdzejici véty stadéi tedy
ukézati, Ze vlastnost 2° je nutnou a postacéujici podminkou k tomu, aby vse-
chny uvazované kruznice normalni kiivosti plochy M, mély v piislu$né ne-
eukleidovské metrice konstantni poloméry.

Ukézeme nejprve, Ze sdruzend sit minimélnich k¥ivek na plose M, prostoru
Sym.1 Mé oba invarianty stejné a konstantni. Na zdkladé rovnic (5) lze pro
jednoduchost poloZiti 4 = 1 a z (6) pak vychézi w,, = 0. Odtud plyne vzhle-
dem k rovnicim struktury prostoru S, 4, Ze 2; a Q_, jsou tplnymi diferencidly,
a muZeme proto poloZiti Q, = du, Q_; = dv. Ze soustavy (9) pak vychézi
M,, = — %cM a odtud pro invarianty uvazované sité plyne » = k = — 4c. Sit
minimalnich k¥ivek na plose M; mé tedy skutetné oba invarianty stejné a kon-
stantni.

Predpoklddejme naopak, Ze sdruZend sit kiivek 2, = 0 a 2_, = 0 na ploSe,
urdéené v projektivnim prostoru P,,,, soustavou diferencidlnich rovnic (9), mé
oba invarianty stejné a konstantni. PoloZime-li 2, = e? du, 2_, = e?dy,
obdrzime snadno z rovnic struktury iw,, = ¢, du — p, dv a ze soustavy (9)
odvodime rovnici M,, = — }ce?* <M, z niZ ziskdme pro uvazované invarianty
hednoty A = k = — }cer*e. Z rovnic struktury uZitych na formu w,, obdrzime
po jednoduchém vypodtu

(10) (P + @)uo = 3(2R1 — o) er*e.

Ponévadz invarianty &, k jsou konstantni, je také p + g konstantni a to na-
stane podle (10) pravé tehdy, kdyz 2R — ¢ = 0. Je tedy R, konstantni a odtud
na zakladé rovnic (3) postupné odvodime, Ze viechny veli¢iny R, vyskytujici se
v soustavé (9) jsou konstantni. Ptedchazejicimi ivahami je provedena zbyva-
jici &ast dikazu véty 1.

Prévé dokézand véta je pfimym roziifenim vysledku odvozeného O. Boriv-
kou v pojednéni [1].

5. Pristoupime nyni k zji§téni charakteristickych projektivnich vlastnosti
ploch M, s m — 1 kruZnicemi normalni ki‘ivosti konstantnfho polomé&ru a doka-
Zeme za tim tdelem tuto vétu:

Véta 2. Plocha (2m + 1)-rozmérného projektivniho prostoru Py, miuZe byt
definovdna jako minimding plocha M, s m — 1 kruZnicemi normdini kfivosts
konstantntho poloméru, vnofend do (2m -~ 1)-rozmérného neeukleidovského pro-
StOTU Sy .y, tehdy a jen tehdy, kdyt na ni existuje sdrufend sit majics tyto vlast-
nosti: 1° Jest autopoldrné vzhledem k reguldrni kvadrice A prostoru Py, .., jeji pront,
druhé, ..., m-té laplaceovské transformace le£i na kvadrice A a jeji posloupnost
laplaceovskych transformact se ukonés v jednom sméru pomtransformactch Goursa-
tovym zpusobem a v druhém sméru po m + 1 transformacich Laplaceovim zph-
sobem; 2° Ktivky, v jejiché sméru se piislusnd posloupnost ukonéi Goursatovym
zpusobem, jsou raciondlni normdlnt kitvky vnofené do linedrnich podprostori
dimense m projektivniho prostoru Py, ;.
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Dikaz. P¥i dikazu této véty vyjdeme z vysledku odvozeného ve vété 3.5
z pojednani [4], kde jest ukdzano, Ze existence sdruzené sité s vlastnosti 1° na
plo¥e projektivniho prostoru P,,,, je nutnou a postadujici podminkou k tomu,
aby plocha prostoru P,, ., mohla byti povaZovdna za minimalni plochu M,
s m — 1 kruZnicemi norméalni k¥ivosti, vno¥enou do neeukleidovského prostoru
Som+1- Uvedené vlastnosti jsou analyticky vyjadieny pii vhodné volbé po-
hyblivého reperu soustavou diferenciélnich rovnic (9) s podminkami integrabi-
lity (3), pfi emZ pravé jedna z funkei 4, B v (4) je rovna nule; v dal$im se opét
. omezime na d¥ive uvazovany p¥ipad 4 = 0, B == 0. Podobné jako v pfredchéa-
zejicim ptipadd jsou kfivky uvedené sdruzené sité dany rovnici 2,Q_; = 0
a v neeukleidovské metrice urdené kvadrikou A jsou minimélnimi k¥ivkami na
uvaZované plofe. K dokondeni ditkazu pfedchazejici véty je tedy tieba dokd-
zati, Ze vlastnost 2° je nutnou a postadujici podminkou k tomu, aby poloméry
viech kruZnic normélni k¥ivosti plochy M, byly v pfisluiné neeukleidovské
metrice konstantni. :

Dokézeme nejprve, ze kiivky 2, = 0, v jejichZ sméru se posloupnost lapla-
ceovskych transformaci sité¢ minimalnich kiivek na plose M, ukonéi Goursato-
vym zpusobem, jsou raciondlni normélni k¥ivky linedrnich podprostort di-
mense m. Vzhledem k predpokladu 4 = 0, B == 0 a vzhledem k posledni rov-
nici (5) 1ze bez Gjmy na obecnosti poloZiti B = 1, takZe forma w,, je linedrné
zavisld na Q,. Podél libovolné kiivky soustavy 2, = 0 na uvaZované plose je
tedy w;, = 0 a z rovnic struktury pak vyplyva, Ze podél této kiivky je 2_;
dplnym diferencidlem. KaZd4 z uvaZovanych kiivek jest urdena soustavou
diferencidlnich rovnic (9), v niZ je t¥eba podle (4) dosaditi 2, = 0, wyp—3 0 = O
(k=1,2,...,m), Opm_ymi1 & 1®omomsz = 0. PoloZime-li jesté 2_, =dv a
oznadéime-li ¢adrkou derivace podle v, dostaneme tim zv1asté soustavu diferen-
cidlnich rovnic
(11) M =3B, E.=RE.,, E,=0 (k=12,...,m—1),

z ni% se bezprostedns zjisti, Ze uvaZzovans k¥ivka je vnotena do linedrniho pod-
prostoru dimense m vnoteného do projektivniho roziteni P,,,,; prostoru S, ;-
Ze soustavy (11) vychéazi dale diferencidlni rovnice M+ = 0, jejim# obec-
nym integrilem je polynom stupné m v proménné » tvaru M = C, + Cyv +
+ ... + C,v™. Odtud je patrno, %e uvaZovani kiivka 2, = 0 na plose M, je
raciondlni normalni k¥ivka stupné m.

Predpoklddejme naopak, Ze kiivky 2, = 0 na plofe, uréené v projektivnim
prostoru P,,,,, soustavou diferencidlnich rovnic (9), jsou raciondlnimi normal-
nimi k¥ivkami vnoFenymi do linedrnich podprostort dimense m prostoru P,,, -
Abychom zjednodusili nasledujici vypoéty, zavedeme bod E, tim, Ze poloZime
M = LE,. Ze soustavy (9) snadno plyne, Ze viechny oskulaéni prostory ¥4ddu
alesponi m libovolné z uvazovanych k¥ivek maji dimensi m a Z%e tedy tyto k¥ivky
jsou vnofeny do-linedrnich podprostorti dimense m prostoru P,,, ;.
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Pohybuje-li se bod E, po uréité kiivece soustavy 2, = 0, je podle (4) a (9)
(12) dE, = — WWgry, o1 B + B2 _ By,
dE,, = — t0sm_yombm (k=1,2,...,m — 1)

a odtud plyne, Ze bod E,, neméni svou polohu a %e prostor [E,H, ... E,] je
pevny. Pritadme ke kazdé ptimce [E,E,,] pohyblivy reper tvoteny pifmkami
[E;E,] j=0,1,...,m — 1) prochdzejicimi pevnym bodem E, a leZicimi
v pevném prostoru [E,F, ... B, ]. Uzijeme-li soustavy diferencidlnich rovnic (9}
s 2, = 0, dostaneme po jednoduchém vypodtu

(13) ! d[EoEm] = == iwzm—1,2m[EoEm] + Q—l[ElEm] s
d[EIc—lEm] === i(wzk-:s,zk—z + wzm-l,zm)[‘Ek—lEm] + By 12, [EE,] ,
d[Em—lEm] = = i(wzm—a,zm—z + wzm—l,zm)[Em—lEm] (k= 2,3, ..., m— 1) .

Ponévadz uvazovand kiivka je raciondlni normaélni k¥ivkou stupné m, je
ptibuznost mezi body #, lezicimi na teéndch kfivky v bodech E, a pfimkami
[E,E,] projektivitou. Abychom nafli analytické podminky pro to, aby p¥i-
buznost mezi body E, a ptimkami [E,E,,] byla projektivitou, pfepiSme pfed-
chézejici dvé soustavy diferencidlnich rovnic tim, %e misto bodu E; (5 = 2,

1
RR,...R;_,
ze soustavy diferencidlnich rovnic (12) ekvivalentni soustavu tvaru

dB; = —iw,H, + Q_,B,,

3, ..., m) zavedeme bod E,. Po jednoduchém vypodétu dostaneme

dE, = (% A= ame dfk_l = iwzk—mk) B+ Q_ B,
1 k-1
dE. = (%% TOPET) dlf,,":l I z’wz,,,_l,m) B, (k=23,...,m—1)
a soustavu diferencialnich rovnic (13) nahradime soustavou
d[EE,] = — ":wzm—1,2m[EoEm] + Q,[E.E.],
d[ElEm] == 7:((‘-)12 + wzm—-l,zm)[ErEm] + -Q—l[EzEm] s

dR dE,_ ’
d[Ey_1E,] = (Tll =+ vonmfr R: : — . Wop_gok-2 T w2m—1,2m) (BrrBm] + .

+ QL[EE,],

dR,’ dR,,_ -
d[&,,_,E,]= (—R‘ll + oo R—_: — . Wom_3,9m—2 T me—l,zm) [En1En]

(=34 ...,m—1).
Z predchézejicich dvou soustav plyne, Ze uvaZovand pi¥ibuznost je projekti-
vitou tehdy a jen tehdy, kdyz
dR
By

(14) + t(w1s + Wor—1,0n — wzk+1.2k+2) =0 (k=1,2,...,m—1).
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