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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky tstav CSAV, Praha
SVAZEK 85 * PRAHA 18. VIII.1960 % CISLO 3

0 JISTE POLOGRUPE ENDOMORFISMU
NA JEDNODUSE USPORADANE MNOZINE, II

BepkicH PoNDELICER, Podébrady
(Doslo dne 13. bifezna 1959)

Clének je druhou &ésti autorovy price [1] a zobectiuje nékteré vy-
sledky § 2 élénku [2] pro pologrupu I' s vlastnosti (y), zavedenou
v 1. &ésti préce, kterd je jistou pologrupou endomorfismi na jednoduse
uspoiddané mnoziné M. V &ldnku se studuji vztahy mezi vlastnostmi
pologrupy I' a uspordddnim mnoziny IN.

V élanku budeme pouZivat oznadeni a pojmi, uvedenych v praci [1].

Definice 1. Necht I' c §, Q@ c M. Rekneme, %e I je transitivn na Q, jestlize ke
kazdym dvéma x, y € Q existuje f e I takové, Ze f(x) = y nebo x = f(y).

Jestlize @ = M, potom Fekneme, Ze I je transitiond.

Lemma 1. Necht I' c §) je transitioni, potom mmnozina M[I"] md nejvyde jeden
proek.

Dikaz. Necht M[I"] m4 dva rizné prvky z, y, potom existuje f e I' takové,
Ze f(x) = y nebo f(y) = z. Tedy y = f(x) = « nebo z = f(y) = y, coz v obou
pripadech je spor.

Lemma 2. Necht pologrupa I' c § je transitivnt na (I"), potom I je diver-
gentni. ’

Dikaz je zfejmy.

Lemma 3. Necht pologrupa I' ¢ § je transitivni, silné monocyklickd a md vlast-
nost (y), potom bod x € M je koncovym bodem mnoZiny M tehdy a jen tehdy, jestlie
x e M. '

Dikaz. Necht z je levy koncovy bod mnoziny . Predpokliddejme, Ze
x e M), potom existuje fe I' takové, Ze x < f(z). Necht z = f(u), kde u e I,
a tedy 2 < u. Zejms f(x) < f(u) = =, a to je spor. Stejnym zpthsobem dojdeme
ke sporu v ptipadg, Ze  je pravy koncovy bod mnoziny M. Tedy x ¢ M[I'].

Necht z ¢ M[I'] a neni koncovym bodem mnoziny M. Z¥ejms existuji u, v ¢ M
takové, Ze u < x < v. MnoZina MM m4 tedy aspon tii prvky, z éehoZ vyplyva, ze
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transitivni pologrupa I' mé aspoil jeden endomorfismus f = e. Z predpokladu,
e I je silnd monocyklickd pologrupa a z lemmatu 1 vyplyvé, Ze u, ve M(f)-
Tedy u = f(u) < f(x) = = < f(v) = v, a to je sPOT; protoze I" je silné mono-
cyklické pologrupa, kterd nemd oboustranné cykly.

Lemma 4. Necht pologrupa I'c § je transitivnd, komutativnt a stlné mono-
cyklickd. Necht f(u) = f(v), kde u, ve M (u =+ v) @ f e T, potom f(u) e MI].

Dikaz. Oznatme z = f(u). Z transitivnosti 7 vyplyva, %e existuje gel’
takové, %e g(u) = v nebo g(v) = u. Necht tedy g(u) = v, potom z = f(v) =
— fg(u) = g {(u) = gla). Z¥ejmd g+ e, a tedy e Mg]=MI]. Stejnym
zptisobem dokézeme lemma pro piipad, Ze g(v) = %.

Definice 2. Bekneme, % pologrupa I' endomorfisma na M md viastnost (B),
jestlize plati: ‘
Necht f,ge I (f & g), f(x) = g(x), kde x e M, potom f(z) M.

Lemma 5. Necht, pologrupa I'c § je silné monocyklickd a md viastnost (¥)s
potom md téz vlasinost (B).

Dikaz. Necht f,gel" (f = g), f(x) = g(x), kde xe M. Ziejmé [ =rg nebo
= rf, kde reI' a r == e. Necht f = rg, a tedy f(x) = r g(z) = r {(z), z dehoZ
vyplyva, ze f(z) e M[r] = MI']. Stejns tak i v pFipads, ze g = rf.

Lemma 6. Necht pologrupa I'c § je transitiont, komutativni, monocyklickd
a md vlastnost (y). Necht mnofina M md levy (pravy) koncovy bod, potom tento bod
je vijznaénygm bodem cykls, viech feI' (f % ¢e) a pro vdechna fel plati f = e
(f=e)

Dikaz. Podle pozndmky 2 v [1] je I" silng monocyklickd. Necht y je levy
koncovy bod mnoziny M. Z lemmat 1 a 3 vyplyvi, Ze {y} = M[I']. Nejdiive
doké¥eme, e pro viechna fe I" plati f < e. Pfedpoklddejme opak, coZ podle
véty 2 z prace [1] znamena, 7e existuje f e I' takové, Ze f > e. Ziejms existuje
z e M takové, ¥e y < x, potom té% existuje ge I” takové, Ze g(z) = y, a tedy
g < e.Zvolmeuwe M anelN tak, Ze fr(u) = z. Zfejmeé g f*(u) = g(z) =y < %,
a tedy fg < e pro viechna n ¢ N, a to je spor, protoZe podle véty 3 a pozndmky
2 v préei [1] je I" archimedovsky uspofddand pologrupa. Nyni dokédZeme, %e y je
vyznaénym bodem cykla v8ech feI" (f & e). Predpokladdejme opak, coZ zna-
mené, Ze existuje fe I' (f < e) takové, Ze pro viechna z ¢ M (y < z) a viechna
ne N plati y < f*(z). Zfejmé existuje g e I takové, Ze g(zx) = y < (), a tedy
g < f» pro viechna n e N, a to je podle lemmatu 4 prace [1] spor. '

YéFa 1. N echt M je jednoduse usporidand mnofina bez koncovych bodi, potom
kazdd tramsitivni, komutationt a monocyklickd pologrupa endomorfisma na M,
kterd ma vlastnost (), je pologrupou automorfismi, na M.

D'ﬁkaz. Z véty 3 a poznamky 2 v prici [1] vypl}'rvé, ze I' je silné mono-
cyklicka pologrupa. Necht f e I'a f(u) = f(v), kde %, v e M (4 == v). Z lemmatu 4
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vyplyvé, Ze f(u) e M[I'], a tedy podle lemmatu 3 je f(u) koncovy bod mnoZiny
M, a to je spor. Tedy f je automorfismus na M, a tim je dikaz véty 1 ukonden.

Necht jednoduse uspofddand mnozina M m4 aspoti dva prvky. Skokem mno-
ziny M rozumime jeji podmnozinu {a, b} (a < b; a, b e M) takovou, Ze neexis-
tuje z ¢ M, aby a < 2 < b. Isolovanym bodem mno¥iny M rozumime kazdy jeji
nekoncovy bod, ktery je bodem primiku dvou riznych skokit mnoZiny I
a kazdy jejf koncovy bod, ktery je bodem nékterého skoku mnoziny IN.

Vita 2. Jednoduse usporddand mnofina M se skokem, jehot ddnyj bod nent kon-
covym bodem mnoZiny M, je typu o* nebo w* @ w nebo w tehdy a jen tehdy,
jestlize existuje transitioni, komutationt a monocyklickd pologrupa I' endomor-
fisma na M, kterd md viastnost (y).

Dikaz. 1. Necht mnoziny M je typu w*. MiZeme piedpokléadat, e mnozina
M je jednoduse uspoiddanou mnozinou Z viech celych nekladnych &isel. Necht
ke Z, potom definujme endomorfismus f, nésledujicim zptisobem:

fu(®) = min (0,2 — k), kde ze¢Z.

Ztejmé plati fuf, = fri (k, le Z). MnoZina viech endomorfismi f, (k€ Z) tvoii
pozadovanou pologrupu.

Necht mnozina M je typu w* @-w. MiZeme predpokladat, e mnozina M je
jednoduie uspoiddanou mnozinou C v8ech celych &fsel. Z¥ejmé mnoZina viech
celych translaci tvo¥{ pozadovanou pologrupu. Stejnym zpisobem dokizeme
existenci poZzadované pologrupy v piipadg, Ze mnozina M je typu w.

2. Necht existuje pologrupa I" endomorfismé na M, kterd je transitivni,
komutativni, monocyklickd a kterd ma vlastnost (y). Necht {a, b} (a < b;
a, b e M) je skok mnoziny M. Pologrupa I je zfejmé silné monocyklickd, a tudiz
podle lemmatu 3 a, b e M(I"). Nejdiive dokdzeme, %e kazdy bod mnoziny I je
isolovany.

Necht x e M(I"). Ziejmé existuje fe ' takové, Ze f(b) = = nebo f(z) = b.
Necht f(b) = x. JestliZe f(a) = z, potom podle lemmatu 4 z ¢ M[I'], a to je spor.
Tedy f(a) < z. JestliZe existuje w e M takové, Ze f(a) < u < z, potom existuje
ve M tak, %o u = f(v), a tudiZ ¢ < v < b, a to je spor. Necht f(x) = b. Ziejmé&
existuje u e M takové, Ze f(u) = a, a tedy u < z. JestliZe existuje v ¢ M takové,
Zeu < v <z, potom a = f(u) = f(v) = f(x) = b, a tudiZ a nebo be M[I'], a to
je spor. Dokézali jsme tedy, Ze = je pravym koncovym bodem skoku mnoZiny
M. Stejnym zplsobem dokdZeme, Ze z je levym koncovym bodem n&kterého
skoku mnoZiny M, a tedy z je isolovany bod.

Necht z ¢ M[["], potom z je koncovym bodem mnoZiny (viz lemma 3). Necht
tedy z je levym koncovym bodem. Z¥ejmé existuje fe I' takové, Ze f(b) = a
nebo f(a) = b. JestliZe f(a) = b, potom f > e, a to je spor (viz lemma 6). Plati
- tedy f(b) = a. Podle lemmatu 6 existuje ue M (x < u) takové, Ze f(u) = =.
JestliZe existuje v e M takové, ze x < v < u, potom f(v) = . Z¥ejmé existuje
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g eI, kde g(u) = b nebo g(b) = u. Necht g(u) = b, potom g(z) = g f(u) =
= f g(u) = f(b) = a, a tedy g > e, coZ je podle lemmatu 6 spor. Necht g(b) =
= u, potom g(a)= gf(b) =1g(b) =f(u) =2 a existuje weM takové, Ze
g(w) = v, atudiz a < w < b, a to je spor. Dokézali jsme tedy, Ze x je isolovany
bod mnoziny M. Stejnym zpisobem dokéZeme, Ze pravy koncovy bod z mno-
Ziny M je isolovany.

Nyni dokiZeme, %e mezi dvéma body mnoZiny M lezi pouze koneény podet
bodii mnoziny M. Predpoklddejme opak. Necht tedy existuji x,y, Z,, Yy, e M
(7 € N) tak, ze

< <L <. . <2, < ... <Y <...<y; <v,

kde {z,_;, 2}, {¥n Yn_s} tvoii skoky mnoZiny M (x, = z, ¥, = y). Nem4a-li M
koncové body, pak I" je pologrupa automorfismi (podle véty 1). Existuji auto-
morfismy f, g na M tak, Ze f(x) = x,, g(x) =y, fe ' nebo [1eI a gel nebo
g 'e I'. Plati fr(z) = 2, f* < g, coZ je ve sporu s lemmatem 4 v [1]. Ma-li M
levy koncovy bod, pak podle lemmatu 6 existuje f, geI" tak, Ze f(z,) = z,,
9(y) = x; plati tedy g < f < e a pfitom f*(x,.,) = x,;, tedy g < f~, a to je
spor. Stejné nemuze nastat dudlni piipad (existence pravého koncového
bodu v 9M).

MnoZina M je nutad typu w* nebo w* @ w nebo w, protoze podle piedpokla-
du m3 aspot dva prvky a podle lemmat 1 a 3 nemé dva rizné koncové body.
Tim je dtikaz véty 2 ukonden.

Pozndmka 1. Piedpoklad ve vété 2, Ze z4dny bod skoku neni koncovym
bodem mno#Ziny M, je nutny, protoZe, jak ukazuje nasledujici priklad, existuje
mnozZina se skokem, jehoZ jeden bod je koncovym bodem této mnoZiny, ktera
neni ani typu o* ani 0* @ o ani w a kterd ma transitivni, komutativni a mono-
cyklickou pologrupu I" endomorfismi s vlastnosti (y): Bud I mnoZinou reél-
nych d&isel, kde M = <0, + o0) — (0, 1). Necht « je nezdporné redlné ¢islo.
Definujme potom endomorfismus f, nasledujicim zpisobem:

fry=2—x, z2=2a+1, f(x)=0,z2<a-+1,

kde x e M. Z¥ejmé f,fs = .14 Mnoiina viech endomorfismi f,, kde « je libo-
volné neziporné reilné &islo, ziejmé tvoii pologrupu, kterd mi pozadované
vlastnosti.

Necht 4 c M (4 + 0). Rekneme, %e mnoZina A je shora omezend, jestlize
existuje y « M takové, Ze pro viechna z ¢ 4 plati # < y. Bod y nazveme horni
zdvorow mnoziny A. Necht 4 je shora omezend podmnoZina mnoziny M. Necht
y « M je jeji horni zdvora. Jestlize ke kazdému z e M (x < y) existuje 2’ ¢ 4
takové, Ze x < 2/, potom y nazveme supremem mnoziny A a oznadime y =

= sup x = sup 4. Z¥ejmé ke kazdé shora omezené podmnozing mnoziny M

existuje nejvyse jedno supremum. Rekneme, e mnozina M je bez mezer, jestlize
ke kaZdé shora omezené jeji podmnoZing existuje supremum.
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Necht I' je pologrupa endomorfismi na M. Necht 4 je mnoZina vSech auto-
morfismd na M, které jsou obsazeny v I'. Symbolem A~! oznaéme mnozinu
inversnich automorfismt k automorfismim z A. Roz§iFfenim pologrupy I” endo-
morfismt na M o inversnt proky budeme rozumét mnozinu I' = I' u A-1,

Lemma 7. Necht pologrupa I' c §) je transitivné, komutativni, monocyklickd
a md viastnost (y). Necht mnofina IM nemd koncové body, potom rozsirent polo-
grupy I' o inversni proky tvort monocyklickow grupw automorfismé na M.

Dtikaz. Z véty 1 vyplyvé, Ze I" je pologrupou automorfismd na M. Ziejmé
I'=Tu 4'c®. DokidZeme nejdiive, ze f,gel' = fg-te I. Necht tedy
f,ge T Jestlize f, g e I', potom f = gr nebo g = fr, kde re I'. Z¥ejmé r = fg~!
nebo r = g1, a tedy bud fg-te I'c I anebo gf ' e I'= fg~1 e I Jestlize fe I,
gel, potom gteI'=fgle'cT. Jestlize fe I', ge I', potom f e '=gfle
eI'=fgleT. Jestlize f,gel, potom f 1, g7tel, a tedy bud fglel'c T
anebo gf le I'= fg~le I. MnoZina I" tedy tvo¥{ grupu, a ziejmé kaidy jeji
prvek je monocyklicky.

Pozndmka 2. Nésledujici ptiklad ukazuje, %e roziifeni pologrupy auto-
morfismf na M o inversni prvky nemusi tvofit grupu. Bud M mnozZinou viech
redlnych éisel. Necht « ¢ M, definujme potom automorfismus f, nasledujicim
zplisobem:

fol@) =2+ «, kde xzeM.

Ztejmé f,fp = firp. MnoZina I' viech automorfismit f,, kde o =k + I)/2 (%, 1
jsou celd nezdporné &isla) tvoi{ komutativni a monocyklickou pologrupu, ktera
nenf transitivnf a nemé4 vlastnost (y). Rozsireni I pologrupy I' o inversni prvky
ziejmé netvori grupu, nebot f;, f_yz e T, ale f,_yz¢ I

Definice 3. Rekneme, Ze jednoduse usporddand aditivni pologrupa redlngjch &isel
md vlastnost (8), jestlize obsahuje aspoti jedno z isel x, — x (x je libovolné redlné
éislo).

Poznamka 3. Zrejm& aditivni pologrupa vSech nekladnych nebo vsech
nezépornych nebo vSech redlnych &isel mé vlastnost (8). Existenci jiné aditivni
pologrupy redlnych ¢&isel, kterd mé vlastnost (§), ukazuje nasledujici piiklad.
Necht H = {«y, a4, ...} je takovd Hamelova base redlnych &isel (viz [3]), kde
0 < &g < &;. Mnozina 4 vSech redlnych éisel x tvaru o = ayxy + @54 + ...
kde ay, a,, ... jsou raciondlni &isla, p¥i Semz# jich je jen koneéné mnoho raznych
od nuly a @, <0, zfejmé tvo¥i aditivni pologrupu, kterd mé vlastnost (8),
Pologrupa 4 neobsahuje ani v8echna kladnd ani v8echna zdporné reélns &isla.
protoze oy — o, < 0, 0xg > 0 & g — &y, g€ 4.

Yéta 3. Necht pologrupa I' c §), kterd md vlastnost (y), je transitivnt, komuta-
tiont @ monocyklickd. Necht mnoZina IN nemd koncové body. '

a) Jestlize mnofina M md skok, potom pologrupa I' je tsomorfni s jednoduse
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usporddanou aditivni pologrupou vdech celyjch nekladnych nebo viech celyjch mezd-
porngch nebo viech cely Cisel.

b) Jestlite mnofina M md aspott dva proky a nemd mezer a skoki, potom polo-
grupa I je isomorfni s jednoduse usporddanou aditivné pologrupow redingch Eisel,
kterd md vilastnost (8).

Diikaz plyne z lemmatu 7 a v&ty 8 préce [2], jestliZe si uvédomime, Ze adi-
tivni pologrupa celych &isel, kterd obsahuje aspoi jedno z ¢isel n, —n (kde n je
celé &islo), je pologrupou viech celych nezédpornych nebo viech celych neklad-

nych nebo viech celych &isel.?)
Pro mnozinu M, kterd mé koncovy bod plati obdobnd véta.

Vita 4. Necht pologrupa I' c &, kterd ma vlastnost (y), je transitiont, komuta-
tivng @ monocyklickd. Necht mnoZina MM md levy (pravy) koncovy bod.

a) Jestlite mnofina MM md skok, jeho¥ Zddny bod neni koncovym bodem mno-
Ziny M, potom pologrupa I je isomorfni s jednodue usporddanou aditivnt polo-
grupow vech celych nekladnyjch (nezdpornych) Cisel.

b) Jestlite mnozina M md asport dva proky a nemd mezer a skoki, potom polo-
grupa I je isomorfni s jednoduse usporddanou aditivni pologrupou viech neklad-
njch (nezdpornyjch) redingch &isel.

Diive ne# pristoupime k dikazu této v&ty, dokdzeme dvé lemmata.

Lemma A. Necht jsou splnény predpoklady véty 4, potom mnozina I je anti-
podobnd s usporddanou pologrupow I'.

Dukaz. Zfejmé v obou piipadech mnoZina M mé aspoi dva prvky a nemé
mezer (viz vétu 2). Predpokladejme, e mnoZina M m4 levy koncovy bod y.
Definujme zobrazeni ¢ pologrupy I' do mnoZiny M nasledujicim zplhsobem:

p(f) =sup F (feI),
kde F je mnoZina viech x ¢ M takovych, Ze f(x) = y. Jestlize y < x < flo(f)],
potom existuje w e M tak, Ze f(u) = x. Zfejmé u < ¢(f), a tedy existuje v e M
tak, Ze f(v) = y a w < v, z &ehoZ plyne, %e x < y, a to je spor. Jestlize {y, flp(f)]}
je skok mnozZiny I, potom existuje x e M takové, Ze {x, (f)} je opét skok.
Ziejme x < ¢(f), a tedy existuje u ¢ M tak, Ze f(u) = y a < u, z dehoZ plyne,
5 g(f) < u=>f[g(f)] =y, a to je spor. Plati tedy y = flg(/)].

Nyni dokéZeme, Ze zobrazeni ¢ je prosté. Pfedpokladejme opak. Necht tedy
existuji f, ge I' (f == g) takovi, Ze ¢(f) = ¢(g9). Necht f = rg, kde r e I". Necht
y < x (xe M), potom existuje u e M tak, Ze x = g(u). Ziejmé ¢(f) = p(g) < «,
z ¢ehoZ plyne, ze y < f(u) = r g(u) = r(x), a tedy podle lemmatu 6 r = e. Tedy
f =g, a to je spor.

Kladnd 1 séporns. Moot o () 30 Sotmentl (aeTostat Siind (hrons) e oo
Je-li ¢ &fslo pologrupy, potom ¢ = ap + r (kde p, r jsou celd &isla & 0 <r < a) a r =

= ¢ — pa patfi do pologrupy, a tedy r = 0, coZ znamend, %e a/c. Podobnd dokézeme, ¥
b/c. Pologrupa nutné obsahuje 1 nebo —1, a tudia = 1a b = /— 1. Odtud tvrzeni. e
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Déle dokazeme, Ze ¢ je zobrazeni plné. Zrejmé p(e) = y. Necht je tedy dano

x e« M takové, te y < x. Ziejmé existuje f e I' (f + e) takové, %e y = f(), a tedy

existuje u ¢ M takové, ze x = f(u) a ¥ < w. Necht 4 je mnoZinou viech h eI’

takovych, Ze h(z) = y. Zfejmé h(u) < % pro he A. Oznadme v = sup {h(u)}.
ed

Ziejmé z < v < u, protoZe fe A. Z transitivnosti a z lemmatu 6 vyplyv4, %e
existuje g e I" takové, Ze v = g(u). Jestlie y < z < g(x) = g f(u) = f gu) =

= f(v), potom existuje w ¢ M tak, Ze z = f(w). Zfejm& w < v, a tedy existuje
h e 4 takové, ze w < h(u), potom y < z < f h(u) = h f(u) = h(z) = y, a to je

spor. Jestlize {y, g(x)} tvoii skok, potom existuje w e M takové, ze {w, v} tvori
téz skok. Ztejm& w < v, a tedy existuje h e 4 takové, e w < h(u), potom y <

< g(@) = f(v) = fh(w) = hf(u) = h(z) = 9, a to je spor. Tedy y = g(x).
Ztejmé& ge A, g + e, a tedy v < u. Pfedpokladejme, Ze existuje w e IM takové,
ze x < w a g(w) = y. Ziejmé existuje r e I' takové, Ze x = r(w), a tedy r + e.
Déle existuje z ¢ M takové, Ze y = r(z) a y < 2. Z¥ejms z < w, a tedy existuje
k eI takové, %e z = k(w). Ze vztahu y = r(z) = r k(w) = kr(w) = k(z) vy-
plyvé, Ze k € 4. Tedy plati ¢ < k, protoZe g(w) = y < z = k(w), a tudiZ g(u) <
= k(u). JestliZe g(u) < k(w), potom » < k(u), a to je spor. JestliZe g(u) = k(w),.
potom podle lemmatu 5 ¥y = v, a to je spor.

 Zbyvé dokézat, Ze ¢ je antipodobné zobrazeni. Piedpokladejme opak. Necht
tedy existuji f,geI’ (f <g) takové, Ze o(f) < ¢(g). Potom glp(9)] =y =

= flo()] < flp(g)], & tudiz g <, & to je spor. Plati tedy ¢(f) = p(g), & tim
je dikaz lemmatu A ukonden, protoZe stejnym zptsobem bychom dokézali
lemma A v p¥ipadg, Ze mnoZina IM mé pravy koncovy bod.

Lemma B. Necht jsou splnény predpoklady véty 4, potom pro f, ge I (f == e)
platt w = @(fg) tehdy a jen tehdy, jestlite g(u) = @(f).

Dikaz. Zfejmé stadi dokézat lemma B pro pifpad, Ze mnoZina M m4 levy
koncovy bod. UZijme oznadeni z diikazu lemmatu A. Necht = g¢(fg). Jestlize
#(f) < g(u), potom y < f g(u) = f glp(fg)] = y, a to je spor. Jestlite g(u) < ¢(f),
potom existuje v e M takové, Ze ¢(f) = g(v), & tedy u < v. Podle pFedpokladu
je ¢(fg) = u < v, a tudiz y < f g(v) = flp(f)] = y, a to je spor. Tedy g(w) =
= ¢(f).

Necht g(u) = ¢(f). Zrejm& f g(w) = flp(f)] =y, a tudiz u < @(fg). Jestlize
u < @(fg), potom z nerovnosti f = ¢ a z lemmatu 4 vyplyvé, Ze y < ¢(f) =
= g(u) < glo(fg)], z tehoZ y < f glp(fg)] = ¥, & to je spor. Tedy u = @(fg).

Dukaz véty. Dokéd%eme v8tu pro pfipad, Ze mnoZina M mé levy koncovy
bod y. Necht M = M x {1} v M x {0}, kde M = M — {y}. Mnozinu W'
uspofddame nasledujicim zpisobem: .

(,1) < (2, 1)<z <2z, kde x,2¢M;
(z,0) < (2,1), kde zeM, zeM;
@, 0) < (z,0)<>z >z, kde z,zeM.
Ziejm¥ M’ tvori jednoduse uspo¥sdanou mnoZinu bez koncovych bodi.
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Necht e’ je identicky automorfismus na . Necht fe I (f = e). Definujme
monocyklicky automorfismus ' na M’ ndsledujicim zpisobem:

1
It
takové, e x = r[g(f)] (podle lemmatu 5 existuje pravé jedno r);

fly, 1) = (9(f), 0); B
fx, 0) = (w,0), kde z,ueM a z= f(u)

z,1) = (f(x), 1), kde ¢(f) =ze;
z,1) = (p(r),0), kde o¢(f)>xeM a rel (r+e)

(podle lemmatu 4 existuje pravé jedno u).

Nejd¥ive dokézeme vztah (fg)' = f'g’ pro f,geI. Pro f = e nebo g = e je
dtikaz trividlni. Necht tedy f = e == g, potom plati ¥y < @(g9) < @(fg). Jestlize
@(fg) = z M, potom podle lemmatu B ¢(f) = gle(fg)] = g(z), a plati tedy
(fg) (x, 1) = (fg(2), 1) = f'(g(x), 1) = [ ¢’(=, 1). Jestlite @(g) <z < ¢(fg)
(x e M), potom y < g(x) < ¢(f) = gle(fg)], a existuji tedy r, he I' takova, Ze
z = r{p(fg)] & g(z) = kg(f)]. Dle lemmatu 5 r = h, protoZe hlp(f)] = g(x) =
= g r[@(f9)] = r glo(fg)] = rlp(H]. Tedy (fg)’ (x, 1) = (p(r), 0) = (p(h), 0) =
= f'(g(x), 1) = f' ¢'(, 1). JestliZe x = ¢(g), potom existuje r eI takové, Ze
r[@(fg)] = = = ¢(9) = flo(fg)], z tehoi r = f. Tedy (fg)' (=, 1) = (¢(f), 0) =
= f'(y, 1) =}’ ¢'(, 1). Jestlize p(g) > = ¢ M, potom existuji r, b e I" takové, Ze
x = r[p(fg)] & & = h{p(g)]. Dle lemmatu 5 hf = r, protote rlg(fg)] = hlg(g)] =
= h flp(fg)). Tedy (fg)' (z, 1) = (p(r), 0) = f'(p(h), 0) = ' ¢'(=, 1), protote
o)1 = flp(h)] = o(h). Jestlize z =y, potom (fg)' (z, 1) = (p(fg), 0) =
= f'(¢(g), 0) = f' ¢’(=, 1), protoze f[qa_(z‘g)] = @(g). Jestlize zeIM, potom
(fg)’ (z, 0) = (u, 0), kde fgLu) =z(ueM) a [ g'(x, 0) = f(v, 0) = (w, 0), kde
g(v) = x a f(w) = v (v, we M). Dle lemmatu 4 v = w, protoze y < z = g(v) =
= g f(w) = f g(w) = [ g(u).

Nyni dokézeme, Ze f < g (f,ge ') = f < ¢’. Implikace zfejm& plati, jestlize
g = e. Necht tedy f < g <e (f,gel), potom y < p(g) < ¢(f). Tedy f'(y, 1) =
= (($), 0) < (9(9), 0) =g'(y, 1), z EehoZ [’ < ¢".

Oznaéme I mnozinu viech f/, kde feI'. Zfejm& I tvo¥l monocyklickou
a komutativni pologrupu automorfismé na ', kter4 m4 vlastnost (y). Polo-
grupy I a I jsou isomorfni a podobné.

Zbyvé dokézat, Ze pologrupa I" je na M’ transitivni. Jestlize (z, 1) < (2, 1),
kde z, z € I, potom existuje f e I takové, %e x = f(2) a (f) < z. Tedy f'(z, 1) =
= (f(2), 1) = (=, 1). Jestlize (y,1) < (2, 1), kde ze M, potom existuje fel’
takové, Ze z = ¢(f). Tedy f'(z, 1) = (f(2), 1) = (y, 1). Jestlize (x,0) < (z, 1),
kde x ¢ M a ze M, potom existuji f, g e I' takové, ¥e x = ¢(f) a z = p(g). Tedy
f, g’(Z,—:_l) = f,(g(z)) 1) =f(y, 1) = (¢(f), 0) = (x, 0). Jestlize (z, 0) = (2, 0), kde
z, z € M, potom existuje f e I" takové, Ze z = f(z). Tedy f'(z, 0) = (z, 0).
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