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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky tstav CSAV, Praha
SVAZEK 85 * PRAHA 18. VIII.1960 % CISLO 3

0 JISTE POLOGRUPE ENDOMORFISMU
NA JEDNODUSE USPORADANE MNOZINE, II

BepkicH PoNDELICER, Podébrady
(Doslo dne 13. bifezna 1959)

Clének je druhou &ésti autorovy price [1] a zobectiuje nékteré vy-
sledky § 2 élénku [2] pro pologrupu I' s vlastnosti (y), zavedenou
v 1. &ésti préce, kterd je jistou pologrupou endomorfismi na jednoduse
uspoiddané mnoziné M. V &ldnku se studuji vztahy mezi vlastnostmi
pologrupy I' a uspordddnim mnoziny IN.

V élanku budeme pouZivat oznadeni a pojmi, uvedenych v praci [1].

Definice 1. Necht I' c §, Q@ c M. Rekneme, %e I je transitivn na Q, jestlize ke
kazdym dvéma x, y € Q existuje f e I takové, Ze f(x) = y nebo x = f(y).

Jestlize @ = M, potom Fekneme, Ze I je transitiond.

Lemma 1. Necht I' c §) je transitioni, potom mmnozina M[I"] md nejvyde jeden
proek.

Dikaz. Necht M[I"] m4 dva rizné prvky z, y, potom existuje f e I' takové,
Ze f(x) = y nebo f(y) = z. Tedy y = f(x) = « nebo z = f(y) = y, coz v obou
pripadech je spor.

Lemma 2. Necht pologrupa I' c § je transitivnt na (I"), potom I je diver-
gentni. ’

Dikaz je zfejmy.

Lemma 3. Necht pologrupa I' ¢ § je transitivni, silné monocyklickd a md vlast-
nost (y), potom bod x € M je koncovym bodem mnoZiny M tehdy a jen tehdy, jestlie
x e M. '

Dikaz. Necht z je levy koncovy bod mnoziny . Predpokliddejme, Ze
x e M), potom existuje fe I' takové, Ze x < f(z). Necht z = f(u), kde u e I,
a tedy 2 < u. Zejms f(x) < f(u) = =, a to je spor. Stejnym zpthsobem dojdeme
ke sporu v ptipadg, Ze  je pravy koncovy bod mnoziny M. Tedy x ¢ M[I'].

Necht z ¢ M[I'] a neni koncovym bodem mnoziny M. Z¥ejms existuji u, v ¢ M
takové, Ze u < x < v. MnoZina MM m4 tedy aspon tii prvky, z éehoZ vyplyva, ze
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transitivni pologrupa I' mé aspoil jeden endomorfismus f = e. Z predpokladu,
e I je silnd monocyklickd pologrupa a z lemmatu 1 vyplyvé, Ze u, ve M(f)-
Tedy u = f(u) < f(x) = = < f(v) = v, a to je sPOT; protoze I" je silné mono-
cyklické pologrupa, kterd nemd oboustranné cykly.

Lemma 4. Necht pologrupa I'c § je transitivnd, komutativnt a stlné mono-
cyklickd. Necht f(u) = f(v), kde u, ve M (u =+ v) @ f e T, potom f(u) e MI].

Dikaz. Oznatme z = f(u). Z transitivnosti 7 vyplyva, %e existuje gel’
takové, %e g(u) = v nebo g(v) = u. Necht tedy g(u) = v, potom z = f(v) =
— fg(u) = g {(u) = gla). Z¥ejmd g+ e, a tedy e Mg]=MI]. Stejnym
zptisobem dokézeme lemma pro piipad, Ze g(v) = %.

Definice 2. Bekneme, % pologrupa I' endomorfisma na M md viastnost (B),
jestlize plati: ‘
Necht f,ge I (f & g), f(x) = g(x), kde x e M, potom f(z) M.

Lemma 5. Necht, pologrupa I'c § je silné monocyklickd a md viastnost (¥)s
potom md téz vlasinost (B).

Dikaz. Necht f,gel" (f = g), f(x) = g(x), kde xe M. Ziejmé [ =rg nebo
= rf, kde reI' a r == e. Necht f = rg, a tedy f(x) = r g(z) = r {(z), z dehoZ
vyplyva, ze f(z) e M[r] = MI']. Stejns tak i v pFipads, ze g = rf.

Lemma 6. Necht pologrupa I'c § je transitiont, komutativni, monocyklickd
a md vlastnost (y). Necht mnofina M md levy (pravy) koncovy bod, potom tento bod
je vijznaénygm bodem cykls, viech feI' (f % ¢e) a pro vdechna fel plati f = e
(f=e)

Dikaz. Podle pozndmky 2 v [1] je I" silng monocyklickd. Necht y je levy
koncovy bod mnoziny M. Z lemmat 1 a 3 vyplyvi, Ze {y} = M[I']. Nejdiive
doké¥eme, e pro viechna fe I" plati f < e. Pfedpoklddejme opak, coZ podle
véty 2 z prace [1] znamena, 7e existuje f e I' takové, Ze f > e. Ziejms existuje
z e M takové, ¥e y < x, potom té% existuje ge I” takové, Ze g(z) = y, a tedy
g < e.Zvolmeuwe M anelN tak, Ze fr(u) = z. Zfejmeé g f*(u) = g(z) =y < %,
a tedy fg < e pro viechna n ¢ N, a to je spor, protoZe podle véty 3 a pozndmky
2 v préei [1] je I" archimedovsky uspofddand pologrupa. Nyni dokédZeme, %e y je
vyznaénym bodem cykla v8ech feI" (f & e). Predpokladdejme opak, coZ zna-
mené, Ze existuje fe I' (f < e) takové, Ze pro viechna z ¢ M (y < z) a viechna
ne N plati y < f*(z). Zfejmé existuje g e I takové, Ze g(zx) = y < (), a tedy
g < f» pro viechna n e N, a to je podle lemmatu 4 prace [1] spor. '

YéFa 1. N echt M je jednoduse usporidand mnofina bez koncovych bodi, potom
kazdd tramsitivni, komutationt a monocyklickd pologrupa endomorfisma na M,
kterd ma vlastnost (), je pologrupou automorfismi, na M.

D'ﬁkaz. Z véty 3 a poznamky 2 v prici [1] vypl}'rvé, ze I' je silné mono-
cyklicka pologrupa. Necht f e I'a f(u) = f(v), kde %, v e M (4 == v). Z lemmatu 4
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vyplyvé, Ze f(u) e M[I'], a tedy podle lemmatu 3 je f(u) koncovy bod mnoZiny
M, a to je spor. Tedy f je automorfismus na M, a tim je dikaz véty 1 ukonden.

Necht jednoduse uspofddand mnozina M m4 aspoti dva prvky. Skokem mno-
ziny M rozumime jeji podmnozinu {a, b} (a < b; a, b e M) takovou, Ze neexis-
tuje z ¢ M, aby a < 2 < b. Isolovanym bodem mno¥iny M rozumime kazdy jeji
nekoncovy bod, ktery je bodem primiku dvou riznych skokit mnoZiny I
a kazdy jejf koncovy bod, ktery je bodem nékterého skoku mnoziny IN.

Vita 2. Jednoduse usporddand mnofina M se skokem, jehot ddnyj bod nent kon-
covym bodem mnoZiny M, je typu o* nebo w* @ w nebo w tehdy a jen tehdy,
jestlize existuje transitioni, komutationt a monocyklickd pologrupa I' endomor-
fisma na M, kterd md viastnost (y).

Dikaz. 1. Necht mnoziny M je typu w*. MiZeme piedpokléadat, e mnozina
M je jednoduse uspoiddanou mnozinou Z viech celych nekladnych &isel. Necht
ke Z, potom definujme endomorfismus f, nésledujicim zptisobem:

fu(®) = min (0,2 — k), kde ze¢Z.

Ztejmé plati fuf, = fri (k, le Z). MnoZina viech endomorfismi f, (k€ Z) tvoii
pozadovanou pologrupu.

Necht mnozina M je typu w* @-w. MiZeme predpokladat, e mnozina M je
jednoduie uspoiddanou mnozinou C v8ech celych &fsel. Z¥ejmé mnoZina viech
celych translaci tvo¥{ pozadovanou pologrupu. Stejnym zpisobem dokizeme
existenci poZzadované pologrupy v piipadg, Ze mnozina M je typu w.

2. Necht existuje pologrupa I" endomorfismé na M, kterd je transitivni,
komutativni, monocyklickd a kterd ma vlastnost (y). Necht {a, b} (a < b;
a, b e M) je skok mnoziny M. Pologrupa I je zfejmé silné monocyklickd, a tudiz
podle lemmatu 3 a, b e M(I"). Nejdiive dokdzeme, %e kazdy bod mnoziny I je
isolovany.

Necht x e M(I"). Ziejmé existuje fe ' takové, Ze f(b) = = nebo f(z) = b.
Necht f(b) = x. JestliZe f(a) = z, potom podle lemmatu 4 z ¢ M[I'], a to je spor.
Tedy f(a) < z. JestliZe existuje w e M takové, Ze f(a) < u < z, potom existuje
ve M tak, %o u = f(v), a tudiZ ¢ < v < b, a to je spor. Necht f(x) = b. Ziejmé&
existuje u e M takové, Ze f(u) = a, a tedy u < z. JestliZe existuje v ¢ M takové,
Zeu < v <z, potom a = f(u) = f(v) = f(x) = b, a tudiZ a nebo be M[I'], a to
je spor. Dokézali jsme tedy, Ze = je pravym koncovym bodem skoku mnoZiny
M. Stejnym zplsobem dokdZeme, Ze z je levym koncovym bodem n&kterého
skoku mnoZiny M, a tedy z je isolovany bod.

Necht z ¢ M[["], potom z je koncovym bodem mnoZiny (viz lemma 3). Necht
tedy z je levym koncovym bodem. Z¥ejmé existuje fe I' takové, Ze f(b) = a
nebo f(a) = b. JestliZe f(a) = b, potom f > e, a to je spor (viz lemma 6). Plati
- tedy f(b) = a. Podle lemmatu 6 existuje ue M (x < u) takové, Ze f(u) = =.
JestliZe existuje v e M takové, ze x < v < u, potom f(v) = . Z¥ejmé existuje
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g eI, kde g(u) = b nebo g(b) = u. Necht g(u) = b, potom g(z) = g f(u) =
= f g(u) = f(b) = a, a tedy g > e, coZ je podle lemmatu 6 spor. Necht g(b) =
= u, potom g(a)= gf(b) =1g(b) =f(u) =2 a existuje weM takové, Ze
g(w) = v, atudiz a < w < b, a to je spor. Dokézali jsme tedy, Ze x je isolovany
bod mnoziny M. Stejnym zpisobem dokéZeme, Ze pravy koncovy bod z mno-
Ziny M je isolovany.

Nyni dokiZeme, %e mezi dvéma body mnoZiny M lezi pouze koneény podet
bodii mnoziny M. Predpoklddejme opak. Necht tedy existuji x,y, Z,, Yy, e M
(7 € N) tak, ze

< <L <. . <2, < ... <Y <...<y; <v,

kde {z,_;, 2}, {¥n Yn_s} tvoii skoky mnoZiny M (x, = z, ¥, = y). Nem4a-li M
koncové body, pak I" je pologrupa automorfismi (podle véty 1). Existuji auto-
morfismy f, g na M tak, Ze f(x) = x,, g(x) =y, fe ' nebo [1eI a gel nebo
g 'e I'. Plati fr(z) = 2, f* < g, coZ je ve sporu s lemmatem 4 v [1]. Ma-li M
levy koncovy bod, pak podle lemmatu 6 existuje f, geI" tak, Ze f(z,) = z,,
9(y) = x; plati tedy g < f < e a pfitom f*(x,.,) = x,;, tedy g < f~, a to je
spor. Stejné nemuze nastat dudlni piipad (existence pravého koncového
bodu v 9M).

MnoZina M je nutad typu w* nebo w* @ w nebo w, protoze podle piedpokla-
du m3 aspot dva prvky a podle lemmat 1 a 3 nemé dva rizné koncové body.
Tim je dtikaz véty 2 ukonden.

Pozndmka 1. Piedpoklad ve vété 2, Ze z4dny bod skoku neni koncovym
bodem mno#Ziny M, je nutny, protoZe, jak ukazuje nasledujici priklad, existuje
mnozZina se skokem, jehoZ jeden bod je koncovym bodem této mnoZiny, ktera
neni ani typu o* ani 0* @ o ani w a kterd ma transitivni, komutativni a mono-
cyklickou pologrupu I" endomorfismi s vlastnosti (y): Bud I mnoZinou reél-
nych d&isel, kde M = <0, + o0) — (0, 1). Necht « je nezdporné redlné ¢islo.
Definujme potom endomorfismus f, nasledujicim zpisobem:

fry=2—x, z2=2a+1, f(x)=0,z2<a-+1,

kde x e M. Z¥ejmé f,fs = .14 Mnoiina viech endomorfismi f,, kde « je libo-
volné neziporné reilné &islo, ziejmé tvoii pologrupu, kterd mi pozadované
vlastnosti.

Necht 4 c M (4 + 0). Rekneme, %e mnoZina A je shora omezend, jestlize
existuje y « M takové, Ze pro viechna z ¢ 4 plati # < y. Bod y nazveme horni
zdvorow mnoziny A. Necht 4 je shora omezend podmnoZina mnoziny M. Necht
y « M je jeji horni zdvora. Jestlize ke kazdému z e M (x < y) existuje 2’ ¢ 4
takové, Ze x < 2/, potom y nazveme supremem mnoziny A a oznadime y =

= sup x = sup 4. Z¥ejmé ke kazdé shora omezené podmnozing mnoziny M

existuje nejvyse jedno supremum. Rekneme, e mnozina M je bez mezer, jestlize
ke kaZdé shora omezené jeji podmnoZing existuje supremum.
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Necht I' je pologrupa endomorfismi na M. Necht 4 je mnoZina vSech auto-
morfismd na M, které jsou obsazeny v I'. Symbolem A~! oznaéme mnozinu
inversnich automorfismt k automorfismim z A. Roz§iFfenim pologrupy I” endo-
morfismt na M o inversnt proky budeme rozumét mnozinu I' = I' u A-1,

Lemma 7. Necht pologrupa I' c §) je transitivné, komutativni, monocyklickd
a md viastnost (y). Necht mnofina IM nemd koncové body, potom rozsirent polo-
grupy I' o inversni proky tvort monocyklickow grupw automorfismé na M.

Dtikaz. Z véty 1 vyplyvé, Ze I" je pologrupou automorfismd na M. Ziejmé
I'=Tu 4'c®. DokidZeme nejdiive, ze f,gel' = fg-te I. Necht tedy
f,ge T Jestlize f, g e I', potom f = gr nebo g = fr, kde re I'. Z¥ejmé r = fg~!
nebo r = g1, a tedy bud fg-te I'c I anebo gf ' e I'= fg~1 e I Jestlize fe I,
gel, potom gteI'=fgle'cT. Jestlize fe I', ge I', potom f e '=gfle
eI'=fgleT. Jestlize f,gel, potom f 1, g7tel, a tedy bud fglel'c T
anebo gf le I'= fg~le I. MnoZina I" tedy tvo¥{ grupu, a ziejmé kaidy jeji
prvek je monocyklicky.

Pozndmka 2. Nésledujici ptiklad ukazuje, %e roziifeni pologrupy auto-
morfismf na M o inversni prvky nemusi tvofit grupu. Bud M mnozZinou viech
redlnych éisel. Necht « ¢ M, definujme potom automorfismus f, nasledujicim
zplisobem:

fol@) =2+ «, kde xzeM.

Ztejmé f,fp = firp. MnoZina I' viech automorfismit f,, kde o =k + I)/2 (%, 1
jsou celd nezdporné &isla) tvoi{ komutativni a monocyklickou pologrupu, ktera
nenf transitivnf a nemé4 vlastnost (y). Rozsireni I pologrupy I' o inversni prvky
ziejmé netvori grupu, nebot f;, f_yz e T, ale f,_yz¢ I

Definice 3. Rekneme, Ze jednoduse usporddand aditivni pologrupa redlngjch &isel
md vlastnost (8), jestlize obsahuje aspoti jedno z isel x, — x (x je libovolné redlné
éislo).

Poznamka 3. Zrejm& aditivni pologrupa vSech nekladnych nebo vsech
nezépornych nebo vSech redlnych &isel mé vlastnost (8). Existenci jiné aditivni
pologrupy redlnych ¢&isel, kterd mé vlastnost (§), ukazuje nasledujici piiklad.
Necht H = {«y, a4, ...} je takovd Hamelova base redlnych &isel (viz [3]), kde
0 < &g < &;. Mnozina 4 vSech redlnych éisel x tvaru o = ayxy + @54 + ...
kde ay, a,, ... jsou raciondlni &isla, p¥i Semz# jich je jen koneéné mnoho raznych
od nuly a @, <0, zfejmé tvo¥i aditivni pologrupu, kterd mé vlastnost (8),
Pologrupa 4 neobsahuje ani v8echna kladnd ani v8echna zdporné reélns &isla.
protoze oy — o, < 0, 0xg > 0 & g — &y, g€ 4.

Yéta 3. Necht pologrupa I' c §), kterd md vlastnost (y), je transitivnt, komuta-
tiont @ monocyklickd. Necht mnoZina IN nemd koncové body. '

a) Jestlize mnofina M md skok, potom pologrupa I' je tsomorfni s jednoduse
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usporddanou aditivni pologrupou vdech celyjch nekladnych nebo viech celyjch mezd-
porngch nebo viech cely Cisel.

b) Jestlite mnofina M md aspott dva proky a nemd mezer a skoki, potom polo-
grupa I je isomorfni s jednoduse usporddanou aditivné pologrupow redingch Eisel,
kterd md vilastnost (8).

Diikaz plyne z lemmatu 7 a v&ty 8 préce [2], jestliZe si uvédomime, Ze adi-
tivni pologrupa celych &isel, kterd obsahuje aspoi jedno z ¢isel n, —n (kde n je
celé &islo), je pologrupou viech celych nezédpornych nebo viech celych neklad-

nych nebo viech celych &isel.?)
Pro mnozinu M, kterd mé koncovy bod plati obdobnd véta.

Vita 4. Necht pologrupa I' c &, kterd ma vlastnost (y), je transitiont, komuta-
tivng @ monocyklickd. Necht mnoZina MM md levy (pravy) koncovy bod.

a) Jestlite mnofina MM md skok, jeho¥ Zddny bod neni koncovym bodem mno-
Ziny M, potom pologrupa I je isomorfni s jednodue usporddanou aditivnt polo-
grupow vech celych nekladnyjch (nezdpornych) Cisel.

b) Jestlite mnozina M md asport dva proky a nemd mezer a skoki, potom polo-
grupa I je isomorfni s jednoduse usporddanou aditivni pologrupou viech neklad-
njch (nezdpornyjch) redingch &isel.

Diive ne# pristoupime k dikazu této v&ty, dokdzeme dvé lemmata.

Lemma A. Necht jsou splnény predpoklady véty 4, potom mnozina I je anti-
podobnd s usporddanou pologrupow I'.

Dukaz. Zfejmé v obou piipadech mnoZina M mé aspoi dva prvky a nemé
mezer (viz vétu 2). Predpokladejme, e mnoZina M m4 levy koncovy bod y.
Definujme zobrazeni ¢ pologrupy I' do mnoZiny M nasledujicim zplhsobem:

p(f) =sup F (feI),
kde F je mnoZina viech x ¢ M takovych, Ze f(x) = y. Jestlize y < x < flo(f)],
potom existuje w e M tak, Ze f(u) = x. Zfejmé u < ¢(f), a tedy existuje v e M
tak, Ze f(v) = y a w < v, z &ehoZ plyne, %e x < y, a to je spor. Jestlize {y, flp(f)]}
je skok mnozZiny I, potom existuje x e M takové, Ze {x, (f)} je opét skok.
Ziejme x < ¢(f), a tedy existuje u ¢ M tak, Ze f(u) = y a < u, z dehoZ plyne,
5 g(f) < u=>f[g(f)] =y, a to je spor. Plati tedy y = flg(/)].

Nyni dokéZeme, Ze zobrazeni ¢ je prosté. Pfedpokladejme opak. Necht tedy
existuji f, ge I' (f == g) takovi, Ze ¢(f) = ¢(g9). Necht f = rg, kde r e I". Necht
y < x (xe M), potom existuje u e M tak, Ze x = g(u). Ziejmé ¢(f) = p(g) < «,
z ¢ehoZ plyne, ze y < f(u) = r g(u) = r(x), a tedy podle lemmatu 6 r = e. Tedy
f =g, a to je spor.

Kladnd 1 séporns. Moot o () 30 Sotmentl (aeTostat Siind (hrons) e oo
Je-li ¢ &fslo pologrupy, potom ¢ = ap + r (kde p, r jsou celd &isla & 0 <r < a) a r =

= ¢ — pa patfi do pologrupy, a tedy r = 0, coZ znamend, %e a/c. Podobnd dokézeme, ¥
b/c. Pologrupa nutné obsahuje 1 nebo —1, a tudia = 1a b = /— 1. Odtud tvrzeni. e
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Déle dokazeme, Ze ¢ je zobrazeni plné. Zrejmé p(e) = y. Necht je tedy dano

x e« M takové, te y < x. Ziejmé existuje f e I' (f + e) takové, %e y = f(), a tedy

existuje u ¢ M takové, ze x = f(u) a ¥ < w. Necht 4 je mnoZinou viech h eI’

takovych, Ze h(z) = y. Zfejmé h(u) < % pro he A. Oznadme v = sup {h(u)}.
ed

Ziejmé z < v < u, protoZe fe A. Z transitivnosti a z lemmatu 6 vyplyv4, %e
existuje g e I" takové, Ze v = g(u). Jestlie y < z < g(x) = g f(u) = f gu) =

= f(v), potom existuje w ¢ M tak, Ze z = f(w). Zfejm& w < v, a tedy existuje
h e 4 takové, ze w < h(u), potom y < z < f h(u) = h f(u) = h(z) = y, a to je

spor. Jestlize {y, g(x)} tvoii skok, potom existuje w e M takové, ze {w, v} tvori
téz skok. Ztejm& w < v, a tedy existuje h e 4 takové, e w < h(u), potom y <

< g(@) = f(v) = fh(w) = hf(u) = h(z) = 9, a to je spor. Tedy y = g(x).
Ztejmé& ge A, g + e, a tedy v < u. Pfedpokladejme, Ze existuje w e IM takové,
ze x < w a g(w) = y. Ziejmé existuje r e I' takové, Ze x = r(w), a tedy r + e.
Déle existuje z ¢ M takové, Ze y = r(z) a y < 2. Z¥ejms z < w, a tedy existuje
k eI takové, %e z = k(w). Ze vztahu y = r(z) = r k(w) = kr(w) = k(z) vy-
plyvé, Ze k € 4. Tedy plati ¢ < k, protoZe g(w) = y < z = k(w), a tudiZ g(u) <
= k(u). JestliZe g(u) < k(w), potom » < k(u), a to je spor. JestliZe g(u) = k(w),.
potom podle lemmatu 5 ¥y = v, a to je spor.

 Zbyvé dokézat, Ze ¢ je antipodobné zobrazeni. Piedpokladejme opak. Necht
tedy existuji f,geI’ (f <g) takové, Ze o(f) < ¢(g). Potom glp(9)] =y =

= flo()] < flp(g)], & tudiz g <, & to je spor. Plati tedy ¢(f) = p(g), & tim
je dikaz lemmatu A ukonden, protoZe stejnym zptsobem bychom dokézali
lemma A v p¥ipadg, Ze mnoZina IM mé pravy koncovy bod.

Lemma B. Necht jsou splnény predpoklady véty 4, potom pro f, ge I (f == e)
platt w = @(fg) tehdy a jen tehdy, jestlite g(u) = @(f).

Dikaz. Zfejmé stadi dokézat lemma B pro pifpad, Ze mnoZina M m4 levy
koncovy bod. UZijme oznadeni z diikazu lemmatu A. Necht = g¢(fg). Jestlize
#(f) < g(u), potom y < f g(u) = f glp(fg)] = y, a to je spor. Jestlite g(u) < ¢(f),
potom existuje v e M takové, Ze ¢(f) = g(v), & tedy u < v. Podle pFedpokladu
je ¢(fg) = u < v, a tudiz y < f g(v) = flp(f)] = y, a to je spor. Tedy g(w) =
= ¢(f).

Necht g(u) = ¢(f). Zrejm& f g(w) = flp(f)] =y, a tudiz u < @(fg). Jestlize
u < @(fg), potom z nerovnosti f = ¢ a z lemmatu 4 vyplyvé, Ze y < ¢(f) =
= g(u) < glo(fg)], z tehoZ y < f glp(fg)] = ¥, & to je spor. Tedy u = @(fg).

Dukaz véty. Dokéd%eme v8tu pro pfipad, Ze mnoZina M mé levy koncovy
bod y. Necht M = M x {1} v M x {0}, kde M = M — {y}. Mnozinu W'
uspofddame nasledujicim zpisobem: .

(,1) < (2, 1)<z <2z, kde x,2¢M;
(z,0) < (2,1), kde zeM, zeM;
@, 0) < (z,0)<>z >z, kde z,zeM.
Ziejm¥ M’ tvori jednoduse uspo¥sdanou mnoZinu bez koncovych bodi.
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Necht e’ je identicky automorfismus na . Necht fe I (f = e). Definujme
monocyklicky automorfismus ' na M’ ndsledujicim zpisobem:

1
It
takové, e x = r[g(f)] (podle lemmatu 5 existuje pravé jedno r);

fly, 1) = (9(f), 0); B
fx, 0) = (w,0), kde z,ueM a z= f(u)

z,1) = (f(x), 1), kde ¢(f) =ze;
z,1) = (p(r),0), kde o¢(f)>xeM a rel (r+e)

(podle lemmatu 4 existuje pravé jedno u).

Nejd¥ive dokézeme vztah (fg)' = f'g’ pro f,geI. Pro f = e nebo g = e je
dtikaz trividlni. Necht tedy f = e == g, potom plati ¥y < @(g9) < @(fg). Jestlize
@(fg) = z M, potom podle lemmatu B ¢(f) = gle(fg)] = g(z), a plati tedy
(fg) (x, 1) = (fg(2), 1) = f'(g(x), 1) = [ ¢’(=, 1). Jestlite @(g) <z < ¢(fg)
(x e M), potom y < g(x) < ¢(f) = gle(fg)], a existuji tedy r, he I' takova, Ze
z = r{p(fg)] & g(z) = kg(f)]. Dle lemmatu 5 r = h, protoZe hlp(f)] = g(x) =
= g r[@(f9)] = r glo(fg)] = rlp(H]. Tedy (fg)’ (x, 1) = (p(r), 0) = (p(h), 0) =
= f'(g(x), 1) = f' ¢'(, 1). JestliZe x = ¢(g), potom existuje r eI takové, Ze
r[@(fg)] = = = ¢(9) = flo(fg)], z tehoi r = f. Tedy (fg)' (=, 1) = (¢(f), 0) =
= f'(y, 1) =}’ ¢'(, 1). Jestlize p(g) > = ¢ M, potom existuji r, b e I" takové, Ze
x = r[p(fg)] & & = h{p(g)]. Dle lemmatu 5 hf = r, protote rlg(fg)] = hlg(g)] =
= h flp(fg)). Tedy (fg)' (z, 1) = (p(r), 0) = f'(p(h), 0) = ' ¢'(=, 1), protote
o)1 = flp(h)] = o(h). Jestlize z =y, potom (fg)' (z, 1) = (p(fg), 0) =
= f'(¢(g), 0) = f' ¢’(=, 1), protoze f[qa_(z‘g)] = @(g). Jestlize zeIM, potom
(fg)’ (z, 0) = (u, 0), kde fgLu) =z(ueM) a [ g'(x, 0) = f(v, 0) = (w, 0), kde
g(v) = x a f(w) = v (v, we M). Dle lemmatu 4 v = w, protoze y < z = g(v) =
= g f(w) = f g(w) = [ g(u).

Nyni dokézeme, Ze f < g (f,ge ') = f < ¢’. Implikace zfejm& plati, jestlize
g = e. Necht tedy f < g <e (f,gel), potom y < p(g) < ¢(f). Tedy f'(y, 1) =
= (($), 0) < (9(9), 0) =g'(y, 1), z EehoZ [’ < ¢".

Oznaéme I mnozinu viech f/, kde feI'. Zfejm& I tvo¥l monocyklickou
a komutativni pologrupu automorfismé na ', kter4 m4 vlastnost (y). Polo-
grupy I a I jsou isomorfni a podobné.

Zbyvé dokézat, Ze pologrupa I" je na M’ transitivni. Jestlize (z, 1) < (2, 1),
kde z, z € I, potom existuje f e I takové, %e x = f(2) a (f) < z. Tedy f'(z, 1) =
= (f(2), 1) = (=, 1). Jestlize (y,1) < (2, 1), kde ze M, potom existuje fel’
takové, Ze z = ¢(f). Tedy f'(z, 1) = (f(2), 1) = (y, 1). Jestlize (x,0) < (z, 1),
kde x ¢ M a ze M, potom existuji f, g e I' takové, ¥e x = ¢(f) a z = p(g). Tedy
f, g’(Z,—:_l) = f,(g(z)) 1) =f(y, 1) = (¢(f), 0) = (x, 0). Jestlize (z, 0) = (2, 0), kde
z, z € M, potom existuje f e I" takové, Ze z = f(z). Tedy f'(z, 0) = (z, 0).
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Dokonéeni diikazu je velmi snadné, jestliZe si uvédomime, Ze

a) pologrupa I automorfismi na M’ spliiuje predpoklady véty 3,
b) pologrupy I"a I" jsou isomorfni a podobné,
c¢) podle lemmatu 6 pro vSechna fe I" plati f < e.
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Pezome

OB OIPEIEJEHHO!I ITIOJVIPYIIIE 3HJOMOPOU3MOB
HA TIPOCTO VIIOPANOYEHHOM MHOJKECTBE, II

BEIPHUX IIOHOEJIUYER (Bedfich Pond8lidek), Podébrady

Crares umexopgwr u3 paborsr [1] m o0obIaer HEKOTOpPEE pe3yabTaThl 2§
CTaTh¥ [2] AJIA OIpe[eleHHOH MOXYTPYNNEl 3HA0MOPPH3MOB HA IIPOCTO YIOPA-
modeHHOM MHOMKecTBe IN. 3Hech HOKa3aHHl CIAEAYIONIUe TeOPEeMbL:

Teopema 1. IIycmv M—npocmo ynopsdouernroe mrHoHcecmeo 6e3 KOHY08, MO
6CAKASL MPAHIUMUBHARL, KOMMYMAMUBHAL U MOHOYUKAUYECKAR TNOAY2DYNNE
sndomopgPusmos na M, womopas obaadaem cseolicmeom (y), A6AIEMCE NOLY-
epynnoii agpmomopgpusmoe na M.

Teopema 2. IIpocmo ynopadouerroe muoncecmseo M, obaadarwwee ckaikom, kKo~
MOP0e0 HUKAKAS MOUKA He SBASEMLS KOHYOM MHoMucecmea M, A6Asemecs mHoMuce-
cmeom muna w* usu o *@ o uaw w mozda u MoabKO Mmozda, ecau cyujecmeyent
MPAHSUMUEHAR, KOMMYMAMUSHAs W MOHOyusudeckas noayepynna I sndo-
Mmopgusmos wa M, kKomopas obaadaem ceoiicmeor (y).

Teopema 4. [Tycmv I'—noayepynna sndomopgusmos na M, komopas obaadaen:
ceoiicmeom (y) U Owa ABAIEMCH MPAHIZUMUCHOU, KOMMYMAMUBHOUL U MOHO-
yurasuvecko. Ilycmo muoocecmso M codepacum aesviii (npaswiit) Koney,.

a) Ecau muoocecmeo M obaadaem craukom, kKomopo2o HUKAKASL MOYEQ He
a6asemes KoyoMm mromcecmea M, mo noayepynna I' usomopgra npocmo ynopa-
douenHol adOUMUEHOT NOAYSPYNNE 6CET YEAbLL HENOAONCUMENbHLL (HeOMmpUuya-
MEeAbHYE) HUCES. '
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6) Ecau mromcecmso M codepymcum no kpaiineil mepe 06a snemenma u 1e obaa-
daem wmu ckaukom HU npocmeemom, mo noayepynna I usomop@ra npocmo
YNnopadouerroll addumusHoil nosyepynne 6cer HENOAOHCUMesbHyz (HeOmpuya-
meabHyIx) 0elicmeumesbHblr UUCes.

Teopema 3. [Iycmv I'—noayepynna swdomopPHusmos Ha M, komopas obaadaem
. C60TiCME0M (y) U OHA ABAAEMCR MPAHZUMUBHOU, KOMMYMAMUCHORL U MOROYUKAU-
ueckott. ITycmov mromcecrneo M 6e3 KoHGOs.

a) Ecau mromcecmso M obaadaem ckauwrom, mo nosyepynna I usomopPua
npocmo ynopadouerkol adfumueHol noayzpynne 6cer YEauL HEeNOLONCUMEnb-
HYT WAL Yesbls HEOMPUYAMENLRBLE UAU 6CET YENBLT HUCEN.

6) Ecau muoomcecmeo M codeposcum no kpaiineil mepe déa saemerma u He 0644~
daem nu ckaukom nu npocsemos, mo noayepynna I" usomopgra npocmo ynops-
douerroti addumusroi noayzpynne delicmsumenvrblz wuces, komopas obaadaem
ceoticmeon (9).

Ms1 6yaem roBopHTh, 9TO IPOCTO YHOPAMOYeHHAA aNTUTHBHAS LHOJIYTpyIOa
MeHCTBUTeNBHHX JHceT 06Tagaer cBOKCTBOM (§), eCilM OHA CONEePIKMT IO Kpai-
Hell Mepe OfHO U3 THCEN &, —o (& NPOH3BOJIBHOE AEHCTBATEIHHOE THCIIO).

Zusammenfassung

UBER EINE HALBGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN
AUF EINER EINFACH GEORDNETEN MENGE, II

Bepkice PonpH#LiCER, Podébrady

Der vorliegende Artikel ist eine Fortsetzung der Arbeit [1] und verallge-
meinert einige Resultate §2, Artikel [2] fiir eine Halbgruppe der Endomor-

phismen. auf einer einfach geordneten Menge M. Es werden folgende Satze
beweisen:

Satz 1. Es sei M eine einfach geordnete Menge ohne Endpunkte. Dann ist jede
transitive, kommutative und monozyklische Halbgruppe der Endomorphismen auf
M mit der Eigenschaft (y) eine Halbgruppe der Automorphismen auf M.

Satz 2. Eine einfach geordnete Menge IMM mit einem Sprung, dessen kein Punkt
der Endpunkt der Menge M ist, ist dann und nur dann vom Typus w* oder w* @ o
oder w, wenn eine transitive, kommutative und monozyklische Halbgruppe I der
Endomorphismen auf M existiert, welche die Eigenschaft (y) hat.

Satz 4. Es sei I' esne transitive, kommutative und monozyklische Halbgruppe der

Endomorphismen auf M, welche die Higenschaft (y) hat. Die Menge I habe den
linken (rechten) Endpunki. ;
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a) Wenn die Menge M einen Sprung hat, dessen kein Punkt der Endpunkt der
Menge M st, so ist die Halbgruppe I" isomorph mit der einfach geordneten addi-
tiven Halbgruppe aller ganzen nichtpositiven (nichinegativen) Zahlen.

b) Wenn die Menge M mindestens 2wes Punkte und keine Liicken und keine
Sprimge hat, dann ist die Halbgruppe I' isomorph mit der einfach geordneten addi-
tiven Halbgruppe aller nichtpositiven (nichinegativen) reellen Zahlen.

Satz 3. Es sei I eine transitive kommutative und monozyklische Halbgruppe der
Endomorphismen auf M, welche die Eigenschaft (y) hat, Die Menge M habe keine
Endpunkte.

a) Wenn die Menge M einen Sprung hat, dann ist die Halbgruppe I' 1somorph
‘mat der einfach geordneten additiven Halbgruppe aller ganzen nichtpositiven oder
aller ganzen nichtnegativen oder aller ganzen Zahlen.

b) Wenn die Menge M mindestens zwer Punkte und keine Liicken und keine
Springe hat, dann ist die Halbgruppe I mit einer einfach geordneten additiven
Halbgruppe der reellen Zahlen, welche die Eigenschaft (8) hat, wsomorph.

Man sagt, dass eine einfach geordnete additive Halbgruppe der reellen Zahlen
die Eigenschaft (8) hat, wenn sie mindesteans eine der Zahlen «, — & (x ist eine
beliebige reelle Zahl) enthilt.
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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

CENTRALNI AXONOMETRIE V »-ROZMERNEM PROSTORU

Lapistav Drs, Praha
(Doglo dne 26. kvétna 1959)

V &lénku se vySetiuji vlastnosti axonometrickych soustav, tj. vlast-
nosti st¥edového pramétu soutadnicové soustavy do vlastni nadroviny.
Na zéklads téchto vlastnosti se pak uvddsji konstrukce axonometric-
kych soustav.

I. UVOD

Definice 1. Souradnicovd soustava v P 1) je usporddand skupina n bodovych
trojic O, 4;, B; (0 = A4, = B, = 0), ptitem? body O, 4,, B; lezi na piimce z;,
rameni soustavy a ramena 2, Zs, ..., ¥, jsou linedrnd nezavisla. Oznadime ji
@n = {0’ Ai’ B,}’{

Definice 2. Usporadans skupina n bodovych trojic 0', A;, Bi (0’ == 4; ==
= B; == 0'), ptidemz body ', A;, B; le% na p¥mce z; a pHmky 1, 2;, ..., Zn
linedrnd vytvéfeji vlastni nadrovinu, je d-konfigurace, p¥imky i, @3, ..., Zn
jsou ramena této d-konfigurace. Ozndéime ji & = {0, 4, B;}}.

Definice 3. Awonometrickd soustava je primét souradnicové soustavy z nékte-
rého bodu, ktery nelezi na 74dném rameni soustavy do nékteré vlastni nad-
roviny.?) KaZdd axonometrickd soustava je d-konfiguract.

Vysetiujme promitani, pfi ném# se soufadnicovs soustava @& = {0, 4,, B;}{
S TAINeDY %y, Ty, ..., x,,lpromitaﬁ do axonometrické soustavy & = {0, 4, Bi}1
8 rameny , &, ..., ¥,. Pak volbou redlnych &isel 1, I,, ..., I, lze k bodu L,
ktery ma v soufadnicové soustavé na rameni x, soufadnici I, snadno sestrojit.
jeho primét L. Ten m4 na rameni «; soutadnici I, 4 = 1, 2, ..., n, nebof sou-
soufadnice jsou pfi promitani invariantni.

Budeme se dale zabyvat otézkou, kdy je dand d-konfigurace priimétem
nékteré 'sou’i"a,d.nicové soustavy shodné s danou souradnicovou soustavou. Di-
kazy znémych v&t budeme uvadét jen tam, kde jsou potiebné pro dalsi dvahy.

:) P? (n = 3? je n-rozmérny roziifeny eukleidovsky prostor.
*) Mluvime-li o primatu, ptedpokléddme, Ze stted promiténi nelez{ v pramé&étns.

274



Jsou-li v soufadnicové soustavé &" = {0, 4,, B;}} body B, B,, ..., B, ne-
vlastni, nazveme ji ,,normalisovanou soustavou‘.3)

Véta 1. Necht v d-konfiguraci & = {0’, 4;, B{}! jsou Ay, 4, ..., Ay, nevlastni
body. Pak tato konfigurace je primétem soutadnicové soustavy & = {0, 4,, B,}}
shodné s danou normalisovanou soustavou & = {0, A;, B;}; prdvé tehdy, kdyz
simplexy W = {43, A3, ..., 4.}, B' = {By, By, ..., B,} jsou podobné.?)

Dikaz. Podminka je nutni. Necht dan konfigurace £ je primétem sou-
tadnicové soustavy &n shodné se soustavou &* z bodu C. Body 4,, 4,, ..., 4,
pak lez{ v nadroving y ||z, O y.5) Dile jest z; || CB,, takZe prisediky 4,,B;
ptimek z,, CB,, i =1, 2, ..., %, s nadrovinami y, % jsou vrcholy podobnych
simplext ¥ = {4,, 4,, ..., 4,}, B' = {By, B, ..., B,}; tedy i simplexy U, B’
jsou podobné.

Podminka je dostadujicf. Necht %", B’ jsou podobné simplexy. Modul jejich
‘podobnosti budiz m.8)

K simplexu {0, 4;, 4;,..., 4,} stanovime podobny simplex {C, By, B, ...,
B} a tim uréime dvojznaénd bod C. Na piimce 0’C stanovime (opét dvoj-
zna¢né) bod O tak, aby platilo CO = m . CO'. Sestrojime piimku z;, O z; ||
|| CBj, jeji prisedik s nadrovinou y, C ¢ y || # ozna&ime A4, jeji nevlastni bod B;,
4=12,...,n Simplex ¥ = {4,, 4,, ..., 4,} je shodny se simplexem ¥ =
= {4, 4,, ..., A,} a soufadnicovd soustava &* = {0, 4, B;}] takto vznikls je
shodnd se soustavou & a jejim primétem z bodu C do nadroviny = je pravé
(L

Definice 4. Jakoukoli ¢4st n&které d-konfigurace nazveme Cdstecnou konfi-
guract.

Poutka 1. Necht je ddna &dsteénd konfigurace €= {0, A, By, 4, B,}7)
snevlastnims body A, A,, a ddle normalisovand soustava & = {0°, A;, B;}1. Pak
existuje awomometrickd soustava & = {0, A}, B;}7 s nevlastnimi body A,
A, ..., A%, kterd je primétem soutadnicové soustavy &" = {0, 4,, B} shodné
se &,

Dikaz. a) BudiZ 7 = 3. Je-li z; = 0'A; = z, = 0’4, uréime v roving zz,
simplex B°* = {By, B;, By} podobny simplexu A = {4;, 4,, 4;}. Pimka
0'B; = 2, je uréena dvojznatnd. Jeji nevlastni bod budiz 4, Pak je {0, 4;,
B/} hledans axonometrickéd soustava. Je-li i = @,, sestrojme simplex %°

3) v préci [7] tzv. ,,normalisovand desarguesovskd konfigurace.

4) Viz [7] véta 1, [8] véta 8, 2, [12] str. 104. . )

5) & zna&{ pevnou vlastn{ nadrovinu. Pismeny malé fecké abecedy oznadujeme nad-
Toviny. . . "

¢) Modul podobnosti dvou simplexit %, %, je m, plati-li pro délky d,, d, odpovidajicich
i Usedek dy = md,;. e o e o 4

7) Zépis znamend, Ze existuje d-konfigurace {O*, A;*, Bf'}l tak, ze O* = 0', 4, =
= A,’, B,* = B/, Ay* = Ay, By* = B,’. Analogicky pii dalSich zdpisech dastednych
konfiguraci.
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podobny % v libovolné roving ¢ O . Vezmeme-lil z.a.:’z; libovolr’lou ; prhi];le'k
vzniklych otddenim piimky O'Bj; kolem z; a za Aj jeji nevlastni bo, > é)? B]Ie
{0, A}, B;}: hledand axonometrickd soustava. Bod C isn’nllalexu {G’VBI’ 2> B}
podobného simplexu {0°, 4;, 4,, 43} je st¥edem proml.tam., z 1:1(?102 §e.nvorma,-
lisovans soustava {0, 4;, B;}i shodné se soustavou {O ’,Ai’, 13,-}1 (a jejiz kon-
strukee je uvedena v diikazu véty. 1) promita do {0’, 4, B;}i.

b) Podle a) sestrojime axonometrickou soustavu ,@3’ = {0, A%, B;}"{, stfed
promitani €' a normalisovanou soustavu &2 = {0, 4;, B;}1, promitajici se z C’"
do ©&¥. Soustavu rozif¥fme na normalisovanou soustavu &” = {0, 4;, Bi};
shodnou s danou soustavou &=. Pak promitneme & z bodu C do libovoln_é
nadroviny g, kterd obsahuje vychozi éasteénou konfiguraci f a r{eobsahu]e
bod C. Primétem soustavy & z bodu C je hledand axonometrickd soustava.
@ = {0, 4;, Bi}1 2 {0', 4;, Bi}i.

Poutku lze dokézat je$ts jinym zpisobem pii ném¥ provadime konstrukce.
pouze v prostoru P#~1. Podle a) plati poudka pro n = 3. Necht plati pro i
= n — 1. Simplex {B} B, ..., B,_;} je podobny simplexu {43, 43, ..., An_1}-
V nadroving = 5 {0, 4;, B;}; ! sestrojime zptisobem, ktery bude dile uveden,
bod B, tak, aby simplexy {Bj, By, ..., By}, {41, 43, ..., 4,} byly podobné.
Polozme z, = OB, a dile oznadme A, nevlastni bod ptmky z,. Pak je kon-
figurace {0, 4;, B;}] axonometrickou soustavou. Otadime-li v z pi{mku
BB, _; kolem podprostoru (Bj, Bj, ..., B,_,>, pak vznikneregulus R kvadra-
tické variety. Body B;,_,, B, se otdeji po kruznicich b,,_,, b,. Ka#d4 z povrcho-
vych pimek kuzelové plochy <0’, b,_;> mie byt vybrana za piimku z,_;.
Protind-li takto zvolend ptimka z,_, kruZnici b,_, v bod® B, _,, pak pi¥imka.
regulu R jdouci bodem B;,_, protinéd kru¥nici b, vbod& B,, takse z, = O'B,.
Tim je urten simplex ¥’ = {B}, B, ..., B,} podobny simplexu {4, 4,, ..., 4.}
a podle véty 1 je vskutku {0’, 4;, B;}; axonometrickou soustavou, kterd je
primétem uréité soutadnicové soustavy {0, 4,, B;}? shodné s {0, A", B}}}-

Poutka 2. Necht je 2 < m < n. Necht je ddna Edsteénd konfigurace ¥ = {O',
Ay, BT s nevlastnimi body A, A, ..., 4., a normalisovand soustava S =
= {0, 4;, B;}; takovd, %e simplexy B’ = {By, B, ..., B}, U’ = fdy, Ag, ooy
AL} jsou podobné. Pak existuje axonometrickd soustava Sn' — {0, A;, B)}T

& nevlasinimi body Ay, A4, ..., A, kterd je pramétem soustavy Sn — {0, 4,
B,}] shodné se &n-, ,

Dikaz. Podle véty 1 existuje stted C a soustava &m — {0, 4,, B;}T" shodns.
se @ = {0, 4;, B'}T takov4, ze primét &m z C' do (m — 1)-roviny &asteéné
konfigurace ¥ je pravé £. Soustavu &m roziitime na soustavu & = {0, 4,, B,7}
shodnou s danou soustavou &n-. Promitneme-li & z bodu € do libovolné nad-~

roviny g, kterd obsahuje konfiguraci f a neobsahuje bod C, ziskdme hledanou
axonometrickou soustavu &S»’.
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Poulka 3. Necht je ddna Edsteénd konfigurace £ — {0, A3, A3, A3} s nevlast-
nimi body A3, A,, A, ddle normalisovand soustava Sn — {0, 4;, B;}7 a necht je
X A10'A; &= X A14;4;. Pak emstuye axonometrickd soustava &' = {0', A;
B;}1 s mevlastnimi body Ay, A,, ..., A,, kterd je primétem soustavy @5" =

= {0, 4, B,;}] shodné se Sn-.

Dtkaz. a) n = 3. Je-li < 4;4,4, +=
%< A;0'4; a pohybuji-li se prvni dva
vrcholy simplexu {Bj, B, B;} podob-
ného simplexu {4;, 43, A;} v roving
K0', Ay, 43, 43> po primkéch xy, 25, po-
hybuje se tfeti vrchol po elipse e se
sttedem O. Priseliky elipsy e s p¥imkou
@, stanovi dvé polohy trojtihelnika B;B;B;
podobného s A;4,4;, majictho vrchol Bj
na ;. Odtud plyne podle véty 1 dikaz.

b) Podle a) sestrojime axonometric- ‘ Obr. 1.
kou soustavu & = {0, 4;, B;}}, stfed
promitdni C' a normalisovanou soustavu &% = {0, 4,, B,};, ktera se z C' pro-
mitéd do &%. Soustavu &° roziffime na normalisovanou soustavu &» shodnou
se &, Pak promitneme &" z bodu C do libovolné nadroviny e, kterd obsahuje
tasteénou konfiguraci £ a neobsahuje bod C. Prim&tem soustavy &” z C je:
hledand axonometrickd soustava & = {0’, 4, Bj}7.

Véta 2. Necht je ddna d-konfigurace & = {0’, A;, B;}1 v s nevlastnims body
Bi, By, oy Biy Ago1y Afy ooy Ary 1 < k < 1 a normalisovand soustava Sm =.
= {0’, 4;, B;}1. Potom je konfigurace & pramétem souFadnicové soustavy &" =
= {0, 4,, B;}] shodné se & prdvé tehdy, kdyZ simplexy {Bi, B, ..., By, Ay, 1,
Aypas ..., A3} o {By, By, ..., By} jsou podobné a kdyZ ddle plati 0'4;: O'A; =
=0A4;:04;=... =0 A4,:04; = m, kde m je modul podobnosti obou sim-
plext.

Dtkaz. (Obr. 1.) Podminky jsou nutné. Necht je & primét normalisované
soustavy &" shodné se S z bodu C. Pak z véty 1 plyne, Ze simplexy {B;,
By, ..., By, A1y Aivsy - A3}, {B1, By, ..., By} jsou podobné. Je-li m modul
]e]mh podobnosti, plati déle CO :CO" = m. Protoze nevlastmm bodum
B,, B,, ..., B, odpovidaji nevlastni body Bj, By, ..., By plati z, | @y, g || Tay +on
% || 21 & tedy OA4,:0A4;=04,:04;,=...= OAk 0'4;, = 00:00" = m,

Podminky stad&i. Necht simplexy {Bi, B, ..., Bi, Ais1 Arsa o 4.} a.
{B1,Bs, ..., B,} jsou podobné. Pak k eumplexu {0, Bl, By, ...,Bu, A1, A ros

.., 4;} stanovime simplex podobny {C, B, By, ..., By}. Budlz m modul po-
dobnosti obou simplexii. Bod C zvolme za stied promiténi. Na piimce CO’ najde-
me dvojznadng bod O z podminky CO : CO" = m. Bodem O vedeme piimky

277



%, = OBy, 2, = OBy, ..., % = OB, % | OBi,1, Trsg || CBlyas o> @ || OBy
Pak je x, || 21, %, || %y -.v» 2 || Zp- Budiz déle 4, =z, 0y, i =k + 1, k + 2,
..., n, kde y je bodem C vedend nadrovina rovnobéiné s =, B; budiZz nevlastni
bod piimky z;, 1 = 1, 2, ..., n. Zvolme na piimce z; bod 4, tak, aby OA4,;:
TO'A; =m,i=1,2, ..., k Pak pi{mka 4,4; prochdzi bodem C,i = 1, 2, ..., k,
-a takto urdens normalisovand soustava {0, 4,, B,;}7 se z bodu C promitéd pravé
-do konfigurace 8”.

Poudka 4. Necht je ddna Edsteénd konfigurace ¥ = {O’, A3, By, Ay, B} v =@
s nevlastnimi body A3, By a ddle normalisovand soustava &3 = {0, 4;, B;}i. Pak
-existuje axomometrickd soustava & = {0’, A;, B;}: s nevlastnim bodem A;, kterd
je pramétem soustavy & = {0, A, B;}} shodné se S,

Dikaz. Necht plati pfedpoklady poulky. Pak uréime v x simplex &8’ =
= {Bj, B;, B;} podobny simplexu {4;, B;, 4;} tak, aby modul jejich podob-
nosti byl m = 0°4;: 0'4,. Pak je piimka O’'B; tietim ramenem a nevlastni
bod A; p¥imky O’B; bodem axonometrické soustavy {0, 4i, B;}i, kterd je
primétem soustavy shodné se &3-.

Poulka 5. Necht je dina konfigurace ¥ = {0, A, By, A,, B;} v 7 s nevlast-
némi body a) Aj, A;, b) Ay, By a normalisovand soustava &% = {O°, 4;, Bi}i.
Pak existuje avonometrickd soustava S = {0', A;, B;}: s nevlastnim bodem B,
kterd je priamétem soustavy shodné se S3-.

Dikaz. Necht plati pfedpoklady poudky. Pak uréime v roving = simplex
B’ = {B}, By, By} podobny simplexu a) {4;, 4;, B;}, b) {Bj, B;, 4;}. Pak
piimka O’Bj je tfetim ramenem axonometrické soustavy {0’, 4;, B:}}, jejiz
bod A; uréime z podminky a) O°A;: 0’4, = A4, : B.B,, b) 0'4;:0'4; =
= O'A4; : 0’ A4}, a ktera je primétem soustavy shodné se &S3-.

Poutka 6. Necht je ddna konfiguracet = {0’, A3, By, A;, By} v 7 s nevlastnimi
body A;, A, a normalisovand soufadnicovd soustava &% = {0, 4;, B;};. Pak
v prostoru m existuje axomometrickd soustava &% = {0’, A;, B;}i s nevlastnimi
body a) Aj, By, b) By, By, kierd je primétem soustavy shodné se soustavou S*.

Dikaz. Necht plati pfedpoklady poutky. Pak uréime v z simplex B’ =
= {Bi, B;, B;, B} podobny simplexu a) {4}, 4;, 4;, 4;}, b) {4;, 4;, B;, Bi}
tak, aby modul podobnosti téchto simplext byl m = 4;4;: ByB;. Pt kazdé
poloze bodd Bj, B, vzniklé otdtenim simplexu B’ v x kolem B;B; mohou byt
piimky O'B;, 0’ B, vzaty za ramena x;, 2, axonometrické soustavy {0’, 47, Bi}i
v niz jsou body 4;, A; uréeny takto:

a) A; je nevlastni bod pHmky z;, 0°4, : 0'4; = m,
b) OA;: 04, =0A4;:0'4;, = m.

Tato axonometrickd soustava je prim&tem soustavy shodné se S,
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Poulka 7. Necht je ddna konfigurace ¥ = {O’, Ay, By, Ay, By} v s nevlastnimi
body Aj, By a normalisovand soustava &* = {O°, 4;, B;};. Pak existuje v pro-
storu m axonometrickd soustava &Y = {0, A;, B;}1 s nevlastnimi body a) A;, Ay,
b) By, Ay, ¢) B;, By, kterd je privmétem soustavy shodné se &4,

Dikaz. Necht plati ptredpoklady poulky. Pak v & urdime simplex B’ =
= {B}, B;, B;, B;} podobny simplexu a) {43, B;, 4;, 4;}, b) {41, B;, B;, A},
¢) {4;, B;, B;, B,} tak, aby modul podobnosti obou simplext byl m = 0'4, :
: O’ 4;. Podle poudky 6 zvolime ramena z,, x; axonometrické soustavy {0, 4;,
B;}:, v niz jsme body 4;, 4, uréili takto:

a) A,, 4; jsou nevlastni body piimek z;, z;,

b) O'4;: 0’4, = m, A, je nevlastni bod p¥mky zj,

o) O'd,: 04l =0 A,: 0’4, = m.

Tato axonometrickd soustava je praimétem soustavy shodné se &*-.

Poutka 8. Necht je ddna Edsteénd konfigurace £ = {0’, A3, By, Ay, A3} v ro-
viné m s nevlastnimi body By, A;, Ay a normalisovand soustava &3 = {0, A;,
B;}3. Pak existuje axonometrickd soustava &' = {0, A;, B;}3, kterd je pramétem
soustavy shodné se S*.

Dikaz. Necht plati predpoklady poutky. V = sestrojime simplex {Bj, B,
B} podobny simplexu {B;, 4;, 4;} tak, aby modul jejich podobnosti byl m =
= 0'A;: 0’4y a aby jeho body Bj, B leely na ptimkich 0’4, 0’4;. Je-li B
uréen z podminek<t B;O'B = < Bid;A4;, A;4;:0'B = 0'A;: 0’4y = m, pak
piimka vedens bodem B rovnob&iné s 0’4, protne O'4A; v B;; tim je uréena
poloha simplexu {Bj, By, By} a tim i axonometrickd soustava & = {0’, 4;,
B;}}, ktera je primé&tem soustavy shodné se &3.

Normalisovanou soustavu s navzdjem kolmymi rameny nazveme orthogo-
ndlni soustavou.

Véta 3. Azonometrickd soustava & = {0’, A;, Bi}; v n s nevlasinimi body
Ay, A, ..., A, je priométem orthogondlni soustavy & = {0, 4,, B;}T tehdy, kdyZ
orthogondlni pramét C° sttedu promitdni C do m je orthocentrem simplezw {Bj,
By; -5 B}

Dikaz. Necht primétem orthogonilni soustavy & z bodu C do =z je
axonometrickd soustava &*'. ProtoZe je CB; ||z;, 1 = 1,2, ...,n, je n-hran
{CBy, OB, ..., CB,> pravothly a bod C se promité kolmo do 7 do orthocentra
simplexu {Bj, B;, ..., By}

Plati-li v normalisované soustavé O4; =a, i =1,2,...,n, nazveme ji
TOVNOTAMENNOU SOUSIAVOU.

Vita 4. Azonometrickd soustava S = {0’, A}, B;}] v 7 s nevlastnimi body
Ay, Ay, ..., AL je primétem rovnoramenné soustavy ©" = {0, 4,, B;}] prdvé
tehdy, kdy? orthogondlni pramét C° stfedu promitdni C je stied hypersféry v =,
uréené body Bj, By, ..., By,
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Dikaz. Necht je axonometrickd soustava & primétem rovnoramenné
soustavy &n, pii promiténi z C do z. ProtoZe je O4; = a, z || CB;, CA, |
je téz CB, =m.a, i=1,2,...,n, kde m je modul podobnosti simplext
{4,, A4,,...,4,}, {B1, Bs, .-+ B,',} Je-li tedy C stied hypersféry o poloméru
m . a, pak jeji prinik, s nadrovinou = je hypersféra v z (prochazejici body
B}, B, ..., B), jejiz sted je orthogonalni primét bodu C do z.

Necht je C stied promiténi a &" soufadnicovd soustave, promitajici se z C' do
&»'. Necht je dale orthogona]m primét C° bodu C do = stied hypersfery v,
uréené body Bj, Bj, ..., Bn. Pak plati OB; =k, 1= 1,2, ..., n. ProtoZe je
CA, | z;, COB; | z; jeOA,—k.OC’ 0C=k:m=a,i= 1 2,...,m, tj. sou-
stava & je rovnoramennd.

Véta 5. Axonometrickd soustava & = {0’, A;, B; }1 v nadroviné m s nevlast-
nimi body A3, A, ..., A, je primétem rovnoramenné orthogondini soustavy @ =
= {0, 4;, B,}" z bodu C tehdy, kdy% simplex { By, By, ..., B,} je pravidelny a ortho-
gondlini praomét C° bodw C do m je jeho orthocentrum.

Dikaz plyne z vét 5 a 4.

II. ORTOGONALNT ROVNORAMENNA SOUSTAVA

V tomto odstavei sé budeme zabyvat vyhradné ortogonalni rovnoramennou
soustavou. Nazveme ji krétce o. 7. soustavou. Déle budeme predpokladat, Ze
body Bj, B., ..., B, jsou linedrn& nez4vislé.

V d-konfiguraci & = {0’, A}, B,}] v @ oznaéme P;; = A;A; 0 BiB;, © = j;
2,5 = 1,2, ..., m Jsouli body 43, 4, ..., 4, linedrn& nezavislé, lezi (’g) bodh

P;; v nadp¥imce pn-2 3) (je to osa perspektivity dvou perspektivné poloZenych
simplextt ¥’ = {43, 4,, ... ,,} %’ = {Bj, B, ..., B,}, sttedem perspektivity
je bod O’). Lezi-li body Al, ..., 4, v nadptimce, oznaéme ji t6% p»—2. Budiz
P harmonicky p6l nadpiimky p""z vzhledem k simplexu B’. Pak je jednoznaéné
uréena kvadratické varieta v z s poldrnim simplexem %', jejiZ polarné sdruZend
nadptimka k pélu P je pravé pn—2. Tato varieta je imaginarni.?) Involuce I,
sdruZenych péli na pi{mee B;B; mé péry Bi, B;; Py, Q;; = <P, B3, By, ...
B 13 Birns <55 Biogs Biags -+ Bay 08829 Tyto pary se rozdéluji, mvoluce
I, je elipticka a jeji samodruzné body, tj. hledané priseéiky jsou imagindrni.
Z konstruktivnich davodd budeme proto déle uvaovat varietu, kterd pred-
chozi varietu redlné zastupuje. Jeji antipoldrni simplex je B’ a jeji antipolarng
sdruZens nadpfimka s bodem P je pn-2. Nazveme tuto redlnou varietu p#i-
druZenou k dané konfiguraci 8. (Viz [5], véta 4 [6], véta 8, 4.)
8) Nadptfimka = prostor dimense n — 2.

9) Neprotiné. totiz redlné zédnou ptmku B;’B;” simplexu B’
10) {41, 4,, ..., 4,,> je symbol pro prostor vytvoreny body 4,, 4,, ..., 4,.
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Poutka 9. d-konfigurace & = {O’, A}, B}}" v n je centrdlnim pramétem
" nékteré o. r. soustavy &*{0, 4,, B;}] tehdy a jen tehdy, kdyZ body P, ;, Q,; jsou spo-

lenym pdrem téchto dvou involucs:1t)

1. involuce I}, jejiz samodruéné body jsou B;, B,

2. tnwoluce Ij; sdrufemych antipdle variety v na p¥imece BiB;, i ==7; 1, =
= 1, 2 .oes M

Dtkaz. Necht je d-konfigurace & primétem o. r. soustavy &". Pro bod P,
tj. pro harmonicky pél nadp¥imky p»—2 vzhledem k simplexu %’ plati (B;, B},
Py, Qi) = — 1,12) take body P, @; jsou parem involuce I7;. Pridruzenou
varietou dané konfigurace je podle véty 4 v [5] sféra v, bod P je s nadpiimkou
p"2 antipolarné sdruZen vzhledem ke sféfe v a proto body P,;, @;; nalezi také
involuci Ij;. Involuce I}; je hyperbolickd, nebot ma realné samodruiné body.
Involuce I;] je naproti tomu eliptické. Spoleény par P;;, @;; je tedy redlny.

Necht body P,;, @;; jsou spoleénym parem involuci I7;, I}] na pfimce B;B;,
t==7;4j=12 3. V rovind (B, By, By> le#i tyto body vidy po tfech na
ttytech piimkéch (obr. 2). UvaZujme nejprve jen dva pary Pi,, Qqp; Py, @13
Uréuji &tyrroh o strandch P,,Q,, = BiBj, P13@s = B1B;, p, = P1,Pyy, Dy =
= P1,Q13, ps = P13Q1s, Ps = Q1,Q:5. Bod B; je vrcholem diagonilniho troj-
dhelnika tohoto &tyrrohu, body Bj, B; lez na protilehlé strand. Zbyvajicf

Obr.2.

11) Déle prejimdme symboliku z pfedchozich tGvah.
12) Symbol znamend dvojpomsér.
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vrcholy X = p; 0 ps, ¥ = py n ps diagonalnibo trojihelnika jsou jednak har-
monicky sdruzeny vzhledem k zékladnim bodim Bj, B; (jak plyne z vlastnosti
tplného ¢tyrrohu), jednak antipoldrné sdruzené vzhledem ke kruZnici k, urtené
antipolarnim trojihelnikem B;B,Bj, jak nyni dokdZzeme. Antipoléra y bodu ¥
vzhledem ke k je spojnici antipéli 11, I1I p¥mek p,, pg, tj. boddt I = @3B, 0
A Py B, III = Q,3B; 0 Py,B;. Antipoldra y = II I1I prochézi bodem B;.
Bod II (III) je diagonalnim vrcholem &tyrrohu Py B;Q;,B; (P13B3@y5Bs), jeho
dal§im diagonilnim vrcholem je bod Y a proto antipoldra y oddéluje s pfimkou
B.Y harmonicky p¥mky B;B;, BiB;, tj. prochdzi bodem X. Body X, Y jsou
proto spoleénymi body involuci I3, I;; na piimece B;B;. Kdyby byl tento pér
jiny, neZ difve sestrojeny par P,s, Q,s, mély by obé involuce vice neZ jeden spo-
leény pér, co% neni moZné a proto X = Py, ¥ = @,3. Definujme rekurentné
{py, P> = P2, (P2, P> = P8, ... (P*3, P> = p»-2. Harmonicky pél P nad-
piimky p»—2 vzhledem k simplexu B’ je téZ antipélem této nadp¥imky vzhledem
ke sféte, uréené antipoldrnim simplexem %B’. Dané konfigurace mé p¥idruZzenou
sféru a je tedy v disledku véty 4 v [5] axonometrickou soustavou.

Poutka 10. d-konfigurace & = {0', 4;, Bi}} v 7 je primétem nékteré o. r.
soustavy &n" = {0, A;, B;}] prdvé tehdy, kdyZ body P,;, Q,; jsou samodruZné
body involuce I,; na pfimce BiB;, 1 == }; 1,7 = 1, 2, ..., n. Obecny pdr L3, L* této
1nwvoluce je takto definovdn: s libovolnym bodem L e B;B; je L* antipoldrné sdrufen
vzhledem ke sféie, uréené antipoldrnim simplexem B', a bod L* harmonicky sdruten
vzhledem k zdkladnim bodém B;, B;.

Dikaz. Poutky 9, 10 jsou ekvivalentni. Necht plati poutka 10. Pak je
(Bi, B}, P;;, Q;;) = — 1, nebot P,;, Q,; jsou samodruzné body involuce [;;
a oddéluji harmonicky jeji par B;, B;. Oznadime-li toti B; = L, je L* = B,
L* = B;. Body P,;, @,; jsou tedy té% pérem involuce I7, z poudky 9. Oznadime-li
L = Py, je L* = L* = Q,;. Body P;;, Q;; jsou té% parem involuce I;! z poud-
ky 9.

Necht plati poutka 9. Péry L, L* tvoi{ involuci If], pary L, L* involuci Z7,.
Jejich spoledny pér je Py, =L, Q= L¢= L' (Q;; = L, P;; = L* = L")
Péary Le, L*, tvoii tedy involuci, jejiz samodruzné body jsou P,;, Q,;, tj. invo-
luci 7;;. Poucka 9 a proto i poudka 10 je tim dokézdna.

Poutky 9, 10 se hod{ ke konstrukei axonometrickych soustav, které jsou pri-
méty o.r. soufadnicovych soustav a lze jimi nahradit v&tu 4 v [5], resp. 8,4
v [6], kterd je pro praktické konstrukce nevhodné. Poutiti t&chto poudek k ta-
kovym konstrukeim pro # = 3 je obsazeno v [2] a [3].

Uvahy dalii &isti tohoto odstavee se budou tykat konstrukef axonometric-
kych soustav z dasteénych konfiguraci. Na zaklad® axonometrické konfigurace
Ize pak Yeit'?) metrické dlohy centrdlni axonometrie nepfimo a to tim zphso-

%) Az na podobnost, jak vyplyvéd z toho, ¥e axonometrickou soustavou nenf uréena

0. . soustava jednoznaéné. Vlastni bod O = C lze totiZ volit na p¥mee CO’ libovolnd a tim
ziskdvdme o. r. soustavy navzdjem podobné.
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bem,' ze je pievedeme na tilohy v Mongeovs promiténi, které uZivé tychz sou-
fadnicovych os. Ulohy polohy lze viak ¥e¥it snadno pfimo, coz zde nebudeme
uvadst.

Poutka 11. Necht je dina Edsteénd konfigurace ¥ = {0, 4, B}, B, ..., B;}
vnadroviné w. Pak axonometrickd soustava Sn' — 30, A, Bi} v m, kterd je pri-
métem nékteré o. r. soustavy Sn = {0, 4, B}, emistuje prdvé tehdy, kdys
simplex B’ = {By, By, ..., By} je antipoldrnim simplexem hypersféry v n.

Diikaz. Necht je & primétem o. r. soustavy &”. Pak je podle véty 4 v [5]
simplex B’ antipoldrnim simplexem urdité sféry.

Podminka je dostadujici: Sféru uréenou antipolérnim simplexem %’ oznaéme
k. Podle poutky 9 nebo 10 uréime nadp¥imku p»-2 a dale body 4,, 4, ..., 4,
tak, aby simplexy {43, 4,, ..., 4,} a ¥’ byly perspektivng poloZeny, v perspek-
tivité s osou p"-2? a stiedem O’. Tim je urdena axonometricks soustava & =
= {0/, 43, B;}1, kterd je primétem o. r. soustavy &» = {0, 4,, B;}] uréené
takto:
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Laguerrtv bod C sféry k je stfed promitdni, libovolny vlastni bod pifmky
O’C riizny od C je bodem O soustavy, piimka 2, || OB; jejim ramenem, na néms
je bod A, uréen vztahem 4; = x; 0 C4;,1=1,2,...,n.

Poutka 12. Necht je ddna hypersféra k nadroviny m a Edsteénd konfigurace
£ = {0, 4}, 7}, 24, ..., T} v 7 @ necht ddle a) piimky w1, @, ..., T, jsou rizné,
b) primhy ), vy splyvaji. Pak v  existuje axonometrickd soustava & = {0/,
Aj;, BY: s pfidrufenou sférow k, kterd je priamétem nékteré o. r. soustavy S* =
= {0, 4,, B;}} tehdy a jen tehdy, a) kdyz involuce I definovand v dukazu véty je
hyperbolickd, b) kdy% (n — 3)-rozmérny prostor, antipoldrné sdrudeny s primkou
', vzhledem ke k, le%s v nadpFimee (x;, Ty, ..., Tny-

Dikaz (obr. 3). a) Necht je & primétem o. r. soustavy &= Pak je podle
poudky 11 simplex B’ antipoldrnim simplexem variety k. Prostor (n — 3)-roz-
mérny, X,, antipolarn$ sdruzeny s pi{mkou z; vzhledem ke k je potom obsazen
v nadpiimee (By, By, ..., Bi_1, Bj,1, -+, Bay. Prostor X; je té% obsaZen v anti-
polarnég sdruzené nadpnmce o s bodem O’ vzhledem ke k, 72 = 1, 2, ..., n. Zvol-
me na z; bod L. Budiz ["~2 s nim antipoldrné sdruZend nadpiimka vzhledem
ke k a oznadme déle 2y 0 I"2 = Ly, 23 0 "2 = Ly, ..., %, 0 I"=2 = L,.

Budiz 'L = <{L,, X,> n z;. Body L, 'L takto definované tvo¥i pary involuce I
(par 0, 0 n z; = o, stted ¢ na ptimee (z, n SX;)X,). Kdy% body L, 'L sply-
nou, je ptisludné nadpitmka (L,, X,,> prévé protilehlou nadpiimkou simplexu %',
L ='L =B, L,=B,, ..., L, = B,. Samodruzné body involuce I jsou tedy
reilné a involuce je hyperbolicka.

Necht je naopak involuce I z p¥edchozi tivahy hyperbolické4. BudiZ B; jeji
samodruZny bod, b2 s nim antipoldrné sdruZend nadpiimka vzhledem ke £,
b"—2  x; = B}, i = 1, 2, ..., n. Podle poudky 11 uréime déle body 4;, 4, ...,
A, axonometrické soustavy {0, 4;, B}}}, kters je pmmetem 0. r. soustavy
urdené podle pfedchézejici poutky.

b) Necht je & primétem o. r. soustavy &". Rameno z; je hranou B;B;
antipoldrnfho simplexu sféry &. (n — 3)-rozmérny prostor X, = ¢{Bj, By, ..., B,>
b je protilehlym prostorem simplexu B’ k p¥mce z; a je proto s #; antipo-
larné sdruzen vzhledem ke k. Proto lezi v antipoldrné sdruZené nadpiimce
<%y, Xy, ..., Ty 8 pHmkou x; vzhledem ke k.

Necht (n — 3)-rozmérny prostor antipolérng sdruZeny s piimkou x; = z;
lezi v nadpHmce (zy,z;, ..., 2, Oznatme B; jeho priwsetik s z;, i = 3, 4,
-.-, n. Na piimee z; zvolme libovolné bod B; % 0, bod B, uréeme jako pri-
se¢ik piimky z; s nadp¥{mkou, antipoldrné sdruzenou s bodem Bj; vzhledem
ke k. Tim je uréen simplex B’ axonometrické soustavy S, jejiz body 4.,
A3, ..., A, uréime podle poutky 11 a kterd je primétem o. T. soustavy &=
ur¢ené podle pfedchozi poutky. Poulka je tim dokazéna.

Dale jsou uvedeny dv& poudky platné pro prostor P4.
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Poutka 13. Necht je ddna &dsteénd konfigurace £ = {0, A3, A,, By, By}
v roviné o« C w a rovina f =+ «, B C . Budif ddle a) nejvys jeden z bodé By, B,
nevlastnt, b) body By, By nevlastni, O'A; | O'A4,, O'A; = O'A;. Pak v  existuje
axonometrickd soustava &Y = {0', A;, B;}1 s bodem By v B, kierd je privmétem
nékteré o. r. soustavy &* = {0, 4,, B;}i.

Diikaz (obr. 4). 1. Necht je 0'A; = x; &= 0’4, = «,. V roving B sestrojime
bod B; axonometrické soustavy &% takto:

Je-li P, = A14; 0 B} B;, pak sestrojme bod Q,, z relace (P, Q19, By, Bs) =
= — 1. Body Py, @1, ‘ .
jsou samodruzné body in- >
voluce z poulky 10. K ne- ///g;/
vlastnimu bodu L p¥im- ! — .
ky BB, jsou pfifazeny 0fr—""1
body L@, L* (par involu- < a /;" -7 ,
ce) podle vztaht (L, L™, 1172 [ 5;
B, B;) = —1, (L* Ls, %
Py, @13) = — 1. Rovina a 012 4 B A
A c m kolm4 k B;B, pro- *
chézejici bodem L2 necht Obr. 4.
protne rovinu f v piim-
ce 1. Jsou-li body Bj, B; vlastni, zvolme B, ¢ 1 vn& koule o priméru B1B,. Bod
L@ je uvnit¥ sedky B;B; a rovina A je v souhlase s poutkou 11 uvnit¥ pasu,
omezeného rovinami kolmymi k piimce B;B;, jdoucimi body B;, B;.

Je-li bod Bj vlastni a B; nevlastni, pak L* = B; a bod B; zvolme kdekoli na
l=An08, A1 BB, Bjel.

Jsou-li body Bj, B; nevlastni, a jsou splnény piedpoklady poucky, zvolme za
B, libovolny vlastni bod roviny .

Tim jsme ve viech p¥ipadech sestrojili antipoldrni simplex uréité kruznice
v (B,, B, Bs>. Bod B;, vrchol antipoldrnfho simplexu 9’ uréité kulové plochy
k, obsahujici tuto kruznici, uréime takto:

Necht jsou body Bj, B;, B; vlastni. Bod B volime pak na kolmici k jejich
roving orthocentrem V trojihelnika B;.B;B; vné kulové plochy se stfedem V
opsané nad hlavni kruznici, kteréd je urdena body B}, B;, B;.

Necht body By, Bj, jsou vlastni, bod B; nevlastni. Bod B, zvolime pak uvnit¥
pasu, ktery je omezen kolmicemi v bodech Bj, B; na rovinu <Bl, B;, B;> a sou-
&asn® vné krunice v této kolmé roving nad primsrem BB,

Necht bod B; je vlastni, body B;, B;, nevlastni. Bod B; + 31 zvolime pak na
kolmici bodem B; k roviné {Bj, B, Bs>.

Tim je ve viech p¥ipadech uréen simplex B’ hledané axonometrické soustavy
&*, jejiz body Aj;, A; uréime podle poudky 11 a kterd je primétem o. r. sousta-
vy, uréené podle pouéky 11.
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2. Necht z; = ;. Konstrukeci bodu B; axonometrické soustavy & prove-
deme takto: Jeji bodové trojice 414345, B;B,B; jsou perspektivni. Stied per-
spektivity je O', osa perspektivity je p;. Pro bod P, = p; n z; plati proto
podminka (0", Py,, A3, By) = (O’, Py, A, B;)™) a uréime-li jeté bod @, z pod-
minky (Pi,, @y, By, B;) = — 1, 1ze potom postupovat stejnd, jako v ditkaze
dasti 1. Tim je poudka dokézana.

Poulka 14. Neckt je v nadroviné n ddna kulovd plocha k a Edsteénd konfigurace

= {0', Ay, By, 3}. Necht ddle body O', By nejsow antipoldrné sdrufené vzhledem
ke k. Pak existuje axonometrickd soustava &Y = {0', A;, B}}3, kterd je primétem
uréité o. r. soustavy &t = {0, 4,, B,}i s pridrufenou kulovou plochou k.

Dikaz. Antipolérni simplex ¥’ = {Bj, B, B;, By} kulové plochy k axono-
metrické soustavy &+ mé vrchol B, na z, v priseéiku roviny S antipoldrng
sdruZené s bodem B; vzhledem ke k. Body B, B; v 8 le#i na antipolate pHmky
BB, vzhledem ke k a zvolme je na ni tak aby byly antipoldrné sdruZené vzhle-
dem ke £, jinak libovoln&. Tim je uren simplex B’ a body A4j, 4;, 4, hledané
axonometrické soustavy &% i o. r. soustavu &4, kterd se do &% promita uz
uréime podle poucéky 11.

TII. DEGENEROVANA CENTRALNI AXONOMETRIE

V tomto odstavei se budeme zabyvat primétem souiadnicové soustavy
(z definice 1) p¥i promitani z bodu O, ktery lezi na rameni soustavy, do pra-
métny 7.

Definice 5. Degenerovand konfigurace je uspotadand skupina n — 1 bodovych
trojic O’ & A; = B; & O’, p¥idemz body 0’, 4;, B; lezi na piimce z;, rameni
konfigurace, 2 = 2, 3, ..., n, ramena ,, Z;, ..., Z, vytvateji vlastni nadrovinu 7
a dale je O’ = z; = A; = B;.

Definiee 6. Degenerovand axonometrickd soustava je praimét soutadnicové sou-
stavy z bodu C == O, ktery lezi na rameni «,, do nadroviny =. Ka#dd degenero-
vand axonometrickd soustava je degenerovamou konfiguracs.t®)

Nés bude dile zajimat dloha obricend: kdy lze degenerovanou konfiguraci
pokladdat za primét soutadnicové soustavy.

Véta 6. Necht je dina degenerovand konfigurace 83 = {O’, A, B;}7 v nad-
roviné m a souradnicovd soustava &" = {0, 4,, B;}7. Pak lze uréit projektivni
transformact mezi n a libovolnou vlastnt nadrovinow 1 tak, Ze konfigurace ‘g,
kierd v této transformaci odpovidd konfiguraci 8, je pramétem soustavy & z bodu.
Cex,;,, C =0, Cnone A

14) Konstrukei bodu P,, viz nap¥. v Deskriptivni geometrii I, F. KADERAVEEK, J. Kriuva,
J. KouNOVSKY, str. 27.

15) Jestlize ovSem definujeme, Ze i primét bodu X = C p¥mky «, je 0’.
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Dtkaz (obr. 5). Budiz <0, 4, ..., 4,> ==, <0, 4,, ..., 4,> = «. Existuje
pravé jedna projektivita p mezi nadrovinami m, & pro niz plati p A; = 4,,
pB; = B, (1 = 2, 8, ..., n). Soutadnicovi soustava & se promit4 z libovolného
bodu C € z;, C == O do libovolné vlastni nadroviny A non » C' v degenerovanou
konfiguraci 'R7. Mezi nadrovinami , 1 je promitdnim z centra C zprosttedko-
vana projektivita 'p tak, ze ‘ppf; = '§3.16)

Obr. 5.

Véta 7. Necht {O', A}, B;}; je axonometrickd soustava s nevlastnimi body
By, By, ooy Byy Apy1y Asergy oony Ay jefiZ ramena vytvdiejs vlastni nadrovinu n
a kterd je priamétem normalisované soustavy {0, 4;, B}, z bodu C. Pak je primétem
normalisované soustavy & = {0, A,, B;}} z bodu C do m degenerovand konfigu~
race 8 = {0’, A3, B;}} pravé tehdy, kdy% C ez, C = 0.

Dikaz. Je-li primétem & degenerovand konfigurace &7 musi byt Cez;.
Naopak, je-li Cez, je &' podle pouky 8 degenerovanou konfiguraci.

Véta 8. Normalisovand soustava & = {0, 4, B;}], kterd se promitd do dege-
nerované axonometrické soustavy & = {0, A;, B;}; v m s nevlastnimi body A,
A, ..., A, je orthogondint tehdy, kdy? stred promitdni C == O le¥ na rameni x,
a kdyZ orthogondlni pramét C° bodu C do 7 je orthocentrum simplexu {By, By, ...,
B,}.

Véta 9. Normalisovand soustava & = {0, A;, B,}], kterd se promitd do dege-
nerované axonometrické soustavy &y = {0’, A, Bi}1 v m s nevlastnimi body
Ay, A, ..., A, je rovnoramennd prdvé tehdy, kdyf Cex,, C = O a kdyZ ortho-
gondlni pramét O° bodu C do w je stied hypersféry wréené body By, By, ..., By.

Dukaz obou vét vyplyva z vét 4, 5a 9.

Dalsi tvahy se budou tykat primétu orthogonalni rovnoramenné soustavy,
kterou opét kratce nazveme o. r. soustavou.

Predpoklidejme, %e body By, B, ..., By, jsou linedrnd nezdvislé a oznatime
opét P,; = BiB';n AiA;, i & ;4,7 = 2, 3, ...,n (obr. 6). Body P,; vytvaieji

16) Analogicky dikaz pro nedegenerované konfigurace viz [5] véta 6.
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podprostor P7—3. Bod Q;; uréime opét vidy ze vztahu (Q;;, Py, B;, B)) = —1.

Budi# dile: H harmonicky pél podprostoru P»—2 vzhledem k simplexu
{B;, Bs, ..., Bn}, k hypersféra (existuje-li) v nadroviné (B;, By, ..., B,>, urtens
antipolérnim simplexem %', tzv. ptidruzend sféra ke konfiguraci £, P v pod-
prostoru {Bj, Bs, ..., B,> antipoldrng pfidruzeny bod k podprostoru P#—2 vzhle-
dem ke k.

Obr. 6.

Véta 10. Degenerovand konfigurace 83 = {0', A;, Bi}; v @ je pramétem né-
Iteré o. r. soustavy S = {0, 4;, B;}1, prdvé tehdy, kdyf simplex B = {Bi,
B, ..., B,} je antipoldrnim simplexem sféry k a kdyZ ddle plati P = H. Stiedem
promitini je pak Laguerriw bod sféry k a leZi na x,.

Dikaz. Budiz & prumét soustavy &” z vlastniho bodu C € ;, C == O do z.
Pak je &' degenerovand konfigurace. Simplex B’ je antipoldrnim simplexem
sféry %, nebot jde o zdkladni kvadratickou varietu polarity, kterd vznikne jako
* prinik pravothlé polarity P v P» s pary <(C, B;>, <C, By, By, ..., Bi_1, Bi, 1, - -+
B,> s nadrovinou =, tedy sféra k. Bod H je spoleény bod (n — 3)-rozmérnych
podprostortt (Bj, ..., Bi_y, Bi 1, -+« By_1, Bj 1, ---, Bn, @i>, nebot pro body
P, Q;; plati (Py;, Qs Bi, B)) = — 1,4 %7j; 4, =2,8,...,n Body Py, Qi
jsou ale ziroven antipoldrné sdruZené vzhledem ke k, nebot CP;; | CQ;;
(CPy; || 445, 0Q; || 0Qy;, kde @y je stied tisetky 4,4, a tedy 4,4; | 0Q.;),
tj. antipoldrng sdruZeny bod P s n — 3 rozmérnym podprostorem P*-3 v (B,,
B;, ..., B,> vzhledem ke k je té%Z harmonickym pélem pod prostoru P»—3
k simplexu {B,, By, ..., B,}-

Necht je B’ antipolérnim simplexem sféry k a necht P = H. DokaZeme, Ze
existuje o. r. soustava & = {0, 4,, B,}], jejimZ primétem je dand konfigurace
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5 = {0, 4}, B;}}. Zvolme za stfed promitini C Laguerrv bod sféry k.
Promitnutim polarity P’ v nadroviné =, uréené zakladni varietou k z bodu C
vznikne orthogonélni polarita P. Zvolme na CO’ vlastni bod O == C. Pfim
x, = OBy, 2, || OBy, ..., , || CB; jsou navzdjem kolmé, nebot pary B;, (Bj, ...,
B 1,Bi.y,...By), i=2,...,n jsou sdruZené v P’. Budiz 4, =z, n CA;},
P, =B.B, n A A;. Pak je C’P,, |44, | <z;, z;>. Budiz déle Q,; pruseélk
nadpiimky <O, H, BZ, eeoxBi_1, Biy1s--e» Bi_1, Bj 1, .., By s ptimkou B;B;,
tj. necht plati (P;;, Q,;, Bi, B;) = — 1. P¥imka 0Q;; || 0Q,, protne A4, v @,;.
ProtoZe se P;; promitne do nevlastntho bodu pi{mky 4,4 ,, je @,; stfedem tse&-
ky A,A;. P¥imka 0'Q,; = B;Q;, je poldrng sdruZens s bodem P;; vroviné z;z;
vzhledem ke kruZnici k n zjz;, takZe je CP;; | COQ; v prostoru <C, By, B;,
B>, tj. A;4; | 0Q;; a tedy v pravothlém trojihelniku OA4;4 ; protind vyska
0Q;; preponu A;A4; ve sttedu prepony, z ¢eho? plyne 04, = OA,. Tim je do-
kézéno, ze délky OA,, ..., OA, jsou stejné. Budiz j jejich spolednd délka. Zvol-
me na z, bod 4, tak, aby 04, = 4; bod B, budiZ nevlastni bod p¥imky z;,. Tim
je urena soustava &", kterd se z C promité do & a véta je dokdzana.
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Peswowme
LEHTPAJIbHAAI AKCOHOMETPUA B =»-MEPHOM ITPOCTPAHCTBE

JIADUCJIAB IOPC (Ladislav Drs), IIpara

Copepsranmem 5T0# paGOTHI ABIAETCH M3yYeHNE CBOMCTB NEHTPANLHOM IPOEK-
UK CECTeMH KOOpamHaT (06Iiel M OPTOrOHANBHON) U3 TOYKE B COOCTBEHHYIO
THOEePIIOCKOCTD, T. €. H3yUeHNe CBOHCTB PAa3HEIX aKCOHOMETPHYECKAX CHCTEM.
Hpowme Toro, B pabore IpuBOJATCA KOHCTPYKIUE aKCOHOMETPHYECKHX CHCTEM
Ipu Pa3inYHOM 3aflaHAN HEKOTOPHIX M3 MX 3JeMEeHTOB.

Zusammenfassung

DIE ZENTRALE AXONOMETRIE IM #-DIMENSIONALEN
RAUME

Lapistav Drs, Praha

In dieser Arbeit studiert man Eigenschaften der Projektion von Axenkreuzen
(allgemeinen und orthogonalen) aus einem eigenen Zentrum in eine eigene
Hyperebene (kurz, Eigenschaften verschiedener Axonometrien). Weiter enthélt
die Arbeit Konstruktionen von Axonometrien, wenn verschiedene Elemente
von ihnen gegeben sind.
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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

POZNAMKA O MINIMALNICH PLOCHACH
S KRUZNICEMI NORMALNI KRIVOSTI KONSTANTNIHO
POLOMERU

KarerL Svosopa, Brno
(Doslo dne 23. dervna 1959)

V této préci jsou odvozeny nutné a postadujici podminky k tomu,

aby plocha (2m + 1)-rozmérného projektivnfho prostoru mohla byti

' povaZovéna za minimélnt plochu (2m + 1)-rozmérného prostoru

s konstantni kiivosti, jejiZz indikatrice normélni kiivosti a¥ do ¥ddu
m — 1 jsouw kruznicemi konstantnich poloméri.

1. V prvni &isti obsdhlého pojedndni [2], vEnovaného teorii normdalni kii-
vosti plochy v n-rozmérném prostoru S, (n = 4) s konstantni k¥ivosti ¢, stu-
doval prof. O. BorOVEA existenéni otdzky a zédkladni vlastnosti ploch, jejichZ
indikatrice normélni k¥ivosti ¥ddu 1, 2, ..., m — 1 (2 < m =< [$n]) jsou v kaz-
dém bodé M plochy kruZnicemi se st¥edy v tomto bodé. Tyto plochy jsou p¥i
vhodné volbé reperu pfifazeného k plose definovany soustavou diferenciédlnich
rovnic

(1) dM = W, + W€y + il + wWrey ,
de; = —co, M + w8, + w€y + ... + e, (E=1,2,...,70),

pro jejiz koeficienty w plati kromé rovnic w;; + w;; = 0 (¢, =1, 2, )
vztahy

(2) W=, =...=w, =0,
Oop—y,9041 T o on1 = Br(wg — 1w,) ,
Wop—1,2%+1 1Wgx, gk+1 = B0, + iw,) ,
Do 0k+2 T Dok okt = 1Ry(w; — 10,) ,
WDor—1,2%+2 iwzk,2k+2 = — iBy(w; + 10,) ,.
Wop—1,2k+3 — Wak—1,2k+4 — -+ = Dogp—1,n = 0,
WDog,2k+3 — War,ok+4 = -+ = Wopn = 0

('i=+l/__1;k=132"°'7m—1; ’Rk>0)’

z nich? je t¥eba vypustiti rovnice vzniklé z rovnic napsanych v poslednich dvou
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Yadecich pro k£ = m — 1, jestlize 2m = n. Podminky integrability soustavy (2)
jsou vyjadieny relacemi

. dR -
(3) [(wl — twg) (—‘k—k + 1. 01 + Ogp—1,00 — w2k+1,2k+2)] =0,

. dR .
[(0)1 + 1w,) (“R;k‘ — . Wy + Oop—y,0x — w2k+1,2k+2)] =0,

[(0y — 205)(Wam—1,5 + 10om ;)] = 0,
(e, + iwz)(wzm—m' = iwzm,i)] =0
k=12,...m—1;7=2m+1,2m + 2, ..., n),

z nichZ je tfeba vynechati rovnice napsané v poslednich dvou ¥adecich, jestlize
2m = n.

V z4véru vyse zmin&né prvni &isti pojedndni [2] jest obsazeno nékolik po-
znidmek o uvedenych plochich v piipadg, Ze jejich kruznice normalni k¥ivosti
¥adu 1, 2,...,m — 1 maji v kazdém bod& plochy konstantni poloméry. Pro
2m = n jsou tyto plochy podrobn& studoviny v pojedndni [3], a to jak z hle-
diska metrického, tak i projektivniho; v daliim se proto nebudeme timto pf¥i-
padem bliZe zabyvati. Zjisténi existence uvaZovanych ploch v obecném p¥ipadé
2m < n vede k pfili§ dlouhym a obtiZnym vypoétim a nebylo proto v citované:
praci [2] provedeno. Vyjimku zde tvoii nejjednodussi ptipad 2m + 1 = n,
o némz bylo pro m = 2 podrobné pojednédno v préci [1].

TUkolem tohoto pojednéni jest ukazat, %e charakteristické projektivni vlast-
nosti ploch pétirozmérného prostoru, studovanych ve zminéné préci [1], lze:

e

bez obtiZi rozsi¥it na prostor s konstantni k¥ivosti libovolné liché dimense.

2. V dalSich tvahdch se budeme zabyjvati plochami M prostoru Sy, 8 kon-
stanini krivosti c, jejichZ indikatrice normdlni kfivosti ¥ddu 1, 2, ..., m — 1jsou
v kaZdém bodé M plochy kruinicemsi se stiedy v bodé M a s konstantnimz polo-
méry. '

Podle oznadeni uzitého v pojednéni [2] je R\R,... B, (k=1,2,...,m — 1)
polomér kruznice normélni kiivosti ¥4du k a pfedchézejici pfedpoklad o téchto-
polomérech je tedy totoZny s poZadavkem, aby v8echny funkce R, uvedené:
v (2) byly konstantni. Vzhledem k tomuto p¥edpokladu dostaneme z vnéjsich.
relaci (3) rovnice, které 1ze po jednoduché tpravé psati ve tvaru

(4) Wok+1,2k+2 — (k + 1) Wi (k = ]': 2, ceey M — 1) ’
Ogm—1,2m+1 T ’:wzm,zmu = A(w; — i0,),

WDom—1,2m+1 — ";wzm.2m+1 = B(w; + i0,),

kde A4, B jsou funkce parametrd, na nichZ zavis{ volba reperu piifazeného
k plose.
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Vnéj$im diferencovanim rovnic (4) pak obdrzime po dpravé vztahy

3

1
) By = bk + 1) B — 2 (k — 1)k + 2)

|

AB =m(m + 1) R} — (m — 1)(m + 2)=,
[y — tw,)(d4 +im + 1 Aw;,)] =0,

[(w; + tw,)(dB — ¢ m + 1 Bwyy)] =0,

ol &

které jsou podminkami integrability soustavy diferencidlnich rovnic (2), (4),
jimiZ jsou analyticky definovény uvaZované plochy M. Odtud je patrno, Ze je
tieba — podobné jako v piipadé m = 2 uvaZovaném v praci [1] — rozli§iti dvé
moznosti podle toho, zda obé funkce 4, B jsou rizné od nuly nebo zda pravé
jedna z nich jest identicky rovna nule; vzhledem k soumérnosti p¥islusnych
vztahd budeme v daliim pfedpoklddati A = 0, B == 0. P¥ipad, Ze obé funkce
A, B by byly identicky rovny nule, by vedl k plochdm, které jsou vnofeny do
prostoru dimense mensf ne# 2m - 1.

Bud nejprve 4B == 0 a oznaéme p¥isludnou plochu M v tomto piipadé M.
Z rovnic (5) pak snadno ziskdme rovnici :

4 .
(6) TAj“l"l(m‘f‘l)wm:O,
jejiz vnéjii diferencidl dava relaci
(7) 2R]2_ —c=0.
Podminky integrability soustavy diferencidlnich rovnic uréujicich uvaZované
plochy M, jsou tedy vyjad¥eny prvni rovnici (5) a rovnici (7). Odtud plyne, Ze
minimdlnt plochy My s m — 1 kruZnicemi normdlni kftvostt konstantniho polo-

méru existujt v libovolném (2m -+ 1)-rozmérném prostoru Sym., 8 kladmou kon-
stantni kftvostt a zdvist jen na konstantdch.

Z predchézejicich vztaht plyne bezprostiedné rovnost R} = R} = -29
(k=1,2,...,m — 1), kterou je popsna zévislost mezi jednotlivymi veli¢inami
R,. Odtud pak vychézi pro polom&r kruznice normalni k¥ivosti ¥4du & hodnota
R¥, jejiz souvislost s k¥ivosti ¢ prostoru S,,,+, je z pfedchoziho ziejma.

Bud nyni 4 = 0, B = 0 a oznadme p¥islu§nou plochu Mv tomto piipadé M.
Druhé z rovnic (5) mé za tohoto pfedpokladu tvar

(8) m(m + 1) Bf — (m — 1)(m + 2) 5 =0

[T

a z vné&jich kvadratickych relaci (5) zistdvéd pouze drubéd. Odtud plyne, Ze
mansmdlnt plochy My s m — 1 kruZnicemi normdini kiivosti konstaniniho polo-
méru existujs v libovolném (2m 4 1)-rozmérném prostoru Sgmyy s kladnou kon-
stantnt kfivostt a zdvist na jedné funkct jedné proménné.
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Rovnicf (8) a prvni rovnici (5) jsou v tomto pfipad$ vyjidieny vztahy mezi
veliéinami R, a k¥ivosti ¢ prostoru Sy, ;.

3. V -daldich tvahdch odvodime charakteristické projektivni vlastnosti
uvazovanych ploch M uzitim vysledki a oznadeni uvedenych v pojednani [4].

YV

Zv14&té ptipomeiime, Ze Py,+, je projektivni roziifeni prostoru $ym+1, jehoZ abso-
1
lutni kvadrikou je regularni kvadratickd nadplocha A o rovnici P x? + xf 4

+ % + ... + 22 = 0. Zavedme ddle oznateni £, = ey,—; + t€g, £ = €p—1 —
— ey (k=1,2,...,m), 2, = 0, + 1w, 2_1= 0, — iw,, pomoci néhoz lze .
-soustavu rovnic (1) s koeficienty danymi v (2) nahraditi soustavou

(9) dM = (Q_,B, + i1QF .,
dE, = —c2,M — iw,, B, + R,Q_E,,
dBf_, = —cQ_ M +iw, B, + R, Q,E_,,
dB, = — R, Q.E,_, — iwzk—l,zkEk + BQ_ By,
ar_, = — Rk-IQ—IE—-(k-I) = iwzk—mn-E—k i Rk‘QlE—(k+1) >
dE,, = — R, 2B, ; — 1D gm—1,9mBm + (Pam—1,9m+1 + 10 gm,am+1) Cam+1 >
df_, = — R, QB —(m—1) +’:wzm—1,2mE —m T (@am—1,2m41 —1Wym,zm+1) €am+1s

deymis = — %(wzm—l,Z'M+1 = "'w2m,2m+1) E,. — 3 @om—1,0m+1 +'iw2m,2m+1) E_,
(k=2,38,....,m—1).

'V této soustaveé neni vzhledem k pozdséjsim tvahdm dosazeno podle (4).

4. V&imneme si nejprve ploch M; s m — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti kon-
sstantniho poloméru a dokdZeme nasledujici vétu, kterd popisuje jejich charak-
‘teristické vlastnosti:

Véta 1. Plocha (2m + 1)-rozmérného projektivniho prostoru P,,., maZe byt
definovdna jako minimdlnt plocha M, s m — 1 krunicems normdini kfivosti kon-.
stantniho poloméru, vnofend do (2m + 1)-rozmérného neeukleidovského prostoru
Soms1, tehdy a jen tehdy, kdy? na ni existuje sdrufend sit majict tyto viastnosti:
1° Jest autopoldrni vzhledem k requldrni kvadrice A prostoru Py,,, a periodickd
-8 periodou 2(m + 1); 2° Md oba invarianty stejné a konstanini.

Dikaz. Ve vété 3.3 z pojednani [4] bylo dokézano, Ze existence sdruzené sité
:s vlastnosti 1° na ploSe projektivniho prostoru P,,,.; je nutnou a postaéujici
podminkou k tomu, aby plocha prostoru P,,,, mohla byti povazovina za mini-
‘mélni plochu M; s m — 1 kruZnicemi normélni kfivosti, vnoienou do ne-
eukleidovského prostoru S,,.,. P¥isluini sdruzend sit je tvofena kiivkami,
které jsou v neeukleidovské metrice uréené kvadrikou A minimalnimi ki¥ivkami
‘na uvazované ploSe. Poznamenejme, Ze uvedené vlastnosti plochy prostoru
Pyn.q 1ze analyticky vyjadtiti p¥i vhodné volbé pohyblivého reperu soustavou
-diferencidlnich rovnic (9) s podminkami integrability (3), p¥i em# funkce
A, B v (4) nejsou soutasné rovny nule a kfivky sdruzené sité jsou urbeny dife-
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rencidlni rovnici 2,2_; = 0. K dokondeni ditkazu pfedchdzejici véty stadéi tedy
ukézati, Ze vlastnost 2° je nutnou a postacéujici podminkou k tomu, aby vse-
chny uvazované kruznice normalni kiivosti plochy M, mély v piislu$né ne-
eukleidovské metrice konstantni poloméry.

Ukézeme nejprve, Ze sdruzend sit minimélnich k¥ivek na plose M, prostoru
Sym.1 Mé oba invarianty stejné a konstantni. Na zdkladé rovnic (5) lze pro
jednoduchost poloZiti 4 = 1 a z (6) pak vychézi w,, = 0. Odtud plyne vzhle-
dem k rovnicim struktury prostoru S, 4, Ze 2; a Q_, jsou tplnymi diferencidly,
a muZeme proto poloZiti Q, = du, Q_; = dv. Ze soustavy (9) pak vychézi
M,, = — %cM a odtud pro invarianty uvazované sité plyne » = k = — 4c. Sit
minimalnich k¥ivek na plose M; mé tedy skutetné oba invarianty stejné a kon-
stantni.

Predpoklddejme naopak, Ze sdruZend sit kiivek 2, = 0 a 2_, = 0 na ploSe,
urdéené v projektivnim prostoru P,,,, soustavou diferencidlnich rovnic (9), mé
oba invarianty stejné a konstantni. PoloZime-li 2, = e? du, 2_, = e?dy,
obdrzime snadno z rovnic struktury iw,, = ¢, du — p, dv a ze soustavy (9)
odvodime rovnici M,, = — }ce?* <M, z niZ ziskdme pro uvazované invarianty
hednoty A = k = — }cer*e. Z rovnic struktury uZitych na formu w,, obdrzime
po jednoduchém vypodtu

(10) (P + @)uo = 3(2R1 — o) er*e.

Ponévadz invarianty &, k jsou konstantni, je také p + g konstantni a to na-
stane podle (10) pravé tehdy, kdyz 2R — ¢ = 0. Je tedy R, konstantni a odtud
na zakladé rovnic (3) postupné odvodime, Ze viechny veli¢iny R, vyskytujici se
v soustavé (9) jsou konstantni. Ptedchazejicimi ivahami je provedena zbyva-
jici &ast dikazu véty 1.

Prévé dokézand véta je pfimym roziifenim vysledku odvozeného O. Boriv-
kou v pojednéni [1].

5. Pristoupime nyni k zji§téni charakteristickych projektivnich vlastnosti
ploch M, s m — 1 kruZnicemi normalni ki‘ivosti konstantnfho polomé&ru a doka-
Zeme za tim tdelem tuto vétu:

Véta 2. Plocha (2m + 1)-rozmérného projektivniho prostoru Py, miuZe byt
definovdna jako minimding plocha M, s m — 1 kruZnicemi normdini kfivosts
konstantntho poloméru, vnofend do (2m -~ 1)-rozmérného neeukleidovského pro-
StOTU Sy .y, tehdy a jen tehdy, kdyt na ni existuje sdrufend sit majics tyto vlast-
nosti: 1° Jest autopoldrné vzhledem k reguldrni kvadrice A prostoru Py, .., jeji pront,
druhé, ..., m-té laplaceovské transformace le£i na kvadrice A a jeji posloupnost
laplaceovskych transformact se ukonés v jednom sméru pomtransformactch Goursa-
tovym zpusobem a v druhém sméru po m + 1 transformacich Laplaceovim zph-
sobem; 2° Ktivky, v jejiché sméru se piislusnd posloupnost ukonéi Goursatovym
zpusobem, jsou raciondlni normdlnt kitvky vnofené do linedrnich podprostori
dimense m projektivniho prostoru Py, ;.
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Dikaz. P¥i dikazu této véty vyjdeme z vysledku odvozeného ve vété 3.5
z pojednani [4], kde jest ukdzano, Ze existence sdruzené sité s vlastnosti 1° na
plo¥e projektivniho prostoru P,,,, je nutnou a postadujici podminkou k tomu,
aby plocha prostoru P,, ., mohla byti povaZovdna za minimalni plochu M,
s m — 1 kruZnicemi norméalni k¥ivosti, vno¥enou do neeukleidovského prostoru
Som+1- Uvedené vlastnosti jsou analyticky vyjadieny pii vhodné volbé po-
hyblivého reperu soustavou diferenciélnich rovnic (9) s podminkami integrabi-
lity (3), pfi emZ pravé jedna z funkei 4, B v (4) je rovna nule; v dal$im se opét
. omezime na d¥ive uvazovany p¥ipad 4 = 0, B == 0. Podobné jako v pfredchéa-
zejicim ptipadd jsou kfivky uvedené sdruzené sité dany rovnici 2,Q_; = 0
a v neeukleidovské metrice urdené kvadrikou A jsou minimélnimi k¥ivkami na
uvaZované plofe. K dokondeni ditkazu pfedchazejici véty je tedy tieba dokd-
zati, Ze vlastnost 2° je nutnou a postadujici podminkou k tomu, aby poloméry
viech kruZnic normélni k¥ivosti plochy M, byly v pfisluiné neeukleidovské
metrice konstantni. :

Dokézeme nejprve, ze kiivky 2, = 0, v jejichZ sméru se posloupnost lapla-
ceovskych transformaci sité¢ minimalnich kiivek na plose M, ukonéi Goursato-
vym zpusobem, jsou raciondlni normélni k¥ivky linedrnich podprostort di-
mense m. Vzhledem k predpokladu 4 = 0, B == 0 a vzhledem k posledni rov-
nici (5) 1ze bez Gjmy na obecnosti poloZiti B = 1, takZe forma w,, je linedrné
zavisld na Q,. Podél libovolné kiivky soustavy 2, = 0 na uvaZované plose je
tedy w;, = 0 a z rovnic struktury pak vyplyva, Ze podél této kiivky je 2_;
dplnym diferencidlem. KaZd4 z uvaZovanych kiivek jest urdena soustavou
diferencidlnich rovnic (9), v niZ je t¥eba podle (4) dosaditi 2, = 0, wyp—3 0 = O
(k=1,2,...,m), Opm_ymi1 & 1®omomsz = 0. PoloZime-li jesté 2_, =dv a
oznadéime-li ¢adrkou derivace podle v, dostaneme tim zv1asté soustavu diferen-
cidlnich rovnic
(11) M =3B, E.=RE.,, E,=0 (k=12,...,m—1),

z ni% se bezprostedns zjisti, Ze uvaZzovans k¥ivka je vnotena do linedrniho pod-
prostoru dimense m vnoteného do projektivniho roziteni P,,,,; prostoru S, ;-
Ze soustavy (11) vychéazi dale diferencidlni rovnice M+ = 0, jejim# obec-
nym integrilem je polynom stupné m v proménné » tvaru M = C, + Cyv +
+ ... + C,v™. Odtud je patrno, %e uvaZovani kiivka 2, = 0 na plose M, je
raciondlni normalni k¥ivka stupné m.

Predpoklddejme naopak, Ze kiivky 2, = 0 na plofe, uréené v projektivnim
prostoru P,,,,, soustavou diferencidlnich rovnic (9), jsou raciondlnimi normal-
nimi k¥ivkami vnoFenymi do linedrnich podprostort dimense m prostoru P,,, -
Abychom zjednodusili nasledujici vypoéty, zavedeme bod E, tim, Ze poloZime
M = LE,. Ze soustavy (9) snadno plyne, Ze viechny oskulaéni prostory ¥4ddu
alesponi m libovolné z uvazovanych k¥ivek maji dimensi m a Z%e tedy tyto k¥ivky
jsou vnofeny do-linedrnich podprostorti dimense m prostoru P,,, ;.
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Pohybuje-li se bod E, po uréité kiivece soustavy 2, = 0, je podle (4) a (9)
(12) dE, = — WWgry, o1 B + B2 _ By,
dE,, = — t0sm_yombm (k=1,2,...,m — 1)

a odtud plyne, Ze bod E,, neméni svou polohu a %e prostor [E,H, ... E,] je
pevny. Pritadme ke kazdé ptimce [E,E,,] pohyblivy reper tvoteny pifmkami
[E;E,] j=0,1,...,m — 1) prochdzejicimi pevnym bodem E, a leZicimi
v pevném prostoru [E,F, ... B, ]. Uzijeme-li soustavy diferencidlnich rovnic (9}
s 2, = 0, dostaneme po jednoduchém vypodtu

(13) ! d[EoEm] = == iwzm—1,2m[EoEm] + Q—l[ElEm] s
d[EIc—lEm] === i(wzk-:s,zk—z + wzm-l,zm)[‘Ek—lEm] + By 12, [EE,] ,
d[Em—lEm] = = i(wzm—a,zm—z + wzm—l,zm)[Em—lEm] (k= 2,3, ..., m— 1) .

Ponévadz uvazovand kiivka je raciondlni normaélni k¥ivkou stupné m, je
ptibuznost mezi body #, lezicimi na teéndch kfivky v bodech E, a pfimkami
[E,E,] projektivitou. Abychom nafli analytické podminky pro to, aby p¥i-
buznost mezi body E, a ptimkami [E,E,,] byla projektivitou, pfepiSme pfed-
chézejici dvé soustavy diferencidlnich rovnic tim, %e misto bodu E; (5 = 2,

1
RR,...R;_,
ze soustavy diferencidlnich rovnic (12) ekvivalentni soustavu tvaru

dB; = —iw,H, + Q_,B,,

3, ..., m) zavedeme bod E,. Po jednoduchém vypodétu dostaneme

dE, = (% A= ame dfk_l = iwzk—mk) B+ Q_ B,
1 k-1
dE. = (%% TOPET) dlf,,":l I z’wz,,,_l,m) B, (k=23,...,m—1)
a soustavu diferencialnich rovnic (13) nahradime soustavou
d[EE,] = — ":wzm—1,2m[EoEm] + Q,[E.E.],
d[ElEm] == 7:((‘-)12 + wzm—-l,zm)[ErEm] + -Q—l[EzEm] s

dR dE,_ ’
d[Ey_1E,] = (Tll =+ vonmfr R: : — . Wop_gok-2 T w2m—1,2m) (BrrBm] + .

+ QL[EE,],

dR,’ dR,,_ -
d[&,,_,E,]= (—R‘ll + oo R—_: — . Wom_3,9m—2 T me—l,zm) [En1En]

(=34 ...,m—1).
Z predchézejicich dvou soustav plyne, Ze uvaZovand pi¥ibuznost je projekti-
vitou tehdy a jen tehdy, kdyz
dR
By

(14) + t(w1s + Wor—1,0n — wzk+1.2k+2) =0 (k=1,2,...,m—1).
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Z tvaru téchto rovnic plyne, Ze jejich vnéjsim diferencovanim dostaneme tytéz
vztahy jako vnéjsim diferencovanim soustavy rovnic w, + Wop_yor —
— Wopty,ak+e = 0 (k= 1,2, ..., m — 1), kterd je viak ekvivalentni se soustavou
rovnic napsanych v prvnim fadku (4). Odtud plyne, Ze z rovnic (14) ziskdme
vnéjsim diferencovanim prvni dveé rovnice (5), v nichz 4 = 0, a Ze tedy vSe-
chny veli¢iny B, (k= 1, 2, ..., m — 1) jsou konstantni. Pfedchazejicimi tiva-
hami je dokonéen dikaz véty 2.

Dokézans véta je rozsifenim vysledku odvozeného O. Borivkou v pojed-
nani [1].

6. Postupu dikazu pfedchazejici véty lze pouziti také v pripadé ploch,
které jsou definovany soustavou (9) za predpokladu, Ze obé funkce 4, B v (4)
jsou soudasné rovny nule. Tyto plochy jsou vnofeny do prostoru S,,, dimense
2m a byly v predchézejicich Gvahdch vylouéeny. Pro tyto plochy se piislusna
posloupnost laplaceovskych transformaci sdruzené sité ukonéi v obou smérech
po m transformacich Goursatovym zpusobem a vSechny kiivky tvoiici sdru-
Zenou sit na ploSe jsou racionalnimi normalnimi k¥ivkami vnofenymi do ni-roz-
mérnych prostord.
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Peszwowme

3AMEYAHME O MMHUMAJIBHBIX ITOBEPXHOCTSX
C OKPYHHOCTAMMN HOPMAJIbBHOI KPUBU3HBI
IIOCTOAHHOI'O PAOUYCA :

KAPEJ CBOBO/JA (Karel Svoboda), Bpro

B macroameii pabore maygawoTcs MuHEManbHEe HoBepxHOcTH M ¢ m — 1
OKPYIKHOCTAAMY HODMAJIbHOW KPHMBH3HBI IIOCTOAHHBIX PANMyCOB, LOIPYHKeH-
HEle B (2m + 1l)-MepHOe NHpPOCTPAHCTBO Syp.; IOCTOSHHOW KPUBH3HEL OTH
TIOBEPXHOCTH OIpeflelieHH cucTeModl aupdepeHnuanbHEIX ypasHeHHH (9), KO-
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a¢PunmenTH KOTOPOH BEIMONHAIT cooTHOmeHuA (4). [loBepxHocTs M 0603ma-
gena wepes M, mnm yepes M, cMOTpA IO TOMY, OTAMYHH A o6e ¢yrrmuum 4, B
B (4) OT HyJA MM PaBHA JX HMEHHO OJHA M3 HUX TOJKIECTBEHHO HYIIO.

HeoGxomuMble @ HOCTATOYHBIE YCIOBHA [JIA TOr0, 9roGBl IIOBEPXHOCTH
IOPOEKTHBHOTO IIPOCTPAHCTBA Py, MO OBITH OIpEeIeHA KaK MUHUMANbHAA
DOBEPXHOCTh ¢ M — 1 OKPYIRHOCTAMYI HOPMAJIbHOM KPUBU3HEI HEEBKIHIOBA
TIPOCTPAHCTBA Sy, COLEPIKATCA B TeOpeMaX, HOKa3aHHEIX B pabore [4]. Hua
TOrO, 9YTOOH pajMycH OKPYKHOCTeH HOPMAJbHOW KPHUBH3HEL IOBEPXHOCTH
M GBIE DOCTOAHHBIME, HEOOXOOMMO U NOCTATOYHO, 9YTOOB — B cliydae
noBepxgocty M, — EWHBapWAHTE CONPAKEHHOHW cers, 00pasOBAaHHOH MHHU-
MallbHBIME KPHBBIME, OBIIM OXMHAKOBEL I IIOCTOSTHHEI, MU 9TOOE — B cirydae
noBepxsoctd M, — KpuUBBe, B HaOPaBIeHWH KOTOPHIX IIOCJIENOBATEIHHOCTD
mpeo6pasoBarmi Jlamnmaca compskeHHOR ceTu, 06Pa30BaHHON MIHIMAIbHEIMH
KPHEBBIMHE, OKOHYeHA mo cnocoby I'ypcara, OBIm pammoHaIbHEIME HOPMAIbHEI-
MHE KDPEBBIMA JIWHEHHHIX OPOCTPAHCTB Pa3MepPHOCTH M.

Résumé

REMARQUE SUR LES SURFACES MINIMA A CIRCONFERENCES
DE COURBURE NORMALE DE RAYON CONSTANT

KaRreL SvoBoDA, Brno

Dans ce Mémoire, on étudie les surfaces minima M & m — 1 circonférences de
courbure normale de rayons constants qui se trouvent plongées dans un espace
Symi1 & 2m + 1 dimensions & courbure constante. Ces surfaces sont détermi-
nées par le systéme d’équations différentielles (9) dont les coefficients satisfont
aux relations (4). On désigne la surface M par M, ou bien M, suivant que les
deux fonctions 4, B dans (4) sont différentes de zéro ou bien précisément une
de ces fonctions s’annule identiquement.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface de I'espace pro-
jectif P,,,., puisse étre définie comme une surface minimum & m — 1 circon-
férences de courbure normale d’un espace non-euclidien S,,,., sont fournies par
les théorémes démontrés dans le Mémoire [4]. Pour que les rayons des circon-
férences de courbure normale d’une surface M soient constants, il faut et il suffit
que — dans le cas d’une surface M; — les invariants du réseau conjugué formé
par les courbes minima soient égaux et constants, ou bien que — dans le cas
d’une surface M, — les courbes, dans le sens desquelles la suite des transforma-
tions laplaciennes du réseau conjugué formé par les courbes minima s’arréte de
la maniére de Goursat, soient des courbes rationnelles  normales d’un sous-
espace linéaire & m dimensions.
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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

O CARTANOVE PARAMETRU NA NEPRIMKOVYCH PLOCHACH

Joser Vara, Brno
(Doslo dne 26. ervna 1959)

Bud %:—‘ = B(u, ») diferencidlni rovnice vrstvy ¢ar na ploSe ¥ vzta-
Zené na asymptotiky. Tuto vrstvu nazyvém u-parametrisujici vrstvou
B,, jestlize podél kazdé asymptotiky v=v, tetny k Sardém vrstvy
tvoli pfimkovou plochu, na niZ existuje Riccatiho soustava (R-sousta-
va) éar (tj. soustava ¢ar vytinajici na tvoricich piimkéch projektivni
bodové fady), které obsahuje &dru v =v,, pro niz u je Cartanovym pa-
rametrem ve smyslu M. BARNERA [1]. Analogicky jsou definovény
vrstvy B,. Existuje-lina ¥ nekoneéné mnoho vrstev, které jsou jak B,
tak B,, tvofi dplnd soustava téchto dar hypergeodeticky systém.
Zvl14Stni pozornost je vénovéna plochdm koincidenénim.

Pojem Cartanova parametru nerozvinutelné pfimkové plochy @ projektivni-
ho prostoru §;, pfesnéji Feeno R-soustavy asymptotik plochy @, byl zaveden
E. CARTANEM v préci [4]. M. BARNER zobecnil pojem Cartanova parametru pro
libovolny R-systém plochy @ v praci [1]. B. SEGRE ve svych predni¥kach [6]
pouzil pivodni Cartanovy definice ke studiu éar na n8kterych nep¥imkovych
plochach, zvlasté plochdch koincidenénich.

V této praci se vychézi z vysledkd B. Segreho, jejich? rozireni je umo#néno
citovanym zobecnénim pojmu Cartanova parametru, které podal M. Barner.

a) Primkové nerozvinutelnd plocha @ necht je vytvorena jako soustava p¥i-
mek spojujicich dvojice korespondujicich bodt ¥dicich dar C,, C, opsanych body
y(u), z(w), kde u je proménny parametr v jistém intervalu. Predpokliddejme, %e
existuji a jsou spojité v8echny derivace y’, 2/, y", 2", atd., které jsou v dalsim
uvedeny, a Ze je (¥, 2,¥,2') == 0. Pak

(1) T = y(u) + vz(u)

. je bod vytvoiujici pfi prom&nnych u, » plochu @, k niz necht nale#i soustava
diferencidlnich rovnic

(1a) ¥ = apy + a2z + By’ + B, 2" = g1y + 292 + By’ + Bas?’ s
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kde, jak lze dokazati, volbou faktoru homogenity lze vidy dociliti, aby bylo
(2a) B+ e =10.

K¥ivky v = konst. plochy @ vytvoiuji na @soustavu R (Doppelverhiltnisschar,
Riccatiho soustavu) ar a ve smyslu citované price M. Barnera nutnd a posta-
¢ujici podminka pro to, aby parametr » byl Cartanovym parametrem této
soustavy R, za piedpokladu (2a) je

(2Db) %y + ey = 0 (Barner [1], str. 55 a 52) .

Uvedme, Ze podminkami (2ab) je Cartantv parametr soufadnicové soustavy
R dan az na linedrni transformace tvaru

o xqu* 4o
yiu* + s’

spojime-li je se zménou faktoru homogenity

&g, &g, Y1, Y3 = Konst, ouyy; — pio5 + 0,

— ¥ = )
y* = ("‘1;’;%?%:"_9_3,, 2* — (ﬁ‘%—’%"o‘)_z. (Barner [1], str. 55.)
1% —7%q 1% %

b) Nepiimkové plocha ¥ nechf je vztaZena na asymptotiky a vytvoiena -
bodem z = z(u, v); je integralni plochou soustavy diferencidlnich rovnic

(3) Luw = ﬂxv + P, Zop = YTy + D22 -
Soudasné plati
(3a) (T, Ty Xy Tup) = konst .

Podminky integrability soustavy (3), jak zndmo, jsou:

(48‘) (21711 L /3’0)17 = 2I37u = Vﬁu ’
(4b) (2022 + Yu)u = 2980 + By,
(40) ﬂ(2p22 + 714)1; + 2ﬂv(2p22 + yu) - ﬁvvv =

= y(2py1 + /g'u)u + 29u(2p11 + Igv) — Yuuu -
(Segre [6], str. 90, Lane [5], str. 120.)

Poznamka. Diferencidlni rovnice plochy ¥ vztaZené na asymptotiky maji
obecné tvar
Ty = 0%y + Py + P, Too = P2y + 0%, + Pas® -
Vhodnou normalisaci soutadnic z(u, v) (G- BoL [2], str. 107) 1ze vidy doséhnouti
splnéni relace (3a); jestliZe je splnéna, pak nutné plati x = é = 0.
Definice 1. Transformact T asymptotickyjch parametri, u, v plochy ¥ rozuméjme
transformaci (podle G. Bola ,,Sterntransformation’)

(5) u = f(u*), v=g*¥),
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je-lt spojena s normalisact faktoru homogenity
(52) w* = fotgpt
Snadnym vypodtem vychdzi, Ze po transformaci T plocha ¥ je integralni

plochou soustavy diferencialnich rovnic

Thieur = B¥05s + PIT¥ 5 Thaoe = ¥y + Pat*
kde
6) pr=f%"B, y*=f"9%, pu={"pu+f —F—pF*,
Paa =9 %(pss + & — 82— ),
f=%f—1:, g———%%’:, f’=%, g'=£}f—*, atp. (Bol[3], str. 1) .
Z uvedené soustavy diferencidlnich rovnic pak snadno plyne:

(6a) 2p11 + Bo = /72201t + Bi) + 2/ A—F2 4 ),
2Ds + Yu = §'22p0 + Vi) + 20— g2 + &)
(211 + Bo)o = 72022011 + Bia)os 5
(2D2s + Yudu = [ 792205 + Via)ue »

Bu= —2f'f"gB* + 2B, vu=F"YG*+ g e
Bo=12""1g"B* + fBoc s yo=—2f9"y* + 9 3ys.
*
T., resp. T, necht je onen zvlastni p¥ipad transformace T, kde f(u*) = a—l%;%?,
3
g je libovolna funkce prom&nné v*, resp. g(v*) = B* + By f]e libovolna funkce

yo0* + 73

proménné wu*, pfi GemZ «y, x4, Ba, Bay V1o Vor Va3 = konst 73 — agy; = 0,
Bays — Psye + 0. PHimym vypodétem snadno dostaneme, Ze transformaee T je
transformaci T,, resp. T, tehdy a ]nn tehdy, plati-i f* — f2 = 0, resp.-
g —g=0

¢) Jestlize koeficienty soustavy (3) spliuji kromé podminek (4abc) jesté
podminku (2py; + B,), = 0, pak plochu ozna¢me ¥, podobné, je-li splnéna.
podminka (2p,, + 7,). = 0, pak plochu oznaéme ¥,. Je zfejmé, jestlize plocha

¥ je soudasné plochou ¥, i ¥,, pak je koincidenéni plochou ¥, , a obracenég.
(Bol [3], str. 38—9.)

Geometricky lze plochy ¥, a ¥, charakterisovat tim, Ze v kazdém jejich bod&
kanonické teéna 2. druhu splyva s jeé;fg@éu z asymptotickych teéen plochy.

Z rovnic (6a) snadno vyplyva: N’&f}iloée Y, lze zvoliti asymptotické para-
metry «*, v* (8ili transformaci T) t;ak%’ze plati 2p3 + B = 0; nalezeni t&chto
parametri vyZaduje YeSeni dif. rownice

29[f(u*)]f'* = 2f"f — 3f"%, kde ¢(u)=2py; + B, .
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Podobn& na plofe ¥, lze zvoliti parametry u*, v* tak, Ze plati 2p + yX;
nalezeni téchto parametra piedpoklads Fesiti dif. rovnici

29lg(v*)]1 9" = 29"¢g" — 3¢"*, kde @(v) = 2Pss + yu -
Dilezitost volby téchto parametr bude objasnéna v odstavei d.

Jestlize asymptotické parametry u, » na plose ¥, jsou jiz tak voleny, Ze plati
2p1; + B, = 0, pak tato relace je dle (6a) invariantni pouze pfi transformaci T,.
Podobné, plati-li pro plochu ¥, vztaZzenou na asymptotické parametry u, v:
2p,s + . = 0, pak tato relace je invariantni pouze p¥i transformaci T,.

d) Kazdé pfimkové plocha, dotykajici se nepfimkové plochy ¥ podél jeji
asymptotiky v = v, je vytvofena bodem

(7) §=y+7'z,
kde

(73‘) Y= x(u’.'”o) » 1 B = A(u’ ?)0) x(u, 7)0) + }.1(’11/, ”o) xu(u’ ")o) +
+ 12(?"': ?)0) xv(u’ ,UO) ’
pii demz u a r jsou parametry.
Definice 2. Oznadenim R(v,, A, Ay, Ay) rozuméjme soustavu R-Car plochy (7).

rv w7

jejiz cary jsou ddmy rovnici r = konst.

Pozndmka 1. Je zfejmé, e kazds soustava R(vy, 4, 4,, 4,) leZi na ptimkové
plose @(v,, B), kters
1. se dotyka plochy ¥ podél jeji asymptotiky v = v,,
dv  Ay(u,v)

2. jejiz tvokici piimky se dotykaji ¢ar systému v i T.(w,7)

= B(u, v)

v bodech asymptotiky v = v,.
Z této definice je z¥ejmé, Ze piimkovs plocha ®(v,, B) zavisi pouze na po-
méru A(, ¥)
Ay(u, v)

Definice 3. Vrstou éar

= B(u, v) koeficientt 4,, 4,.

_d_"li = la(u: ’0)
du = A (u, v)
vrstvou éar (soustavou B,-Car), spliiuje-li B(u, v) podminku

= B(u, v) nazjvejme u-parametrisujict

®) 28 22 — Be(op,, + £ + BA — 5.

Jestlize plocha ¥ je vztaZena na jiné asymptotické parametry u*, v*, pak
¥
stejnym zpisobem lze na ni definovat vrstvu dar g% = B*(u*, v¥).
Poznamka 2. Jestlize plocha &(v,, B) vytvofend bodem (7) mé spliiovati
podminku (y, 2, ¥’, ') = konst == 0, je nutné, aby bylo 4,, = 0, jak vychdz{
snadnym poétem. V odstavcich d), e) budeme vzdy predpokladat, Ze tato
podminka je splnéna, tj. Ze 4, je funkef pouze parametru v; 1, = Ay(v).
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Yéta 1. Pro soustavy R(v,, A, Ay, A5) platt pro vdechna v, simultanné: u je
Cartanoviym parametrem pro kafdow R(vy, 4, Ay, 4,), jakmile B spliiuje pod-
minku (8).

Dikaz. Derivovidnim rovnie (7a) s pfihlédnutim k (3) vychézi:
(9) y =2,
Yu = %y »

Yuu = ﬁxv + pu,

z =Ax + j’lxu + szv )

2y = x(Au + }*1’}711) + xu(A + Alu) + xv(/llﬂ) + xuvz-z 3

Zuw = P[Auy + P11l + 20001 + 4P + A(BP22 + Pr10)] +
+ %,[24, + LDy + A + AaBY] +
+ 2[4 + 2821 + ABu + A2(Bo + Dui)] +
+ xuv(llﬂ) ®

Jestlize do (1a) poloZime za y, ¥', ¥”, resp. z, 2, 2" vyrazy (9) Pro ¥, Yu, Yuu> TeSP-
2, 2y, Zyy, Obdriime dvé rovnice, které jsou splneny identicky tehdy a jen tehdy,
plati-li soustavy

(9a) P = g1 + 0354 + B1o(4y + AiP1)
0 = oyedy + By + Bra(4 + A1) »
B = oals + fraliB
0 =fiaky,
Ay + prud + 243,011 + HPuu + Aa(BDa2 + Prav) =
= oty + Ggd + Poa(4u + XP1) >
24, + MP11 + Ay + 2By = daedy + Bar + Baa(4 + Au) s
BA + 281, + MPBu + 22(By + Pur) = %aahs + Paakif
MB = Bazls -
Odtud snadno dostaneme:

(10) Pii+ Ba=0,

o + o = 3|20 2 1 B om+a+2a—p.
Dosadime-li % = B (4;, = 0), dostaneme pro «;; + &y, = 0 podminku (8).
Véta 1 byla dokdzéna za piedpokladu 1, . 4, + 0 (¢im% vyludujeme, Ze uvazo-
vany systém &ar g—z = B(u, v) je systémem asymptotik.

Jestlize vSak 1; = 0, pak tvorici piimky plochy @(v,, B) jsou tednami
asymptotik » = konst. plochy ¥ v bodech asymptotiky » = »,. Soustavu
R(v,, 4, 0, 4,) tvoki pak podle (7), (7a) ¢ary vytvoiené body

(11) & = x(u, vo) + r[A(u, vo) 2(u, v5) + As(¥, Vo) Zo(%, vy)] -
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Vé&tu 1 pak nahrazuje
Véta 2. Parametr u ve vyjddient (11) soustavy R(v,, A, 0, ;) je jejim Cartano-
vym parametrem (pfi kaZdé hodnoté v = v, = konst.), plati-li 2p,; + B, = 0.

Dikaz. Z rovnic (9a) vychéazi pro 1, = 0, za p¥edp. 1, == 0,

: Brut Baa =0, oy + 0xas =2py + By
Podminka «,, + «,, = 0 vyjadiuje, Ze plocha ¥ je plochou ¥;.

Véta 3. Nutnd podminka, aby w byl Cartanovym parametrem systému R(vy, 4,
Ay Ay) @ aby tento systém R byl soustavou asympiotik, je, Ze ¥ je plochou ¥y, na niz
jsou parametry voleny tak, Ze plati 2p,; + B, = 0.

Dikaz. Aby systém R(vy, 4, 41, 4,) byl systémem asymptotik (za piedp.
Ay = 0), je nutno a stadi, aby bylo 8;; = B1s = Ba; = B2 = 0, coZ lze dokazat
snadnym vypodtem. Odtud pak dle (9a) snadno dostaneme: -

=0, 24,+ Afy =0, oy + s =2p;; + -
Poznamka 3. Ve viech vétich vpfedu uvedenych se predpoklada 4, == 0,
tj. Ze uvedeny R-systém neleZi na ploSe teden asymptotiky v = v,.

e) Véta 4. Je-lv T transformact parametri w, v podle definice 1 v nové para-
metry w*, v*, pak kafdd u-parametrisujict vrstva éar plochy ¥ se transformuje
v w*-parametrisujici vrstou Sar plochy ¥ tehdy a jen tehdy, jestlize T je transfor-
mact T,.

Dikaz. u-parametrisujici vrstva dar Lo B(u, v) na plose ¥ necht ma

du
%
vV nové soustavé rovnici g_:)ﬁ = B*(u*, v*), kde ziejmé plati
(12) B(u, v) = f'~'g" B*(u*, v*) .

Podle definice 3 je funkce B(u, v) integrdlem dif. rovnice (8). Do této rovnice
dosadme za B(u, v) z rovnice (12) a za S, By, Bvs 2011 + Be Z (6), (6a). Po snadné
Gpravé pak vychézi parcidlni dif. rovnice pro B*(u*,v*):

oB* ,
(8)  2p* —— = B*(2ply + B3) + B*B — p** + 2B¥(f — ).
*
Vrstva dar %:F = B*(u*, v*) je w*-parametrisujici vrstvou dar tehdy a jen

tehdy, plati-li ve (13) f* — f2 = 0, transformace T je tedy transformaci T,,.
Uvazujme kongruenci K pfimek
(14)  &=2a+ r{A(y, v)  + p()[B(n, v)]™* 2,(u, v) + P(v) T.(u, v)} .

Primky této kongruence jsou te¢nami vrstvy &ar g—z = B(u, v), kterd necht je

wu-parametrisujici vrstvou &ar na ploSe ¥. Plochy u = konst., » = konst. kon-
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gruence K nazyvejme parametrickymi v-plochams, resp. u-plochami kongruence:
K. Podle véty 1 éary r =konst. vytvateji na kazdé parametrické u-plose (v = v,)
soustavu R(v,, 4, ¢B~1, @), pro kterou je parametr » Cartanovym parametrem.

Necht T(&) je transformace T parametrd u, v, spojend s normalisaci faktoru

pfi £ podle rovnice
* = falgide.
*

Je-li T,(&) zvlaStnim piipadem transformace T(£) pro f(u*) = ﬂ;i_ﬁcj,.
YU £ Vs
0y, K3, V1, Ya = konst., a;y3 — vi4 *+ 0, g je libovolnd funkce parametru v*,
pak plati

,  dv
Véta 5. Budiz ddna kongruence K tefen u-parametrisujict vrstvy Car =

= B*(u, v) plocky ¥ rovnict (14). P¥i transformaci T,(£) parametri w, v tvofi
Sdry r = konst. na kaZdé primkové u*-plode kongruenci K (tj. na plose podél niZ
dv* = 0) parametricky R-systém, pro néjZ w* je opét Cartanovym parametrem.

Dikaz. Podle definice 1 snadno vychazi

@, = 3 3"g'ta* + [bgbal,
x, = 3f'Yg'3g"z* 4 f'ig'Hal .

Dosazenim do rovnice (14) a po dpravé pak plyne

(18) &% =a* + r{a*A* + By 4 o] +
+ 2[g' "*B*] + Z[g p*],

*
kde B* = foig B, A(u,0) = A¥u*, %), ¢) = g*0%). Chry S =
= B*(u*, v*) tvoti podle véty 4 u*-parametrisujici vrstvu. Vyraz ¢’ ~1p* zdvisi
pouze na parametru v*. Spravnost véty je pak zfejmé podle véty 1 a po-
znamky 2.

f) Kazda piimkovs plocha dotykajici se plochy ¥ podél jeji asymptotiky
% = U, je vytvorena bodem & = y + 7z, kde
(16) _ : -y = x(uﬂﬁ 'U) ’
z = A(ug, v) 2(%g, v) + 21(%o, ¥) Tu(tho, ¥) + A5, ¥) (%o, ¥)
Definice 2a. Oznadenfm R(uy, 4, 1,, 4,) rozuméjme soustavu R-gatr plochy
(16), jejiz tary jsou dany rovnici r = konst. Kazd4 soustava R(u,, 4, A4, 45)

lezi na primkové ploSe @(u,, B), kterd
1. dotyks se plochy ¥ podél jeji asymptotiky u = wu,,
2. jeji tvorici piimky se dotykaji éar systému v = M = B(u, v)

2
du l(u: v)
v bodech asymptotiky u = u,.
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d = : —_
Vistvu dar <o = B(u, v) nazyvejme v-parametrisujici vrstvou plochy ¥,

du
spltiuje-li B(u, v) podminku
0B - -
(17) 2y 55 = — (2P + 1) — By, + B2

Pro plochy @(u,, B), v-parametrisujici vrstvy &ar g—z = B(u, v) a soustavy

R(ug, A, Ay, 4y) 1ze odvoditi véty analogické v&tdm 1 az 5.

g) Definice 4. Vrstvu éar ad% = B(u, v) na ploSe ¥ nazyvejme (u, v)-para-

‘metrisujict vrstvouw Ear, vyhovuje-li B(u, v) podminkdm (8), (17), tj. soustavé
parcidlnich diferencidlnich rovnic

oB
(18) 28 5, = B*(2pu + B.) + BB, — F*,
oB .
2y 25 = — (2P0 + 1) — By, + B*y?.

Podle této definice a predchdzejicich odstavei je zfejmé, Ze (u, v)-para-
metrisujici vrstva ¢ar je souéasné u-parametrisujici i v-parametrisujici vrstvou
dar na plofe ¥.

Soustava (18) je iplné integrabilni, plati-li tyto podminky:

(19a) By(2p11 + Boo — (2011 + Bo)(2P22 + Yu)u =0,
(lgb) /37(21722 =+ yu)u - (2p22 e yu)(2p11 == :81:)1: =0,
(19¢) — (2p11 + Bo)(2P22 + i) + By[I0g (BY)uo + B2y = 0.

Jestlize koeficienty B, y, P11, Pse diferencidlnich rovnic plochy ¥ [(3)] vyho-
vuji mimo rovnic (4) je$té podminkdm (19), pak — a jen tehdy — existuje na
Pplofe nekoneénd mnoho (u,v)-parametrisujicich vrstev dar S—Z = B(u, v).

Podobné Ize definovat na plofe ¥, vztaZzené na asymptotické parametry
. *
u*, ¥, — (u*, v¥)-parametrisujici vrstvu dar g—::—; = B*(u*, v*).
Véta 6. Jestlize na plode ¥ existuje nekoneéné mnoho (u, v)-parametrisujicich

wrstev Car S—Z = B(u, v), pak jejich uplnd soustava tvort systém hypergeodeticky.

Dikaz. Z rovnic (18) snadno vychéazi

d2» @B @B, (dv\’y dv 2[1 y,,]
H——W=E+B_UB_(E) E+(d_u) "2?(22’11'1'/3«;)—5; -

dv\| . 1
+ (E)[z’? ~ 3 (2022 + }’u)] =

b ™
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h) Soutadnice x = z(u, v) koincidenéni plochy ¥, , necht vyhovuji soustavé
diferencidlnich rovnic

(20) Ty =Xy + (Cu +R)2, Zpp=2,+ (cv+ k)2,
¢, b, k = konst. (Segre [6], str. 102). Podle rovnic (3) tedy zfejmé plati:

Véta 7. Na koincidenéni plode ¥, 5 o rovnicich (20) existuje nekoneéné mmnoho

(u, v)-parametrisujicich vrstev Car —g—: = B(u, v) tehdy a jen tehdy, je-li ¢ = 0,
h.k=1%.

Dikaz. Rovnice (4abc) a (19ab) jsou splnény pro viechny hodnoty c, %, &,
rovnice (19¢) pouze pro ¢ = 0, b . k = }. Integraci soustavy (18) snadno dosta-
neme

1og[VﬂB+ll—log[l/'z'h‘B+1]=u+2”_h+o, C = konst .

. Pii transformaci T parametri «, v plochy ¥, , plati podle (6) a (6a)
(21) B =1,y =Fyn,
2(cf + b) = {"-2(2p1s + B3e) + 2"~ +f),
2(cg + k) = ¢'*(2p5: + 7ae) + 20— g + &) -
Véta 8. Na koincidenént plode ¥, ,, vztaZené na asymptotické parametry w*, v*,
pro niZ jsou splnény podminky (21), existuje nekonetné mmnoho (u*, v*)-para—

*

metrisujic‘;ich vrstev ar % = B*(u*, v*), vyhovuji-li funkce f, g relacim

2f2ef +h) — 2(— 2+ F) = mf2, 2g'%cg + k) — 2—g* + &) = mg?
m = konst =0 .

Dukaz. Rovnice (4abc), (19ab), kde misto  je tfeba dosadit »* atp., jsou.
pro funkce f*, y*, pii, Pre Splnény podle (6a), (20), (21). Dosadime-li z rovnice-
(21) do (19c¢), kde opét misto u piSeme u* atp., dostaneme po snadné tpraveé:

(2f%cf + k) — 2=+ )12 =[20%cg + k) — 2(—g*+ &) 9.

Vyraz na levé strané zivisi pouze na proménné u*, pravéd strana pouze na.
proménné v*. Odtud ihned vychézeji hledané relace.

Pracovdino v semindfi diferencidlni geometrie prof. dr. J. KLAPKY.
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Pesome

O ITAPAMETPE KAPTAHA
HA HEJIUMHENYATHIX OBEPXHOCTAX

VOCE® BAJIA (Josef Vala), BprO

dv
du
crBo B,), rme B(u, v) aBnsercs pemenuem fuddepeHInaIbHOrO ypaBEeHUs (8),
Ha HeJMHeHYaTo# mOBepXHOCTH ¥, KOODAMHATH IOBepXHOCTH ¥ ABIAIOTCA
pemerueM nuddepennmanbEEX ypaBHeHmd (3). HacarempHble K ImHEAM ce-
MelicrBa B, B TOUKAaX 4-THHUE (v = ¥,) ONpeeldI0T JHHeHdaTyI0 I0BePXHOCTE
D(vy, B), (7), HA KOTOPOI MOKHO HaWTH cucTeMHl R, KOTOpble COJepRaT IHHTIO

B paGore pacMaTpmBaioTcs CBOMCTBA CEMEHCTB JIMHMIR = B(u, v) (cemei-

A
v = v, (cmrems R(vy, 4, Ay, 4,), rHe f = B), TaK 4TO % SIBJISETCS DapaMeTpoM
1

Haprama (B cMpice 0606merra M. Baprepa) ma mosepxuocta P(v,, B).
HManee paccMarpuBaoTcsa W3MeHeHMs cemeicTa B, u cucreMsl B(vy, 4, A1, 4,)

npu tpaucopmanuu 7', (5), (5a) mapamerpoB % m ». (CmcreMmsl R-nummi BHa

DOBEPXHOCTH HPENCTABIAIT ONHONAPAMETPHIECKYIO CACTeMY JIMHMME, KOTODEHe

mepecexanT ofpasyonime 3TOH DOBEPXHOCTH B IPOEKTEBHOM pafe Todek.) Ilo-

[06HO MOMKHO OlpemesATh cemelictsa B, Ha mosepxHOCTH .

Hamee paccmarpuBaercs cIydail, Korga Ha DOBepXHOCTH ¥ cymecTByeT
GecKOBEYHOE MHOKECTBO cemeiicTs B, Tak, 4ro sté ceMelictBa B, ABIAIOTCA
cemeiictBamu B,. Oco6eHHEO mpPOCTHIM ABIAETCA H3y9eHHe B TOM ciIydae, KOT[a
TOBEPXHOCTh ¥ ABIAETCS KOXHIUIEHTHOM II0BEPXHOCTHIO.
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Zusammenfassung

DER CARTANISCHE PARAMETER AUF DEN FLACHEN,
DIE KEINE REGELFLACHEN SIND

JOSEF VALA, Brno

In dieser Arbeit werden eiﬁge Eigenschaften der Kurvenscha: g—g = B(u, v)
(der u-parametrisierenden Kurvenschar B,) auf der Flache ¥, die keine Regel-
flache ist, studiert. B(u, v) ist eine Losung der partiellen Differentialgleichung
(8). Die Ableitungsgleichungen der Fliche ¥ sind in der Form (3) gegeben. Die
Tangenten der Kurven der B,-Schar in den Punkten der u-Kurve (v = v,) bil-
den eine Regelfliche P(v,, B) (7). Auf dieser kann man R-Systeme, die die
Linie » = v, (Systeme R(vy, 4, 44, 2,), WO %3 = B ist) enthalten, so wihlen,

1
. daB der Parameter » im Sinne der Verallgemeinerung von M. Barner ein Carta-
nischer Parameter auf der Fliche ®(v,, B) ist.

Weiter studiert man die Anderungen der B,-Scharen und der Systeme
R(vy, 4, 1y, ;) bei der Transformation T, (5), (5a), der Parameter «, v. (Unter-
der Bezeichnung R-System versteht man ein solches einparametrisches System
von Linien auf der Regelfliche, die die Erzeugenden dieser Regelfliche in den
projektiven Punktreihen schneiden.) Ahnlich kann man die B,-Scharen auf der
Flache ¥ definieren.

Weiter studiert man den Fall, wo auf der Fliche unendlich viele Scharen B,,,
die gleichzeitig B,-Scharen sind, existieren. Besonders einfach ist der Fall, wenn
die F liche¥ eine Koinzidenzflache ist.
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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

O NEJEDNOZNACNOSTI RESENT SOUSTAVY DIFERENCIALNICH
ROVNIC

Vwapmir DoreZaL, Praha
(Doslo dne 3. Servence 1959)

V tomto ¢ldnku je sestrojen piiklad, ktery ukazuje, Ze z jednoznad-
dx
nosti feSeni rovnice i g(z) nemusi plynout jednoznaénost FeSeni

t
rovnice z(t) = éco + f 9(z(7)) do(z), kde o(z) je spojitd redlnd funkee
to

s koneénou variaci.

Problémy Fefené v tomto &ldnku se vyskytly pfi studiu zobeenénych dife-
rencidlnich rovnic, které zavedl J. KurzweiL v &ldnku [1], zv14sté pak pti
studiu Diracovy funkce v nelineirnich diferencidlnich rovnicich v kap. 5
dlanku [2].

Tam se v pomocné vété 5,1 dokazuje nésledujici: Bud x(7), n = 0 rostouci

1
spojitd funkce, ¥(0) = 0, f }%77—) = 00. Bud o(¢), t € 0, 8) spojité redlna funkce
0

s koneénou variaci. Bud ¢(x) = [91(Zy, Zay <+ s Tin)s «+ -5 I @15 Tay « -, Toy)] SPOjitd
vektorovéa funkce na oteviené mnoziné D c E,, takovi, Ze

(0,1) lg(zs) — 9@¥)Il < x(llwx — 2*[) pro z,,2%*eD.
t
Bud zye D, tye <0, ). Potom rovnice x(f) = x, + fg(x(7)) do(7) mé nejvyse
tﬂ
jedno FeSeni.

Ve vété 5,1 se pak dokazuje nasledujici: Bud f(z, t) = [f1(2y, .- Tms £); ---»
Fm(@1s « vy T, £)] spOjitd vektorova funkce pro ze D, te {(—Ty, T;>. Bud g(z)
funkece, kters splituje pfedpoklady pomocné véty 5,1. Necht ¢,(¢), n=1,2,3,...

1

je spojité redlnd funkcena (— Ty, T), D.(t) = [@.(z) dz. Necht g,(t) spliiuje
-7,
nésledujici podminky:
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: T,
(0,2) limsup [ |gu(7)jdr =L < o,
f—sco =T,

7

(0,3) lim [ |g.(z)]dz=0 pro —T,<t<0, ,
n—soo —T,
Ty
(0,4) lim [ |pu(z)|dr=0 pro 0<t<T,,
n—s>co t
(0,5) 0 lIm@,(¢) =0 pro —T,=¢t<0,
N—>0
(0,6) Iim®,(t) =1 pro 0<t<T,.
n—>w
Bud u(t), te{—1Ty 0> (0<T,<T,) YeSeni rovnice g—f = f(x, t) urdené
jednoznaéné podatedni podminkou. Bud v(f), ¢ e (—g » 5 Teleni rovniceg—:; =
= g(z) jednoznalné uréené politeéni podminkou v(— %) = u(0). Bud w(f),

t e <0, T,) YeSeni rovnice j—:f = f(, t) jednoznadné uréené politetni podminkou

w(0) = o(3).

Necht y, — u(— Ty) pro » — co. Potom YeSeni z,(f), rovnice

(}Ex = f(@, t) + g(@) - Palt) ,

Zu(—Ty) = Y, (ne nutné jednoznalné), je definovdno na intervalu {—7',, To>
(pro dosti velkd n) a plati

(0,7) lim z,() = %) pro —T,=t<O0,
lim z,(() =w() pro 0<t=T,.

V tomto &ldnku ukéZeme, ze podminku (0,1), kterou musi spliiovat funkee
g(x) nelze nahradit slab&i podminkou: necht g(x) je spojitéd vektorovéa funkce na
t

mnozing D c E,, takova, Ze rovnice z(f) = z, + [ g(x(7)) dzr ma pro x,e D,
v tﬂ
toe <0, 8) pravé jedno FeSeni. V kapitole II sestrojime na mnozing <0, 7> X
X <0, 1) funkeci g(z, y) takovou, Ze pro t,e <0, 87> x,¢ <0, ), Yy,€ <0, 1> mé
systém :
t 13
() =z + [dv, ylt) =yo + [9((z), y(v)) dv.

P . .zl s . o .s . . '
pravé jedno ¥eSeni. V kapitole III sestrojime spojitou redlnou funkei s koneénou
variaci o(t), t € €0, 8z) takovou, Ze systému

i i
#(t) = OfdG(T) s Y(t) = 0fg(ﬂv(f), y(7)) do(7)



vyhovuji fefeni dvé. Podobné v kapitole IV sestrojime funkei f(y, ¢) a posloup-
nost funkei ¢,(t), n = 1, 2, ... tak, Ze feSeni systému

dx d

T =00, T =101 +9@9) . 90

nebude mit vlastnost (0,7).

I

Nejprve sestrojime déleni intervalu <0, ¥>, ¥ > 0 (obdobné délenf intervalu
pfi konstrukci Cantorova diskontinua), které budeme v dal§im pottebovat.
Zvolme é&isla @, > 0, b, > 0, a, = b, tak, aby 2a, + 3b, = 1 a sestrojme po-
sloupnosti {a,}, {b,} takto: @, = a, . b7 7%, b, = b}. Pak z¥ejmé& plati ndsledujici
vztahy: ;

(1,1) @b, =a,:b,, 2a,+ 3b,=0b,-,, 2.2 3%, =1,
5 n=1
lim @, -—hmb =0.

Nyni p¥i prvém kroku sestrojime body Y (i = 1, 2, 3, 4) tak, aby platilo
YP=YP -¥P =7 —-¥P=05,.Y, YP_-YP =70 TP =0,.7.
Podle (1,1) je zfejmé, Ze takové déleni 1ze provést. Rozdélili jsme tak interval
<0,Y) na pét dild, z nich% dva jsou délky a, . Y a t¥i délky b, . Y. P¥i druhém
kroku vynechdme oteviené intervaly délky a, . Y a intervaly délky b, . ¥ roz-
délime opét na pét dil, a to ve stejném poméru jako interval <0, Y. Stejnym
zplisobem postupujeme dale. Po n-tém kroku mame sestrojeny body
(1,2) D) ={0,;Y0 ... YOy, . . 78 8. Y.

Piin + 1kroku vynechame oteviené interva,ly délek e, .Y,a,.Y,...,a,.Y
a intervaly délek b, . ¥ budeme dé&lit ve stejném poméru jako interval <0, Y,
tj. sestrojime body Y{"*%, ..., Y{";:? tak, aby platilo: Jestlize ¥, ¥* e D(n),
Y* — Y,‘< = b,Y (tj. koncové body intervalu délky b,Y) pak
(1,3) Y(n+1) Y(n+1) Y(ﬂ+1) Y(n+1) Y* = bn+1 Y s
Yo — YD = y0D Yyt —q,,, . Y.

Podle (1,1) 1ze takové déleni provést. Intervali délky b, .Y je ziejmé 3", je
tedy s = 1, 2, ..., 3" intervala délky a, . ¥ je 2. 371

Snadno se dokaZe ndsledujici tvrzeni:

Véta1,1. Bud A = U U (Y1, YY), B = <0, Yy — A. Pak plati: mnofina

n=11=1
A je oteviend, mnoZina B je uzaviend, md mohutnost kontinua a miru 0.

313



I
Nez ptistoupime ke konstrukei funkce g dokdzeme nésledujici vétu:

Vita 2,1. Necht funkce g, v maji spojitow proni derivaci na intervalu {a, b)
a necht platt p(x) < yp(x) pro x e <a, b). Necht funkce y md spojitou proni deri-
vact na intervalu {p(a), p(a)y a necht y(p(a)) = ¢'(@), x(y(a)) = y'(a). Necht
funkce y* md spojitou proni derivact na intervalu {p(b), p(b)) @ necht x*(p(b)) =
= @'(0), 2*((b)) = v'(b).

Definujme mnoZinu P takto: Bod [z, y] e P, jestlize plati
e=z=b, o) =y=vy@).

Bud 0 < & < 1. Potom na mnoziné P existuje spojitd funkce h majici tyto
vlastnosti:

(2’1) 1. h(x’ p(z)) = ?"(x) pro zela, b>,
: bz, () = y'(x) pro zela,b),
ha,y) =yly) pro yelgpla) p),
hb,y) = x*(@y) pro yeLp®), p(b)> -
2. KaZdym bodem [z,, y,] € P prochdzi prdvé jedno feSeni diferencidlni rovnice
(2,2) _ Y =Mz, y).

3. Budte u,, u, dvé fesent rovnice (2, 2) Necht uy(a) — ug(a) = A > 0, potom
plati

p(x) — p@) — 9(@)
(2’3) A . (a) (a) (1 - 8) = ul(x) - uZ(x) S v g8 ,‘P(a) — tp(a) (1 + 8) s
B p(b) —glb)

Podobné plati: Budte vy, v, dvé FeSent rovnice (2,2). Necht v,(b) — v,(b) = B > 0.
Potom

1/J(%) P(z) _ G ) ( )

v,(a) — vy(a) = B. EEZ))—(W)) .
Dikaz. Oznaéme P, mnoZinu bodt [#, y] pro které plati
e+ 6 =S2=b—246,, o) Sy =y,
b—a
2

, (¢ =1, 2). Definujeme funkeci 2 na mno#ing P, takto:

_ _Yy—o@ p@) —y
"9 = e —e@ PO T = T
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Ziejmé h(z, p(x)) = ¢'(x), b(z, p(x)) = v'(z). Funkce A je na mnoziné P, spo-
jitd a plati |A(z, y)| = ly'(2)] + |¢'(@)|.

Bud [%, 7] « P,. Oznatme 1 = U —9@) Dk funkes Bz, 1)=1 p(z) -

Y(x) — ¢(@)
+ (1 — 4) . () je YeSeni rovnice (2,2) jdouci bodem [z, y]. Ziejmé plati
(2,5) H(x, i) — H(x, ;) = (A4, — 5) (p(2) — ¢(2)) .

Nyni oznaéme P, mnozinu bodu [z, y], pro které plati
a<z<a+6,, ¢@)=<y=y@)
a P, mnozinu bod# [z, y], pro které plati
b—dy=2=b, o) =y =vy).
Na mnozinéch P,, P; nemuzeme definovat funkei 4 stejné jako na mnoziné P,,
protoze by nemuselo platit k(a, y) = x(y) resp. A(d, ¥) = x*(y).
Oznadme H(z, ) = A y(x) + (1 — 1) () pro z € {a, a + &,> a necht funkce
v mé spojitou prvni derivaci pro ze {a, @ + ;> a necht spliiuje nésledujici
podminky .
via) =va+ ;) =r(@+ 6)=0, YVe=1, P =1,

[p() — ()]
0 g [’U(x)l é €. M. lw(a) — <P(a)| "l" [?P"(a) o (pl(a)l ?

kde M je kladné a M = max |[y'(y)|.
vep(a); ¥(a))

Protoze pro 0 < 4 < 1 je H(a, 1) € {p(a), y(a)y, miZeme definovat
. ;  oH o> oH
H*(x, j') = H(IE, A’) + Ip(‘%) . [Z(H((l, }‘)) - Hl(a': ]‘)] > (Hl = '52:' I HZ = ?}l) *
Nyni plati _
H*a, ) = H(a, ), H*(@ + 6, ) =H(a + d,, 4),
H*(z,0) = H(z, 0) = ¢(x), H*(z,1)= H(z, 1) = p(x). .
Funkce H* m4 spojité parcidlni derivace Hy , Hy a plati
HY'(a, 2) = x(H(a, 3)), HY'(a + 6, 4) = Hy(a + 6, 4)
(HY' zde znamens derivaci zleva resp. zprava).
DokéZeme, Ze kazdym bodem [z, ¥,] € P, prochédzi pravé jedna kiivka H*.
Bud 1, > A,, pak
H¥(z, Ay) — H*(z, 4,) =
= (h — 4) - (p(@) — 9(2)) + (@) [x(H(a, A1) — z(H(a, 1)) —
— Hi(a, 4,) + Hy(a, 4,)] .
Protoze (4; — A5) . (p(x) — @(x)) > 0, a protoze
v(2)] - [2(H(@, &) — 2(H(a, &) — Hia,.4) + Hi(a, 4)] =
< @) (M2 — 49) - ((a) — @(a) + (A — 4,) . [y'(a) — ¢'(@)]] =
= e (A — Z)(p() — ¢(=)
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je
(2,6) H*(z, 1) — H*(=, 45) > 0
a dokonce :
(h — Ag) - (p(@) — @(@)) . (1 — &) < H*(x, 1) — H¥(=z, A3) =~
= (A — ) - [y) — @@)]. (1 + ).

Bud [z, ¥,] € P,. Funkece H*(x, 1) je spojitd na intervalu 0 < 1 < 1 podle
(2,6), rostouci v 1 pro kazdé xze <(a,a + d,> a nabyvéi vSech hodnot od ¢(x)
do y(z). Existuje tedy pravé jedno A = A, takové, ze y, = H*(z,, 4,). Kiivka
H*(x, ,) prochdzi bodem [z,, y,] a podle (2,6) Zddna jind kiivka H*(z, 1), -
A == 1, nemuze bodem [z,, ¥,] prochazet.

Funkeci 2 na mnoZiné P, budeme definovat takto: nalezneme k¥ivku H*,
kterd prochazi bodem [z, y] € P,, sestrojime jeji teénu v tomto bodé a smérnice
této teény bude hodnota funkce % v bodé [z, y].

Snadno se ukéze, Ze takto definovana funkce % je na P, spojitd a lipschitzov-
ské vzhledem k y, a Ze plati

h(x, H¥*(x, \)) = HY (x,2) pro a<zx<a+4,, 011,
ha, y) = x(y) pro ¢(a) Sy < p(a).

Stejnym zplisobem, pomoci k¥ivek H** definujeme funkei  na mnoziné P;.

Tim jsme sestrojili funkei A na celé mnoziné P. Z konstrukce je ziejmé, Ze h
je na P spojité a Ze je splnéno (2,1).

Hledame ¥eSeni diferencidlni rovnice (2,2) pro a < z < b. Definujme kiivku
@ takto:

G(x, 2) = H*(x, A) pro zela,a -+ 6.,
G(z, ) = H(z, 2) pro zela + 6,0 — &y,
G(z, 1) = H¥*(x, 1) pro xe<b— 6,,b). ‘
Pak tato kiivka méa v kazdém bodé intervalu <(a, b) spojitou derivaci a plaa
Gi(x, A) = h(z, G(z, 2)) .
Pritom libovolnym bodem [z, ¥,] ¢ P prochézi pravé jedna kiivka G.

Budte w,, u, dvé FeSeni rovnice (2,2) takové, Ze u,(a) — uy(a) = A > 0.

Potom u,(z) = G(x, 4,), uy(x) = G(z, 1,) a podle (2,5) a (2,6) je
(A — 49) - (p(@) — @@)(1 — &) =
= 6@ 4) — Gz, 4y) = (A — Lo)(p(x) — @(2))(1 + &) -

Protoze
P Gla, A1) — G(a, ) _ uy(@) — uy(a) A
' ? p(@) — @) @) —e@)  ya) —e@)’
plati
@) — o) . . p(x) — @)
* w(a) - 90(“) (1 8) g G((E, 2’1) G(x: j'2) é A L y)(a,) _ ¢(a,) (1 + 8)
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G(b, &) — G(b, 4,) = H**(b, &) — H**(b, 4,) = (A, — Z)(p(d) — (b)) =
¥(®) — @(b)
y(a) — ¢(a)

Stejné se dokaze (2,4). Tim je véta 2,1 tiplné dokizéana.

Poznamka. Z dikazu véty 2,1 plyne
Jedi [z, yle Py pak |h(z, y)| =< [y'(2)| + |¢'(x)] . Je-li [, yle P, pak
|h(z, y)| = |HY (2, 4)| , kde A vyhovuje rovnici y = H*(z, 1), a plati
iz, y)| = 1'(@)] + 19'(@)] + ,Zax ko) + @) + @] =

< W@+ l¢'@)] +3. max |x()|-
ve(o(a) w(@)

Podobné, je-li [z, y] e P, pak
i(z, y)] < [v'(2)| + [¢'(2)] +3. max [x¥(y)|.

ve(p(b), ¥(2)),
Odtud plyne pro [z, y]e P

2,7)  |hz,9)| < v'@)| + lo'()] + 3. n)uax [x()| +<¢(11;laf)) 1*®))) -

Nyni ptistoupime ke konstrukei funkece g (viz obr. 1). Definiénim oborem této
funkce bude interval @ = <0, %> X <0, 1>. Na intervalu <0, 1) (na ose y) .
sestrojime d&leni ¥{* popsané v dasti I (tj. polozime ¥ = 1) Pritom, jak se
pozdéji ukazZe, je nutné volit 7% < b, < 2a,. Oznadme u{¥, »{* funkei iden-
ticky rovnou nule resp. jedné na intervalu <0, 7).

Pii prvém kroku sestrojime na intervalu <0, z) funkce

(1) (1) ) Y(l) :Y(l)
W) = —docosz + 2t T y006) — o, cosz 4 LT IE

a oznadme

Py =¢ g sesa W) Sy = w&”(x)] .

[=,v]L
-

P = g] 0=z < 377”, W)=y = w‘z“(x)] ;
E7% 4| .

PP = ‘£ Z Sezsw PRI Sy = w‘z°’(x)] ;
Xy

o =—c¢lo<z< g, @) <y < yP() |,
eyl p

@w=2 %’” Sz We) Sy < w‘a”(x)] ;
E% gl W

QW ___[ (g»] 0<z gg () <y < v ()
xylL -
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P¥i druhém kroku budeme na mnoZindch @, @, Q5P postupovat stejnd
jako na celém intervalu Q{® = <0, z) X <0, 1}.
Predpokladejme, Ze jsme provedli zn krokd. Mame sestrojeny funkce

0 0 1 1 2). o anl® n
P(n) = {p", vi% v 8% 9% o 5 s v syl
a definovany mnoZiny
1 1 .
'Pg. )’ LI ] P:({); P(lz)) ey sz); e 8oy Pg.n)’ oo g,:‘)’ Q(n) . ooy Qg:l)

takové, ze

(u UP"’) v (u QM) = <0, 7> X €0, 1).

r=18=1
Pri (n + 1)-nim kroku budeme na mnozinich @%%), (s = 1, 2, ..., 37) postu-
povat stejnd jako na celém intervalu @{” = <0, #) X <0, 1). Bud

QM = Ela=<z<b, pya) Sy < p*@)].

[®,]
kde b —a = %, Yy> ¥ € ¥(n) jsou monotonni funkce majici spojitou prvni
derivaci. P¥itom rozdil y*(z) — y4(z) je monotonni a nabyva minima b, v né-
kterém koncovém bods& intervalu <{a, b) — oznadéme tento bod z,. Plati
, vx(®) = W*(xlj =Y, <Y*=y*,) < 9*@®); P¥(@) = yi(@) =0,
(Y4, Y*e D(n), wi(x,), v*(x,) zde znamend derivaci zprava resp. zleva).
S vyjimkou mnoziny @{” existuje vidy pravé jeden takovy bod z,. Bud
P <TRD < YOV £t TD YRV < ¥4, (X8 VeDn + 1)).
Nyni sestrojime na intervalu <{a, b> funkce
W) = — 25 oos 4n(x — 2,) + 3 (VGHD + YD),
WrP(e) = 25 o8 4w — m,) + 5 (XD + Fi).
Budte dile z,, z;, z, € {a, b) takové, Ze
c T 3n 12
ey — @ = gnt1’ |2y — 5] = 4n+1 ? [y — 24| = e
(tj. z4 je druhy koncovy bod intervalu <{a, b>).
Ozna&me pro [z, y] ¢ Q™"
P&'Iii’ = 6"][lx — x| S |2y — 2], pul®) Sy = WRIP@)],
[®v

PLY =8 o — o] < o — @), ¥i2200) Sy <9l E,
VY,

PG = & [z — oy < |7y — 2, 95 0(@) Sy < p*(2)],

[z,v]
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Q5P = € [lo — &y < |ay — i, pul@) Sy < 91 P@)],

35—

[2,v]
fly) = g][[x — 7| S |y — @), 95I00R) Sy < 90 @)],
[y
QY = E[lx — )] < |zy — 2], 97 V(@) Sy < p*@)] -
3?1/]
&
):zm —— |
'IIIE\‘\—I:
| A2
/?z :QB : Pm
—"/VBP—E ’
):m Q2 2 > }
(1) il E ,:

x4 T %
Obr. 1.

Ex}[
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Mno¥iny Q5:*3, @5:*Y, QY maji zfejmé ty% charakter jako mnoZina Q™.
Protoze s = 1, 2, .,., 3" obdriime tak p¥i » -+ 1 kroku funkce 9", ..., p§"5b
& mnoziny P, ..., POID; Q7Y ..., @ail. Z konstrukee vyplyva, Ze jsou-li
‘¥, p, S4sti hranice mnoziny P§:*3 resp. Pg:' " a zy, z* body intervalu {a, b)
‘takové, Ze |x; — z4| < |z, — x*| pak
PH®) — Pul(@s) < PHE) — pa(@¥) 5
jsou-li p*, y, 84sti hranice mnoZiny P{;*7), pak
PH@L) — Pa(Ta) > pHEF) — pu(z) -
Diéle se snadno dokéze, %e jestlize [x,, y]e PS5’y nebo [z, y]e PHitY, pak
plati [z, y] € P, a jestlize [y, y] € P5i*1, pak plati jedno z téchto t¥{ tvrzeni:
"~ a)x, =0, b) 2, =z, ¢) existuje dvojice (1, 7), r < n — 1 tak, %e [z, y]e P{".
Funkce 9 (n=1,2,...; 1=1,2,...,2.3%1) rozdéli ndm mnoZinu
{0, %y X <0,1> na mnoziny P® (n=1,2,...; s=1,2, ..., 3"). Na téchto
mnozindch sestrojujeme postupns funkee %,  (x, ¥) (b, je definovidna na mno-
Ziné P") takto: MnoZina P{ m4 vlastnosti mnoZiny P z véty 2,1. Jeji hranice
se sklada z funkei v, ¥ a ze dvou svislych tsedek, delsi z nich méa z-ovou

soufadnici rovnu 7, kratsi —} MiuZeme tedy podle véty 2,1 sestrojit na mnoziné
PP spojitou funkei k, ,(x, y) takovou, Ze spliiuje body 2, 3 véty 2,1 a Ze
hia@@, ¥i0(x) = 0, hyy(z, v0@) = 3oy sinz, hy(w,y) = 0;

v (% , y) necht je funkce se spojitou prvni derivaci podle y takova, Ze

d
o (§, o) =0, hy (%, v (%)) = [a w‘f’] i
a:,-z
0 é hl,l (%: y) g [% 1/)&1)] n’
=1

hyq (%, y) =0 pro [%, y] ¢ P® u PP (= x* z véty 2,1).
Stejnd budeme postupovat na mnozinich P{", P{.

Mnozina P{™ (n=1,2,...; s=1,2,...,3%) mé vlastnosti mnoZiny P
z véty 2,1. Jeji hranice se sklada z funkef y*, p, € ¥(n) a ze dvou svislych tse-
<ek, delsi z nich necht mé soufadnici z, kratii #. MiZeme tedy postupn& podle
véty 2,1 sestrojovat na mnozindch P{" spojité funkee A, ,, které sphiuji body
2 a 3 véty 2,1 a Ze
hn,s(x’ ?P*(x)) == "P;(x) 2 hn,s(x! '/’*(x)) == 1/’*'(1”) ’

hn,s(E:y)=0 pro Zz =0 nebo E:n;
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je-li 0 ==z % 7, pak podle (2,8) méme jiz definovano h, ,(z,9) (r =1, 2,...,
n — 1) a definujeme &, ((z, y) = k, ;(Z, y); h, (%, y) necht je funkee se spojitou
prvni derivaci dle y takové, Ze

(2,9) hn,s(iz: p¥(&)) = w*/(i) B hﬂ.s(ﬁa "P*(‘E)) = w;(ﬁ) s
Ihn',s(i’ y)l = max (Ih'n,s(i’; 1/’*(75))! 5 Ikn,s(is w*(i))[) >
hns(&,y) =0 pro [Z ylnone P{*y v P+,

Funkei ¢ definujeme na <0, 7> X <0, 1> takto:
9@, y) = hn(z,y) pro [z,yle P,

@0

3n
g(x,y) =0 pro [z,yle {0, @ x <0, 1> — U UP".
Nn=1ls=1
Oznadime-li ¥ mno%inu viech funkei »{", kde n =1,2,...; [=1,2,...,
2. 371, pak zfejmé plati

Vita 2,2. Mnofina ¥ je spocetnd.

Oznadme C mnozinu t&ch bodd [z, y] e €0, m) X <0, 1> pro které platl Ke
kazdému p¥irozenému &slu n existuje ptirozené &islo s (1 < s < 37) takové, Ze
[, Yle an)' ) )

Véta 2,3. MnoZina C je neprdzdnd. Bud [x,, y,) € C. Pak [z, y,] none C pro
vdechna x =+ x4 a [0, y,] € B, kde B je mnoina zavedend ve vété 1,1. Zobrazeni
[0, o] = [0, Yol je prosté.

Dk az. Z konstrukee plyne, %e vechny koncové body funkei y§” s vyjimkou
bodii [z, 0], [z, 1] pat¥i do mnoZiny C. Koncovym bodem funkce 1,0‘") ktera
m3 definiéni interval (z, z*) rozumime body [z¥, i (x*)], [Zs, I (%4)]-

Bud nyni [x,, y,] € C a budte L, 1, ... ptirozens &sla takova, Ze [z, ¥o] € @5 0
0 QP n .... Potom z¥ejmé plati Q> Q> ...; d(@QP) > 0. QP n @ n .
je tedy jednobodové mnoZina, kterd obsahuje pravé bod [z,, y,]. Existuje proto
prosté zobrazeni, které ptifazuje bodu [, y,] € C posloupnost I,, I,, ....

Bud B mnozina na ose y, zavedend ve vété 1,1. Odislujme intervaly délky &,
postupné od osy z &sly 1,2,...,3" a oznaéme je B{™, B, ..., B{y. Pak
[0, Fole B=[0, o] e B n B n .... Opét plati BY > B> ..., d(By)—0
a tedy do mnoziny B n B{Z) n ... pat¥i prévé bod [0, 7,]. Emstu]e tedy prosté
zobrazeni, které pi"ii'azuje bodu [0 7o) € B posloupnost k,, ks, .... Odtud plyne,
%e existuje prosté zobrazeni bodl [z, ¥,] € C na body [0, o] € B.

Dokéazeme, Ze y, = ¥,. Vezméme bod [z,, 7,]. Je zfejmé, Ze [z,, 7,] patii do
téchze @ jako [x,, ¥o].

Vita 2,4, Funkee g je na intervalu {0, m) X <0, 1> spojitd.
Dikaz. V bodech [x,, y,] non e C dokdZeme spojitost snadno. Je t¥eba vy-
Settiti pouze body [z, ¥,] € C.
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1. Plati [z, yo] € C = g(%¢, ¥o) = 0. Necht [z, yo] € C. Pak bud

an
[mo, yo]e <O) 75> X <O, 1> - U U P(ln) )

n=11=1
v tomto p¥ipadé bylo pfimo definovano g(z,, y,) = 0; nebo

[oe]

3n
[%g, Yol DOD € <0, ) X <0,1> — U U P{™.

n=11=1

N 3»
V tomto pripadd existuje ‘takové piirozené N, Ze [2g, yole U U P, ale

n=11=1
N-1 3n
[, Yol non e U U P{V. Necht déle [xy, y,] € Q5 = [y, ¥,] patii do pravé
n=11=1

jedné z mnozin P55, PSy)_y, PSy). Necht pat¥inapt. do P§y)_,, pak ale [2g,¥o] €
€ Q:(;I:;)_z a dale [x,, yo] € Qg(\;:»l_)m_l- Z toho plyne [z, yo] € Q(al(va;rnl_)z)_1 n P g:;)_z
a podle (2,9) plyne, Ze g(xo, ¥o) = 0. Stejnd pro [y, ¥o] € Pt & [o, Yol € Pimi-
2. Dokéazeme, Ze [z,y]e P{ = |g(z, y)| =< P(n), kde lim &(n) = 0. Z kon-
strukce plyne, Ze bud 4 e
PP =4 [x tE SeSat o, wE)Sys w*(x)],
nebo

P(lng [KU* _4?—1 éxé.’l)*——i—i—, Pa() éyé’/’*(x)],

[2,v]

kde y*, py € ¥(n), derivace yp*'(zy) = w;(x*) = 0. Déle alespon jedna z funkef
¥*, vy, napf. y, = y{", a necht p* = y{®, kde 1 < k < n. Potom podle po-
znamky za vétdu 2,1 je

210) o, v)] = [pa@)] + ¥@)| + 3 [max (

et )

&l

@11) |y, y)] < ]w;(x)l+]w*'(x)l+3[maX(w; By — )|

%/ Lo — 4 / T . %/ 44
L4 * 2n-1 Yx | Lx — in Pr ATy — i .

Odhadneme vyraz (2,10). Odhad vyrazu (2,11) je z¥ejm& zcela obdobny.
Protoze podle piedpokladu je } < 4b, < 2a, + 3b, = 1 plati

b

4

Va (x* == Z"——I)

i

b

resp.

o

’ aﬂ
i) <% 4t = % (4b)"1—>0 pro n—> o,

P S % = B 0 o nos o, ke

>



W,*/(x)[ g %c 4x-1 . sin 4%-1 X §_ %’f 4r-1 Sin 4%-1 (117* + 4775_1) —
: sin ——
@ - 47 a 4n—%k 7
= El (4b1)7c—1 . SIn m s _21 . (4b1)n—1 . — . (16b1)n—k s
v

pron—>o0 ak=12...,n—1,

a tedy zfejmé existuje zminénd funkce d(n).
Z téchto dvou vysledki se jiz snadno dokéze, Ze funkece g je v [z, ¥,] € C
spojita.
Véta 2,6. Diferencidlni rovnice
(2,12) Yy =99)
md prdvé jedno fedent jdouct bodem [z, y,] € <0, my X <0, 1.

Dikaz. Existence takového YeSeni plyne ze spojitosti funkce g. Jestlize
{%0, ¥o] nOn € C, pak méme lokilni jednoznaénost zarudenu vétou 2,1. Stadf
opét vySetfovat pouze body mnoZiny C.

1. Necht [z,, ¥,] je koncovy bod funkece yi+1. Z konstrukce funkce g vime, Ze
body [z, pn+P(x)] e Q. Pouzijeme-li oznadeni, které jsme zavedli pfi kon-

strukei funkce g, potom plati |z — 2] < [z, — 2| = % a y&D(z) e (Y RHY,
YD VySetiujme bod [z, y§i+P(2y)]; pli vySetfovéni bodu [z, wi}](«,)]
a také bodu [z, vtV (x,)], (24 v5+Y(z,)] bychom postupovali stejné.

Bud u libovolné YeSeni rovnice (2,12) takové, Ze u(x;) = y{1+P(x,). Potom
ziejm& neni moiné, aby wu(z) > yp{tP(z) pro |z — x| < |r; — 24|, protoZe

o ][l-”c — @] S oy — 2], v (@) Sy = viP(@)] = P .
Dokézeme, %e neni moZné ani aby u(z) < yp{+P(x). Vybereme posloupnost
funkef p+*+0 kde s = 2. 3%~ (8] — 2)a k = 1,2, .... Z konstrukce funkce g
je zfejmé, Ze pro [x — z,| < 4”—7; je

'!Pf.,"+k+1)(x) — %a/n+k+1 . COS 4":”7‘(:8 — xl) -+ %(Y(z';i’f"'l) -+ Y(zr;+k+1)) .
Ztejmé pro k — oo je
(2,13) ’l)g;ii)(aﬁ) - §D§"+k+1)(x1) = Yi?:al) - Yg?+k+1) = bpyx41 >0,
Wit — @) = 2 (1 — cos g) + Bty + Busesa

TT
4ntk”

kde [z — x| =
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Déle: Existuje jediné ¥eSeni rovnice (2,12) pro —— < |z — 2| = %, které

4n+k
VX 2 Ve . nik
prochézi bodem [z, p+*+ (z)], nebot toto Fefeni prochézi mnoZinami Pat e
(n+k—1 VoY z v z
PG @2y, ..., P@+Y. Nazveme toto YeSeni prodlouZenim funkce y{*+*+¥ na.
celou mnoZinu @ a takto prodlouZenou funkei p{*+*+¥ oznaéime v.

Je patrné, e u nemiiZe protnout Zddnou funkei v;, uvnitt Q. Ale v, konver-

guje na Q¢ stejnomé&rnd k p@+P, nebot: Bud |x — 2| < 1% , pak podle (2,13)
. — _ 1
jo (pirP (@) — wl@)) = (WP (@) — w(@) = ['2' Upty (1 — cos %) + Cptrtr +

7
At + Dpt + 3 nt1 ( 08 F) Gty Onty + V5 (%)

bn+k bn+1

+ bn.+k+1] . (1+¢)s

nebo

T
pre=rr e LY

m=1,2,...,k),

4n+k m (

pak [z, v,(x)] € Pin arts) a plati podle (2,3) resp. (2,4)

1 A
(2,14)  piP(@) — nl@) = [an+k+1 + Ontrrs + 5Ot (1 cos F)]

1 1 ' 1 ’ 1
Gt + Opte + 3 %t (1 — cos F) Qptg + Dpts + §a.'n+1 (1 — Co8 _)

4
bn+k o bn+2
5 Apty + bn+1 + w*(xl) (1 + 8) .
bn+1
Snadno zjistime, Ze proi% < b < ]e lim ——EI;L{:, = 0. Existuje tedy
ko takové, Ze pro k =k, je {1 — cos —] < bFa 1 Gpig |1 — cos =) < Fptpr-
‘ P ] 4k 195 1 47«;
Mizeme tedy pro k = k, pFepsat (2,14) takto: ' .
2a,, bn 2aln 'y bﬂ (]
PEP(@) — 04(6) = [2pray + byrp] e ot ottt Tttt
nTk nTkoT1
T . 1 7T
Aptrs + Dptie + 5 Ont1 (1 — cos m) Unty 1 boty + 5 Gnta (1 — €08 Z)
bn+ko o b'n+2 '
k—k,
Oty + bzﬁ + v (@) (1 + &) = (2a, . bp+ko - bpthe+l) | p-ke _(1 +2 %) -
nt1 1

JT JT
Aot + bn+k. + an+1 (1 — Ccos m) Apt+g + b'n+2 + a’n+l( — CO8 Z)

bﬂ+ko bn+2,

-
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) A+ 4 bpt1 + ()

bn+1

(1 4+ &) = (2a,b0%k | pnt+Eetl)

1 7
Qntry + bptr, + 3 Gt (1 — Cos 470:1)

bn+kn

1 T
a, b, = @4y |1 — cos =
+2 1 bats + 5 +1( 4) Unt1 + bur 1 Pi(@)

bn+2 bn+1
. (by + 2a,)¥% -0 pro k— co.

Mus{ tedy byt u(z) = 5P a to je jediné YeSeni rovnice (2,12) vyhovujici dané
podétedni podmince pro xe Q.

Neni-li #, = 0 nebo z; = 7 pak na opaénou stranu (tj. mimo mnoZinu Q™)
vychazi z bodu [z, p§(x,)] pravé jedno Fefeni, protoze Q™ ,,sousedi* s mno-
Zinou P{”, kde r je nékteré prirozené &islo 0 < r = n — 1.

2. Necht [z,, y,] e C a neni koncovym bodem #4dné z funkef mnoziny Y.
Necht [y, yo] ¢ N @ a necht

Nl

w-cltsasat i e syse),

- [#]
kde v}, vi* ¢ ¥(n). Budte u,, u, FeSeni rovnice (2,12) jdouci bodem [z, ¥,]-
Podobné jako v prvni é4sti dikazu prodtouzime funkee yy, pi* na cely interval
0, my. Oznadime-li prodlouZeni téchto funkei », resp. w, pak ziejmé {v,} je.
rostouci, {w,} je klesajici posloupnost funkei a stejné jako v prvni &asti dokd-
Zeme, Ze |v,(x) — wy(z)] — O stejnomérné pro » — co.

Reeni u, a u, nemohou, jak plyne z prvni ¢4sti dikazu, ¥4dnou z funkef
Uy, Wy, protunout a tedy |u,(x) — uy(x)| < |v.(x) — wy(z)| pro vSechna n. Musi
platit u,(x) = u,(x) a tedy bodem [, y,] prochazi pravé jedno YeSeni rovnice.
(2,12).

Pozndmka. Je zfejmé, Ze pro [z, yle B, — <0, ) X <0, 1> miZeme po-
loZit g(z, y) = 0 a spojitost a jednoznadnost FeSeni rovnice " = g(x, y) zlstane.
zachovéna. '

o om

Nyni sestrojime na intervalu <0, 8> funkce o a 7. Na definiénim intervalu

<0, 87) sestrojime nejprve déleni popsané v kap. I takové, Ze za prvni ¢leny
posloupnosti zvolime % resp. z.

Bud T, I1=1,2,...,4.3"71) dé&lici body vzniklé pii n-tém kroku. Pak

intervaly <T@, T, <T@, T, k=1,2,...,3" % maji délku .
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Defiﬁujme funkei ¢’ takto
o'(t) = (— 1)*' pro te (Ti") 5 T 2)
o'(t) = (—1)F pro te(TH 4, TR) -

Podle véty 1,1 mame timto predpisem definovanu funkei ¢’ skoro vSude na

intervalu <0, 87). Podle zndmych v&t z integralntho podtu plati nésledujici
véty:

Véta 3,1. Funkce ¢’ md Lebesquetv integrdl v mtervalu 0, 87).
Vita 3,2. Funkee o definovand vztahem o(t) = f o’(7) dz pro t € €0, 87) je abso-
0
utné spojitd, lipschitzovskd s konstantou jedna o plati % o(t).= o’(t) skoro
véude v <0, 8.

Z definice funkce ¢ dokéZeme nésledujici vétu:

Véta 3,3. Bud (T, T*) interval délky 4%!—— sestrojenyy pii délent intervalu

2

<0, 8z, T 5, TR ,, T® 4, T'® jeho délici body. Pak plati

(3,1) o(Ty) = o(T5) = o(TH) = o(T™) ,
o(Ty) — o(T'g_s) = o(TP_,) — o(TE) = (— 1y . oy -
Dikaz.
11(41;) T(n)
ST ) =0T+ [ o(x)de=o(T,) + (—1)r2 f o'(z) dr =
T,
© 23"""-1 ) T.(u-z Ly
= o(T') + 2 . zz — Bt (f) d'(r) dr + (f) d'(r)dr) = o(Ty) -

Tg s T’y -

Stejné se spodte, Ze o(T*) = o(T) a o(TS) = o(TsY ). Vztahy (3,1) plynou
pfimo z definice funkce o.

Nyni stejnym zptsobem budeme definovat funkei 7 na intervalu 0, 87>
takto

Wt =3 . 421 sinar ot — TR ) pro te (T, T4) ,

2k-1>

kde a, bylo zavedeno p¥i konstrukei funkce g. Stejné jako v predchizejicim
méme funkei ’ definovdnu v intervalu <0, 8z) skoro v&ude a plati:

Véta 3,4. Funkce n" md v intervalu {0, 8wy Lebesguetv integrdl.

i
Vita 3,5. Funkce 7 definovand vztahem n(t) = [7'(7) dv pro te <0, 87> je
0

absolutné spojitd, rostouct a skoro viude v <0, 8x) je d% n(t) = 7'(f).
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Nyni dokéZeme nékteré vlastnosti funkce #:

Véta 3,6. Plati n(T") = Y, kde k= 1,2, ..., 4 .31 (Y{ e D(n) provede-
ného na interval {0, 1) pii konstrukci funkce g).
Dikaz. Nejprve dokazeme, Ze plati

(3,2) n(TH) — (T ,) =
T(n) T(zfi
= f 7'(v)dv = {a,. 4% [ sindYr— T, )dv =a,.
T(n) T(ﬂ)
211 211

Dukaz dokonéime tGplnou indukei. Pro n = 1 plati

o 2.3n-1 T(n+1)

AT =S5 S [ o) de= z 2, 8%, =b, =T,

n=1 l=1 T(-n+1)

Podobné :
(T(l)) — y(l) (T(l)) . y(l) a ?7(T£1)) — Ygl) .
Bud nynf (T,,T*> interval délky 4"“1
0,8 7y a Ty, ..., T@+P délici body tohoto intervalu. Plati
NTy) =Yy, nT*)=Y*, Y*—Yy=0,; Y\, Y*eD(n)

sestrojeny pii déleni intervalu

g D : ) gD
n(TH3) = f 7'(v) dz = 9(Tx) + f 7'(7) dv = n(Ty) + f 7'(z) dv =
o 2.3mn-2 TP b ©  28m-m-3
= n(T) +m;+z 2 Té’z£’1 n(®)dv =Ty + 3 = 2 n=
= (T " Zﬂ+22 3R Ay = "I(T*) + bpiy = YG1T.

Podle (1,3) a (3,2) plyne n(T4 ) = Y§.73 a podobnd se dokéZi daldf rovnosti.

Vita 3,7. Bud t e <TSD 1, TSO>. Pak plati n(t) = y{P(a(t)), kde yi" bylo defino-
vdno v kap. I1.
Dikaz. Bud te <T§§? o T8, Pak jest:

) = w0 + f 2 4o i 4o — TR) dn =

TR o SR
=Y, + 32— 5 oos gni( — Tw) = =3 (Yg,g_l + 7g) —

— %"— cos 4"1(f — T;’,“’_i) ;
| n 1y
o(t) = o(TH,) + f (¢) dz = G(T(a'l‘:)—l) + (— A TR 1)

(n)
Top-1
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Dalejeo(T{ ) = e + &5 - % + ... + &, 7{%’ g =0,1, —1; piitom ¢, + 0

pro k sudé, e, = 0 pro k liché, a x; =m ——, kde m je vhodné &islo. Odtud

4n2’

) 1
PP(o(t) = (—1)F 2 cos 471 (o(t) — @) + 5 (YR, + ¥ =

= (—l)k%‘ cos 471 [sln T - 4—:63 -+
Fe(ke—1) '

1
+ ¢ —FRH (=1 * —n 4,?_2] = "2'(Y(2’1?-1 +YR) =

k(k—1)

o 1)" - ©08 {4"‘1(t —TFN=1* <+ enﬂ} + 5 (TR, + YiR) = n(t) -

Mg&jme nyni funkei g, definovanou v kap. IT. M&jme systém diferencidlnich
rovnic '

(3.4 e T
([x, y] € <0, @) X <0, 1)).

Tento systém je ekvivalentni s rovnicf (2,12) a tedy po&ateénimi podminkami
2(ty) = %o, Y(ts) = Yo je d4no pravé jedno Feleni. PrepiSme systém rovnic (3,4)
na systém integralnich rovnic

12 i
(3,5) x(t) = %, + f dz, y() =9+ f g(x(7), y(v)) dz .
Také tento systém mé pravé jedno FeSeni [z(t), y(t)]. AvSak plati:

Véta 3,8. Budte o, 1 funkce definované v této kapitole. Potom systém integrdl-
nich rovnic

(3,6) a(t) = 6[ do(7), @)= of 9(x(7), y(7)) do()

fe$t na intervalu <0, 8z) jednak [o(t), 0], jednak [o(t), n(t)].

Dikaz. Z konstrukee funkce g plyne, Ze g(z, 0) = 0 a tedy [o(t), 0] je FeSenim.
(3,6). Déale ze vztahu

o(t)
(o) — (TR = [ g(2, v (x)) dv

o(T5h 1)
vyplyva podle vét 3,6 a 3,7
act) i
nt) —n(T%) = [ g @)de= [ g(o(), n(r)) do(z) -
o(T5%_1) % 1

i
Odtud plyne 75(t) = [g(a(7), n(7)) do(z). Tim je dikaz proveden.
(1}
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IV

Budte {a,}, {b,} posloupnosti, Y{" body a y{® funkce zavedené v kapitole IT

tohoto ¢lanku.
3b,

Polozme d = m— Nejprve sestrojime na ose t body 4, (n=1, 2,...)
takto: 4, = — —2—(—136 X A, — A, = d*. Ziejmé plati
=
(4,1) 4, +n21(A,,+1 — A,) =4, +n21dn = ).

Ka#dy interval (4,, 4,+,> budeme dale dé&lit. Pii prvnim kroku rozdélime
tento interval na t¥i stejné dily a tak obdrzime body 7%, TP (index n, ktery
by oznadoval, Ze se jednd o body intervalu <{4,, 4,,,> pro jednodussi psani
vynechdme). Pii druhém kroku kazdy z intervala (4,, T{®>, <T'®, TP,
TP, A,+;> opét rozdélime na tii stejné dily. Tak obdrzime body 7'®, T9, ...,
T®. Tak postupujeme dale, az naposlédy pii n-tém kroku obdriime body 7'{”,

T, ..., T m-1_1. Takto viniklé 1ntervaly maji délku d— Daéle oznaéme

2 3% (r=12,...,m1=12 ...,2. 3’“1) Timto zpusobem

T(r) T(r) 4 _|_
jsme pivodni interval {4,, 4,+,;> rozdélili na 1nterval delky — a na (3" —1).2

intervalt délky ——— 2 3"

Nym sestrojime posloupnosti funkei @,(), nn(t) (n=1,2,...) a funkeci
f(y,t) pro te (4;, —A>, ye(—0, ).

Necht ¢, (n = 1, 2, 3, ...) je spojitéd funkce takovd, Ze plati:

 galf) =0 pro feddy, 4,5 U0, — 4y,
@n(t) >0 pro te (A, 0),
(— 1)1, gu(t) > 0 pro te (T4 s TEH,),
(—1)°. @ut) >0 pro te (T8 1, TY),

kde T 5, ..., TR e {Ap, Apisr=1,..,m8=1,..,, 37-1. Pro ostatni body
intervalu (4,, 4,.,> bud g,(t) = 0. Déle necht plati

g, 72 R
(4:2) f ‘Pn(f) dr = — f ‘Pn(T) dr = (_ 1)‘—1 Ar? f‘Pn(T) dv=1 ':
T3 T 1 s

tfkazeme Ze takto definovand posloupnost funkef ¢, konverguje k Diracovd
funkei podle definice 5,1 &ldnku [2], tj. dokaZeme, Ze jsou splnény podmmky
(0,2)—(0,6) tohoto &lénku.
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Plati

—4, . T s - e
f plae=> > [ [ pmart v [ pmar+
et T s T 1
g n 3r—1 n 3
7 7
+ f‘Pn(T)dT=rzlzl2-4—,+ =-§Z(Z) +1
Ans = 8= r=
a tedy
ik -
7 3 r=1
Hmsupfkp,,(r)[dr:— (——) +1=2x+4+1=L< 0.
-y 2 T=l 4

Podminky (0,3), (0,4) a (0,5) jsou z¥ejmé splnény, nebot jak plyne z (4,1), od
jistého 7 je @,(t) = 0 pro e {4, t) resp. je @,(r) = 0 pro 7 <0, — 4.
Pro te {0, — A4,)> plati

n 31 TH o T

f% (r)dr = f%(r) dr=3 S[ [ euv)dr+ f @a(r) d] +

r=138=1 T(r) Tis—l

+ fqa,,(-r) dz = f(p,,(r) dr=1,

Ap 41 At
a odtud plyne podminka (0,6).
Obdobnym zptisobem jako véta 3,3 dokaze se nasledujici tvrzeni: _
i
Véta 4,1. Bud D,(t) = [@a(v) At a necht T jsou délici body intervalu
4
{An, Aps1)y. Potom plati
DTS = O (T D) = D, (T) = 0.
n(Tg;r];." == @ (T( *1)) ¢n(ng°.r-1) =i,
Budte To, T (PP, ... T, PP, i TR, s TP, oo Ty}  takové, Ze
TP < T, <TEY <2 ...< TV < T* < T Y. Potom
Do(Ts) = Po(T415) = Gu(TE™) = Bo(T)
P, (THEY) = Pp(THLY) - |

Na zakladé této véty a vztahltl (4,2) miZeme definovat funkce %, (n =
=1, 2, ...) takto (viz obr. 2): '
m(dy) = YL, ny(t) = (@) pro te TP, TP,
mt) = pP(@: ) pro te(TP, TPy, kde TP, ..., TP e (4, 4,
n(8) = "Pl)(¢1(t)) . Pro te <A2a '—A1> -
Na zbytku intervalu {4,, 4,> doplmme funkei 7, tak, aby méla spoptou prvni
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*)
derivaci a aby pro te (T, T*) platilo [n;(¢)] < 2. 7]1(TT3: ?(T*). Jestlize
TRk

nyni mame jiz definovanu funkei #,-;, pak poloZime 7,(t) = 5,-(f) pro

n—1 n~1
te <A1, A, + (g) >, na(t) =Y pro te <A,,_1 + (C—;) . An>. Na inter-

valu <{4,, 4,+,> definujeme funkei 7, takto:

() = P52 D(P(t)) pro te (T TH o),

n(t) = 95 V(Pa(t) pro te<TE) ., T,
kder=1,2,...,m s=1,2,..., 3% Na intervalu {(4,+;,, —4,> definujeme
7.(t) = pP(D,(t)) a na zbytku intervalu (4,, 4,+,> doplnime funkei 7, tak, aby
Yy

Y

FRTETETR

N G
&

TS

PRI RN N A S ET R R RN R TR A RO
t A, 7{-«0 T” A 72-01 7;(2) 2)-,6-9;7;2) 7;#; = 7,-22)/43 . ) 0
tm ZW zm EQJ'YIE@ E@ Em E@ EZ

Obr. 2.
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méla spoptou prvni derlvacl a aby pro te(T* T,) platilo In,, )| =

<2 7In( T")‘ = 771( *) . Ztejmé pro viechna n plati

nn(Al)%Y&”, ma(t) = ¥(1) pro te<0, — 4y

Vit 42, Bud TP  (Ay, Ayesd, potom plati lim ’7"(‘2‘) - Z:;f:;" ) — 0. Bud

<T*, T*) c {A,, 4,4+, interval, kde @, je identicky rovno nule. Potom plati

Lo (o

*) _ 0.

Diitkaz. ProtoZe plati ,(4,) = Y§” a 9,(T") = ¢{** (@ (TT)) = Y{**V, je

nn(A'n) _ nn(T;(lm) e 2a'n+1 + 2bn+1
A’n - T(f') (d)n

— (2a, + 2b)™1,

3
coz konverguje k nule pro n — co. Déle z konstrukce plyne, Ze 5,(T*) —
— Na(Ts) = byyy. Tedy

Na(T*) — Na(Ty)  buny

= 2b,(2a, + 2b,)"

I'* =T, "1 /d\"
55)
a
*)
T Na(T*) — 7a(T'y) —0.

T —T,

n—0

Z definice funkce 7, pfimo plyne _
Véta 4,3. Bud T' délici bod intervalu (4,, A,+;y (n =1, 2,...). Potom plati

][], -
dt feer Ldf s,

Funkei f(y, t) budeme definovat na mnoZing y e (—o0, o), te {4;, —4;>-
Polozme f(y, t) = d pro te <A1, A, + >

Predpokla,de]me, Zze mame funkci f definovdnu pro vSechna y a pro

d\" . a\" a\"**
te(Ad, A, + 3] /- Na intervalu J, = (4, + 3 s Apey + 3 budeme
definovat funkei f takto:

Bud (T, T*) c J, takovy interval, kde @,(t) & 0. Potom pro te (T, T*)
definujeme f(y, t) = 0.
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n+1 ;
Bud J,> (T, T*) + <A,,+1, Appy + (g) > takovy interval, kde ¢, je iden-
ticky rovno nule. Potom pro ¢ e (7'; T*) definujeme

fly. 1) = 0 pro y < ¥{"*® nebo y =¥,
d I i Y(n+1)
fot) = o yem P T n0),

d " — Yo )
ot =gf s P ¥em), TP,

Bud te <An+1, A + (%l
fy, =0 pro y =0 mnebo- yg Yy,

d = _Y(l)
fo) = = I pTyn PO ye Gan(®), TE),

n+1
) > Potom definujeme

dz, -
fly, ) = <2y pro "y e (0, 7y (8)) -

Bud T délici bod intervalu {(4,, 4,.,>. Potom poloZime f(y, T) = f(y, Ans1) =

n+1
=} (y, Any + (g—) ) = 0. Na intervalu {0, —4,) definujeme f(y, ) = 0.

Z konstrukce funkce f a z v&t 4,2 a 4,3 vyplyvd

Yéta 4,4. Funkce f(y, t) je proy e (— 0, o), t € {(4,, —A,> spojitd.

Nyni vyslovime éty¥i véty, jejichZ dikazy trividlné plynou z pFedchézejiciho.

Véta 4,5. Bud u(t) — lim 5, (t) pro ¢ « (4, 0), u(0) = 0. Potom funkce [0, u(t)]
je jediné fefent soustavyng;‘erencidln{ch rovnic

dr dy

pro te {4y, 0> s pobateéni podminkou z(4,) =0, y(4,) = Y{.

Véta 4,6. Funkce [t -+ 3, 0] je jediné FeSeni soustavy diferencidinich rovnic

dr dy
d_t_l’ E—g(x,y)

s podteéni podminkou z(— %) = 0, y(— %) = 0.

V&ta 4,7, Funkce [1, 0] je jediné fedent soustavy diferencidlnich rovnic
dz dy
pro te 0, —A,> s poldteéni podminkou x(0) = 1, y(0) = 0.
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Véta 4,8. Funkce [D,(t), na(t)] je Felent soustavy diferencidlnich rovnic

& ), L= 1.0 + a0 00 9)

pro te (A, —A,> s pobdteini podminkou z(4,) = 0, y(4,) = Y.

Z t&chto v&t 4,5 a% 4,8 vyplyva, Ze neni moZné, aby byla splnéna podminka
(0,7) tohoto &lanku. '
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Pesome

O HEOJHO3HAYHOCTY! PEMEHNN CUCTEMBI
IUOOEPEHIVAJBHBIX YPABHEHUN

BIIAJUMUP NOJEAJ (Vladimir Dolezal), IIpara

Bompocsl, paccMOTpeHEEE B HacTOAMe# craThe, MOABUIINCH OPH M3YYeHAH
0606mernHX nuddepeEURANLHNX YpaBEeHRH, OHATHe KOTOPHIX OHII0 BBEIEHO
fI. Kypuseitaeu B [1], ocoberro npm u3yverun Pynxnun Jupaka B BeIHHEH-
HHX JuddepeENmaNTbEEX ypaBHeHAAX B [2], § 5.

f1. Kypugeiins B memme 5,1 foKa3kiBaeT ciefylomee IPeII0KeHne: Hycn: x(n),

d
7 = 0 — Bospacraomasa HenpepuBHad ¢yExnous, x(0) =0, R% =
0 .
ITycrs o(t), te0, S), — HempepHBHAs BelleCTBeHHAS (YHKIHA ¢ OTPAHMICHHBIM
m3mereHmeM. Ilyerb ¢g(x) = [g1(%1, - -+ @)y --vy Im(Zy - - -, Tpy)] — HeIpePHIBHAA

BeKTOpHaA YHKIUA Ha OTKpHITOM MHOKecrse D C K, Takas, 910
(0,1) lg(zs) — g(@*)| = y(llog — 2*)  mam @4, %D
IIyers zge D, t, €< 0, 8>. Torma ypasuenne
i
2(t) = 2o + [ g(x(z)) do(z)

EMeeT camoe 6oJbime OJHO peleHwue.

B ar0it craTee Ha mpuMepe ImOKasaHO, 4T0 yciosume (0,1), KOTOpOe AOIKHA
BHIONHATH QYHKIUA g(¥), HEIb3s 3aMeHHTHL Gonee crabbiM yemopmem: Ilyers
g(x) — HenmpepHBHasdA, BeKTOpHaA QyEKIua Ha MHOMectBe D C K, takas, dT0

334



t
ypasEerme z(t) = x, + [g(%(z)) dr mmeer mus z, € D, ¢, € 0, S) oaHO W TONBRO

%

OIHO peImeHze.
B rnase II mer mocrpomM Ba MEO;xecTBe <0, 7) X <0, 1> dynrnmo g¢(z, y)
TaKyloo, 9T0 A &, € <0, 8n>, 2 €40, 7, Yy € <0 1> cmcrema

x(t) = 2o + f dr, y(t) =y, + f g(z(z), y(r))de

ZmMeeT OfHO M ToIbKO OofEOo pemenme. B rmase IIT mm mocrpomm HempepHBHO:
BemecTBeHHYI0 QyEKNmIO 0(f), t€ (0, 87> ¢ OrpaHMYEHHKIM H3MEeHEHHEM Ta-
KyI0, 9TO CHCTeMe

t t
() =6fd0(f), y(t) =0f9(x(f), y(v)) do(v)

YIOBIETBOPAIOT IBA peIIeHHA.

B mansmeimem fl. Hypnseiins B Teopeme 5,1 mokrassiBaer ciefyomee Ipeiio—
wmenme: Ilyers f(x, t) = [fo(®y, ..., Ty B), ooy fu(®y, - .-, Tmy £)] — HempepHBHAA
BexTopHasg QpyExmus miasa x € D, t e (— Ty, T',>. Ilyers g(x) — Ppyrxnus, KoTO-
° pas BemoxHser yciosua jdemmsl 5,1. Ilyers g,(f), »n =1,2,3,... — Bempe-

. i
pEiBEag BemecTBeHHasaA ¢yErmus maa te (— T, T,>, D,(t) = f @a(7) d7.

- l.

ITyers mocmepmoBaTebHOCTH q)ymumeﬁ @, BHIOIHAET CHeXYOmMe YCIOBHA:

lim sup f]qn,,(-t)| dr=L< o0,

N> T

t N
lim  [lpu(7)ldr=0 mmm —T,=t<0,
N—>c0 —Ty

Tl
lim [lga(z)|de =0 gmna O0<t<T,,
i

n—>c0

lim D,(t) =0 ma —T,=t<0,
N0

~lim D) =1 ma 0<t, =7T,.
N—>0

Ilycts pemenme %(t), t e (— Ty, 03, <0 < Ty < T;), ypaBHeHUA

dz

OHO3HAYHO ompefensercs HasanpHEM ycaosmeMm u(— T'y) = y,. Ilycrs peme-

L
HEe v(t), te (— — £ >, YPaBHeHHsA = ¢(x) OMHO3HAYHO OIpeJielIAeTCsl Ha-

2’3 dt :
9anBHEEM yeaoBmeE v(— 4) = %(0) m mycts, HaroHexn, pemerne w(t), L € (0, Ty,
ypasHeEms (*) OZHO3HAYHO ONpefellaeTcsa HadallbHBIM ycnosnem w(0) = v(3).

IIycrs y, — yo maa n — 0.
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Torpga pasa mocTaTo9HO GONMBIIAX 7 CYIMECTBYeT pelleHme %,(f) ypaBHeHHA

3_;“ = {2, 1) + 9(®) . a(t), Zn(— To) = Ya

u
limz,(8) =u@t) ma —T,<t<0, limz,(¢)=w(t) pmm 0<t=T,.
Nn—>o N—>c0 g

B cratre MBI moxaikem Ha mpmMepe, 910 mpm Gosee craboM yeroBEE 0 QYHK-
nuu g(x) 3TO yTBep:KIeHAe HenpaBUIBHO.

Summary

ON NON-UNICITY OF SOLUTIONS OF A SYSTEM
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

Viapmmfr DoLEZAL, Praha

The problems considered in this paper have their origin in the theory of
generalized ordinary differential equations introduced by J. KurzweI in [1],
especially in the part concerning the theory of Dirac functions, Chapter 2 of
paper [2].

J. Kurzweil has proved, 1. c. Lemma 5,1, the following proposition: Let

t

%(n), n = 0 be an increasing and continuous function, %(0) = 0, f % =
i,

Let o(t), t € <0, 8> be a real continuous function with bounded variation. Let

g(@) = [g1(%1, ooy Tip)s vy Im(®ys - -+, )] De a vector function, continuous on
the open set D c E,, and such that

(0,1) lg(s) — gl@*)]| < x(llox — 2*) for zy,x*eD.
t
Let zye D, tye <0, 8>. Then the equation x(f) =z, + [g(x(r)) do(z) has at
- to
most one solution.

In this paper an example is contained showing that the condition (0,1) on the
function g(z) cannot be replaced by the weaker condition: Let g(x) be a vector
function continuous on the set D c Z,, such that the equation

z(t) = x5 + ifg(x(t)) dz

has a unique solution for z, € D, t, € <0, ). In Chapter IT we construct a function
9(x, y) on the set <0, ) X <0, 1), such that the system

x(t) = 2o + tf dr, y() =y, + tf 9(x(7), y(7)) d=z
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has a unique solution for #,e <0, 87>, ;e <0, @), o€ <0, 1>. In Chapter IIT
we construct a continuous real function o(t), £ € <0, 87 with bounded variation
such that the system

(t) = of do(7), y(t) = J g((7), y(7)) da(7) .

has two distinct solutions.

Further, in theorem 5,1, J. Kurzweil proves the following proposition: Let
F(@, 8) = [}1(Z1y oy Ty 1)y +ees fu(@1s -+ s T, £)] be & continuous vector function
for ze D, te{(—1T,, T,)>. Let g(x) be a function satisfying the conditions of
Lemma 5,1.

Let the sequence of real continuous functions ¢,(), »n=1,2,3,...,

te(—T,, T, fulfil the following conditions:

T,
lim sup 2[ lpn(7)|dz =L < 0,

t
lim [lgn(®)|dz =0 for —T,<t<0,
T, ‘

N—>c0

Tl
lim [|pa(r)]dz=0 for 0<t<T,,
7

. >0
lim D,(t)=0 for —T,=t<0,
N—>c0 )
lim ?,.0) =1 for 0<t<=T,,
N—>c0

i t e .
where @,(f) =Tf on(7) dr.

Let u(t), te (—T,, 05, (0 < Ty < T,) be a unique solution of

dz
*) ‘d—tzf(x,t)§ w(—To) = Yo
let the solution v(¢) of % = g(z), v(— %) = u(0) be defined for t e (— g-, %},

and let the solution w(t), t € <0, T,> of (*) be unique. Let y, — u(— T'y) with
7 — 0.

Then there exists a solution 2,(t), t € (—T, T of

g_:‘ = f(z, t) + g(=) - @al?)

Zp(—Ty) = Y,, (not necessarily unique) for n sufficiently large and such that

lim z,() =u(@) for —T,<t<0, limz,()=wl) for 0<t<T,.
N—>0 N—>00

In this article we show an example proving that this proposition is wrong
under some weaker conditions on the function g(x).
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 85 (1960), Praha

0 JISTE VLASTNOSTI SOUSTAV NEZAVISLYCH PRVKU
V ABELOVSKE GRUPE

MrLAN SEXANINA, Brno

(Doslo dne 18. édervence 1959)

V ¢&lénku se dokazuje, Ze kazdd neprdzdnd mnoZina nezévislych
prvki z abelovské grupy je'jejim faktorem ve smyslu Hajésové.

Necht & je abelovsks grupa. Neprazdnou podmnoZinu M z & nazyvame ne-
zévislou, plati-li pro kaZdou neprazdnou kone&nou podmnozinu N = {a,, ..-»
..y @,} mnoZiny M, %e z rovnice v,a, + ... + v,a, = 0 (0 je nulovy prvek
grupy @), kde v, jsou cels &isla, plyne v; = 0 pro ¢ = 1, ..., n (viz [1], str. 123).

Necht M, N jsou dvé neprizdné podmnoZiny z @. Potom M + N znali
mnoZinu viech téch prvkd z ®, které se daji psit jako soudet prvku z M
a prvku z N. D4-li se kazdy prvek = z & psit nanejvy$ jednim zpisobem jako
m+n,meM,neN,pifeme M | N.Jeli =M 4+ N a M | N, piSeme téz
M i N atikdme, 2e M a N tvoi faktorisaci grupy & ve smyslu Hajésové (viz
té% [2]) a M a N nazyvame faktory grupy .

Dokéazeme vétu:

YVéta. Nezdvisld mnogina M c ® je faktorem & ve smyslu Hajosové.

Dikaz. I. Necht M je koneénd mnofina, tedy M = {ay, ..., a,}. Uké-
zZeme, ze : . i

M= {a,, ..., a,} + E[kna, + kya, — 2a,) + ... + k,(a, — na,) ,
ky, ko, ..., k,, probihaji mnoZinu celych &isel] ,
kde M je nejmensi podgrupa z & obsahujici mnozinu M, tedy
ze Mz = ha; + bty + ... + hya,,
h; celé ¢&islo (piSe se téZ M = [M]). Necht tedy x = ha; + hoay + ... + hra, &
hy+ 2hy + ... + nh, =gn + s,
kde 0 < s < n.

a) Necht s & 1. Potom & = a, + nga, + >k,(a; — ia,), kde k; = h; pro ¢ == s,
ky=h, — 1. howt

338



b) Necht s = 1. Potom & = a, + gna, + > h,(a; — ia,). Tedy v obou pi{padech

i=2
ze{ay, ..., 0,} + Elkma, + ... + k,(a, — na,), k; celé] .
Necht nyni pro jisté ¢, ¢ a celd ¢isla »;, k; (j = 1, ..., n) plati

a, + %na, +l_§;‘z(“z —la)) = a; + kyna, +2;k,(a, — lay) .

Pouzijeme nyni ptedpokladu, Ze a,, ..., a, jsou nezavislé prvky.
1. Necht 2 = «. Potom z¥ejmé k; = x;.
2. Necht 7 = 1 < ¢. Potom porovndme koeficienty u a; a dostaneme rov-
nice
1 + ”177/ —= zl}‘l == nkl - Zlkl > Ko = kz, ceey Ay = ki + 1, ey Hy = k” .
=2 1=2

Odtud plyne nxz, — 1+ = nk, — 1, coZ je spor, nebot 2 <7 <matedynxi— 1.
3. Necht 1 < 4 < ¢. Srovninim koeficientéi u @, plyne '

— Dby = nky — Dk,
1=2 1=2
o =Fbg, vy =k;+1, .., +1=k. .. u%,=k,.

Odtud dostdvédme nx, — ¢ = nk, — ¢, tedy ¢ =1, coZz je spor. Tedy M=
= {ay, ..., @} 1 E[kyna, + ... + ko(a, — nay), k; celé].

Oznaéme N = E[kna, + ... + k,(a, — na,), k; celé]. Je-li N systém repre-
sentanti ti¥id grupy & vzhledem k podgrupé M, platl podle znamych vét o roz-
kladu grupy v tiidy

= [{ay....0.} L+ R L N ={ay,...,a,} LT NI N].
Tedy {a,, ..., a,} je faktorem grupy & ve smyslu Hajésové.

II. Necht M je nekoneénd mnoZina nezévislych prvki z &. Nechf u znaéi
podatedni ordindlni &slo pislu§né k mohutnosti card M. Uspofddejme M
v -posloupnost {ay, ay, ..., a,, ...}, t < u. Necht opét M = [M]. Je card M =
= card M. Uspofddejme M v posloupnost {z, 2y, ..., &, ...}, ¢ < p. MnoZiny
A, (1 < u) definujme takto: 4, = &, je-li 4,=0; 4, = {a,,...,q,}, jeli
x, = o0, + ... + &xn0, , pi emi «, ..., &, == 0. Z nezévislosti mnoziny M
plyne jednoznaénost definice mnoZin A4,. _

Nyni budeme transfinitni indukei definovat posloupnost {ty, ..., %, ...},
¢ < pprvkiz M, pro niz plati M = M | U{t,}, ({.} znadi mnoZinu o jediném
prvku f). k=

Polozme t, = x, — a,. Je ziejmé M | {t,} a zge M L {t,}.

Necht 1 <y < u a predpoklédejme, Ze jsou definovéna t,e M pro ¢ <»
takova, ze M | U{t,} a z,e M I U{t,,}

<p
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Necht », = t, + @, UkéZeme, te M &= M + U{¢,}. Je totiz card U4, v
<y w<v

U {a,} < card M. Existuje tedy a,,non U4, v {a,}. ProtoZe
: x<y

zeM + Ut} =>r=0a+2,,—a

<y

pro jisté ¢, a ae M, plati 2a, none M 4 .9.{t‘}' Jinak by totiZz bylo 2a,, =
=a+z,, — ay,tedyz, = a,—a— 2alﬂ, odkud ,,€ A, coZ je spor s volbou
Gy <

Necht », je prvni index, pro n&jZ plati 2, none M L U{t,} (je», =), necht
a,none U4, v {a,} v 4,. Poloime t, =z, — a,,. l<"Zi'ejmé plati ¢, eM

x<y

ax,e M + U{t,}. UkdZeme, 2e M | U{t,}. Pripustme, %e a, 4%, = ay + 1.

= ISy
pro x <v. Potom a, + %, —a, =a,+2, —a, a tedy a,=a, + %, —
— ay —z,, + a,. Kdyby e, = a,,, potom by bylo z, = a) + 1, COZ je spor
s volbou #, . Tedy ¢, += u a a, e 4, U 4, U {a.}, coZ je opét spor z volbou a,,.-
Tedy M | U{t,}. Tim je hledané transfinitni posloupnost sestrojena.

(=<4

Diikaz tvrzeni, Ze M je faktor, je ty%, jako v odstavei I.

Poznamka. V &anku [3] bylo dokézno, %e mnozina {0, 1, a}, kde « je
iraciondln{ &slo, je faktorem grupy reilnych &isel ve smyslu Hajésové. Toto
tvrzeni plyne ihned z nadf véty, nebot pro iracionalni &slo &, nezavislé racio-
nélné na «, je {e, 1 + &, « + &} nezdvislon mnoZinou v mno%iné redlnych &isel,
tedy faktorem. Tvrzeni pak plyne z toho, Ze je-li A faktorem & a a € &, je téZ
A + {a} faktorem @.
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Pesome

OB OJHOM CBOYICTBE CUCTEM HE3ABUCHUMEIX 3JIEMEHTOB
B ABEJEBOI T'PVIIIIE

MUJAH CEKAHMHA (Milan Sekanina), Bpro

B cratee nokassBaeTca TeopeMa, 9TO Kaskmas cucTeMa M He3aBHCHMEIX
amementoB B aGemesoit rpynne & (em. [1], crp. 123) sBmuserca maoxarerem G
B cMblcie Xalioma, T. €. CyIecTBYeT Takoe MoaMHOkecTBo N ¢ &, uro rassmslit
amemenT u3 & MOKHO ONHO3HAYHO IPECTAaBATHL B BUIE CYMMHl & -+ b, rme
aeM, beN.

Summary

ON A CERTAIN PROPERTY OF A SET OF INDEPENDENT
ELEMENTS OF AN ABELIAN GROUP

MiraN SERANINA, Brno

In the paper there is proved that every set M of independent elements of an
abelian group & (see [1], 123 p.) is a factor of & in Hajds’ sense; this means that.
there exists a subset NV of & such that each element of & can be expressed just
in one way as @ 4+ b where ae M and be N.
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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 85 (1960), Praha

GEOMETRICKY VYZNAM PROJEKTIVNICH NORMAL
ROVINNE VRSTVY KRIVEK '

Avois Svec, Praha
(Doslo 24. srpna 1959)

Je nalezen dal§{ geometricky vyznam normél vrstvy kiivek v S,,
zavedenych ZB. NADENfKEM.

V projektivni roving S, bud ddna vrstva kfivek V; kazdému bodu 4, S,
‘bud piifazen reper 4,, 4,, 4,, pro ktery [4,4,4,] = 1 a[A4,4,] je tena v bodé
A, té ktivky vrstvy V, je% jim prochézi. V dudlni roving S5 k S, uvazujme duélni
lokalni repery «, = [4,4,], ¢, = [4od,], ay = [4,4,]; zdkladni rovnice vrstvy
jsou

2 2
(1) : d4; = 2 wid;, doy=—> wux; (1=0,1,2)
§=0 i=0
. .
(2) W1y = w1, 3wy =b0; + by, o3+ 0y = bzw1 + bawlz )

volba b; = 0 (1 =1, 2, 3) znamen4, Ze 4, lezi na jedné z ¢ -tych normil; viz
{1]. V dal$im naleznu geometricky vyznam téchto norm4l, odli¥ny od Nadeni-
kem udané charakterisace.

Za tim tdlelem uvaZuji vrstvy Vi, takto vytvofené: Bud dédna kolineace
K :8; - 8,, kfivka vrstvy Vg bodem 4 € S, ma v ném za teénu pravé p¥imku
14, KA] (uvazuji oviem takovou &st roviny S,, jeZ neobsahuje samodru#né
body K). Nyni plati, Ze pro kaZdy bod A dané vrstvy V existuje oo kolineact K,
pro néZ vrstva Vg md s vrstvou V v bodé A analyticky styk 2. #ddu. Analyticky se

2 2

jedné o nalezeni takovych kolineaci K4; = > ;4 ;, pro néz
§=0

(3) [(do + d4, + 3d24, + ) (K4y+ Kd4, + 3K d24, 4+ ..)] =
: = (0, + 0, + 10, +.---)(0‘z+d°‘2+%d2“z+---)
aZ na veliéiny ttetiho a vyssiho ¥adu (6, je ¥adu k). PHimym vypodtem se zjisti,
Ze takové nejobecné&jii kolineace K (nazvéme ji ptidruZenou) je
(4) KAy =apdo+ A;, KA, = a4, + (ag + 3b,) 4, + 4,,
KA, = 3bsdy + (b, — ay0) A, + 504, .

-
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Snadno se jiz nahlédne:

V S, wvazujme vrstvu V a bod A. Zvolme bod B, jenz nele#i na teéné v bodé A
krivky vrstvy V, kterd bodem A prochdzi. Nutnd a postadujict podminka, aby bod B
lezel na (1) pront, (2) druhé, (3) tieti projektivni normdle vrstvy V v bodé A, jest
existence takové pridruZend kolineace K (V a VK maji styk pravé vbodé 4), pro
niz

(1) body KB a A jsou linedrné zdvislé a K24 leZi na [4, B,
(2) body KB a A jsou linedrné zdvislé a K2A lezi na [KA, B],
(3) bod B je samodruznym bodem K.
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PesowMme

FEOMETPI/I‘IECHOE 3HAUYEHUE MMPOEKTUBHBIX HOPMAJIEN
IIJIOCKOTO CJIOA HPUBBIX

AJIONC MBEI (Alois Svec), IIpara

Iycrs garo mymeBoe coorsercTBue VA = o; A e x, AeSy aeS*; S,u Sy —
IBOMCTBEHHEIE APYr ApPYry IumockocTd. Mma kammoil tourm A €S, cyme-
cTByeT 00? KomnmEeanmit K, 1A KoTOpPHX coorBercTBua V m Vid = {4, KA}
EMEIOT aHaJHWTHYeCKOe KacaHme BTOporo mopsamka. Touwxa B memmr Ha -#
(¢ =1, 2, 3) Beperoit 3. Hagernxom Hopmanu B Touke A, eciIm I TOILKO
€CJIH cymecTByeT TaKasd Konmmueanua K, mus xoropoit Vy compuracaerces ¢ V
B Toure A m (1) [KB, A] = 0, K24 ¢ {4, B}, (2) [KB, A] = 0, K?*4 ¢ {KA, B},
(3) [KB, B] = 0. (3gech {R, S} ozHagaeT mpAMYIO, IPOXONAMYIO Yepe3 TOYKH
R, 8.)
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Résumé

SIGNIFICATION GEOMETRIQUE
DES NORMALES PROJECTIVES D'UNE COUCHE
DE COURBES PLANES

Arors SvEec, Praha

Soit donnée une correspondance nulle VA = «; A ex, A € S,, x € S¥; S, et 85
étant deux plans duals l'un & autre. Pour tout point 4 €8, il existe 002
d’homographies K pour lesquelles les correspondances V et Vid = {4, KA}
ont un contact analytique de second ordre. Un point B est situé sur la i-ome
(: =1, 2, 3) normale — introduite par M. Z. NApENTRK — du point A4 si et
seulement &’il existe une homographie K pour laquelle ¥V oscule V au point 4
et (1) [KB, A] = 0, K?4 {4, B}, (2) [KB, A] = 0, K24 ¢ {KA, B}, (3) [KB,
B] = 0. (Ici {R, 8} désigne la droite passant par les points R et S.)
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

OPTIMALNI REGULACE

Haxa SvoBopOVA a Jiitf VaniCex, Praha
(Doslo dne 1. zd¥i 1959)

V élénku se referuje o vysledeich dosaZenych v teorii optiméln{ regu-
lace a podévé se p¥ehled literatury tohoto oboru.

S rozvojem techniky stéle p¥ibyvéa procesii, které jsou Fizeny automaticky,
bez ptimého zésahu &lovéka. ’

Prakticky podklad otézek, o kterych se jednd v tomto ¢lanku, je asi tento:
Chceme, aby se piistroj b&hem své prace udrzoval stidle v uréitém stavu,
optimdlnim pro jeho vykonnost (nap¥. spravnd rychlost piitoku paliva kosmic-
kych raket, dostatedné velky, ale pfitom bezpeény polet rozstépenych atomt
za jednotku &asu v atomovém reaktoru, spravny podet otiddek rotoru turbiny
apod.).

Prvni otézka je, jak sestrojit uvazovany piistroj tak, aby se stale udrzoval
v tomto optimalnim stavu. (Typicky pifklad zaiizeni, které ndm to zprostied-
kuje, je znamy Wattiv regulator uZivany bézné u parnich stroji.)

Ve skuteénosti vak na soustavu stéle pusobi fada nahodilych prvki, které ji
vychyluji z optimélni polohy, napt. zmény zatiZeni u parni turbiny. Druhy,
neméné dulezity problém je tento: ’

Predpoklédejme, e mizeme néjakym zpicobem zasahovat do uvazovaného
déje tak, %e v urditém rozsahu ménime vstupni parametry (nap¥. hloubku,
do které jsou spustény kadmiové tyée brzdici rozpad v atomovém reaktoru).
Otdzka je, jak mame tyto parametry mé&nit, aby se soustava vrétila z libovolné
polohy do optimélni co nejd¥ive, za optimélni éas, a z kterych poloh je viibec
mozno vratit soustavu do optimélni polohy.

Matematickd formulace problé;nu je tato:

Necht 7' je topologicky prostor. Budeme fikat, Ze je ddn regulaéni proces,
je-li dan systém n diferencidlnich rovnic

i:i = fi(xls ceey Ly, u)
nebo vektorové
(1) (3’1—); =f(x,u), kde x= (..., 2%,) € E,, z,(t), ..., Z,(t)
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jsou redlné funkce dasut, we T, f,(x, w) jsou spojité funkce v E, X T a maji

spojité parcidlni derivace prvniho ¥ddu podle proménnych z; (j = 1,...,n)
v E, X T. Reguldtorem naseho procesu budeme nazyvat zobrazeni u(f) inter-
valu {t,, t;> do 7. :

Budeme iikat, Ze reguldtor u(t) prevadi bod &, v &,, jestliZze existuje FeSeni
soustavy (1) s reguldtorem u(t) tak, Ze
x(ty) = §o, X(t) =&y .

Reguldtor budeme nazyvat optimalni mezi body §, a &, jéstliie prevadi
bod &,V &, za &as 7 a jestlize neexistuje regulator, ktery by prevadél bod §, v §;
za ¢as kratsi.

Ukolem je najit optimalni regulétor prevadéjici libovolny bod § do poéatku
a vyjadiit tento reguldtor jako funkei bodu x (vychylky) misto &asu é.

Pro obecny ptipad nelineirni soustavy se podafilo sovétskym matematikim
L. S. PoNTRIAGINOVI a R. V. GAMRRELIDZOVI odvodit nutnou podminku pro
optimélnost regultoru, tak zvany princip maxima (za ptedpokladu, Zze funkce
u(t) je po dastech spojitd a mé body nespojitosti pouze prvniho druhu).

V [8] je nejprve Fefen obecn&j§i problém, najit takovy reguldtor, aby
funkecionél

t
L(w) = xffo(x(t), u(t)) de,

kde f, je funkce spojitd v E, X T, byl minimélni. Pro specidlni pfipad

(2) fo=1

dostdvédme pak optimilni regulétor. Vysledky pro tento déleZity specidlni
piipad lze shrnout v nasledujici vétu:

Necht ¥ je libovolns vektorova funkee; oznadme skaldrni soudin (3, f(x, u)) =
= H(vY, x,u) a sup H(, x, u) = M(, x).
ueT .

Yéta 1. Necht u(t) je optimdlni reguldtor vzhledem k (2) soustavy (1) a x(t) jemu
odpovidajici FeSeni soustavy (1). Potom existuje takovd nenulovd vektorovd funkce
P(t) = (91(0), -5 Palt)), Ze

H(3(t,), x(to), ulto)) 2 0,
a funkce P(t), x(t), u(t) vyhovuji Hamiltonovu systému

dz; oH . dy, eH .
dt_ay)’ (7~1,-..,7L): -d_t———gi; (7——1,...,7’!;),

pridemZ H(P(t), x(t), u(t)) = M(P(t), x(t)). Ukazuje se kromé toho, Ze funkce
H((t), x(2), u(t)) je konstanint, takze H((t), x(¢), u(t)) = 0. Viz [8].

Mnohem tdplngjich vysledkd lze dosdhnout pro pripad linesrni soustavy.
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UvaZzujme systém n diferencidlnich rovnic
(3) x=Ax + ¢ uy(t) + ... + ¢, u,(t) .

O matici A pfedpoklédéme, Ze je regularni a nezdvisi na ¢; x,¢; (=1, ...,7)
jsou n-&lenné sloupcové vektory. .

Pontrjagin a Gamkrelidze predpokladaji, Ze reguldtory u,(t) jsou po &astech
spojité a maji body nespojitosti pouze prvniho druhu. (Viz [4, 7, 8].)

V nagi nepublikované préci, kters ziskala prvni cenu v celostétni studentské
védecké soutézi za p¥irodni védy, je predpokliddno, Ze reguldtory u,(t) jsou
méFitelné funkce. Za prostor 7' budeme brat kartézsky souéin r jednorozmér-
nych intervali (—1, 1>.1)

Pro tento p¥ipad byla dokdzéna Gamkrelidzem [6] a nezdvisle na ném nami
ve shora uvedené praci existence optimalniho regulatoru pro linearni soustavy.

Véta o existenci optimélni soustavy reguldtord:

Oznatme @ = |lp;| fundamentdlni matici YeSeni soustavy x = Ax
v <0, +00), tj. funkéni matici, pro kterou plati @ = A®P. Déle oznaéime in-
versni matici @1 = Y. !
Reseni soustavy (3) je uréeno vzorcem

i r
(4) x(t) = @(t) (9o + [W(7) D¢, us(v)dr) pro te<0, +0).
0 j=1
Oznaéme x(t, u,, ..., u,) TeSeni soustavy (3) ptisluiné k systému regulatort
{tg, ..., U}

Véta 2. Necht existuje systém reguldtori. {v(t), ..., v,(t)} definovanigch na
<0, +o0) a T’ > 0 tak, Ze pro pFislusné Fedent soustavy (3) je x(1', vy, :..; ¥,) =
= §;, kde §, + §1 ¢ E,.

Pak existuje systém requldtors, {ny, ..., n,} a éislo 0 < T < T’ tak, Ze platt:

1. X(T’ Nys eens Np) = gl’ g

2. pro libovolny systém reguldtori {u,, ..., u,} a 0 < t < T je x(t, uy, ..., u,) ==
=+ 5. ‘

Dikaz. Bud M mnoZina téch ¢ e <0, + c0), ke kterym existuje systém regu-
latortt {uy, ..., w,} tak, %e x(t, uy, ..., %,) = §,. M je zdola omezena nulou,
a protoze 7" ¢ M, je M = @, tedy existuje inf M = T

Je-liT = T, je nutné T e« M a véta je dckézdna. Bud T' < 7", pak existuje
klesajici posloupnost 7" = t, > t, > ... tak, %e t, — T at,e M. Ze vzorce (4)
plyne, %e piisluiné funkce u7’, ..., u; je moZno volit tak, Ze w;(f) = 0 pro
te (i, +00), tedy je :

1) L. S. PONTRIAGIN v [8] zobecnil vysledky pro p¥ipad, e T je konvexni mnoho-
stén v E,.
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&y == Kl W < 5 55 M) == (D(t (90 + fmlp‘ Zc uy (7)dr) =

= D(t,) (90 + qu(‘t) ZC 'u’j 7) d7).

ProtoZe u; je méfitelnd a omezena, emstu]e neuréity Lebesguetv integral,
a oznatime-li
t

U = [ufr)dz,

0

(% Un(t) = up(t) skoro vSude. Plati '

T T
[®(7) ¢; uT(7) dv = [W(z) ¢; AUT(7) ,
0 0
kde vpravo je Lebesgue-Stieltjestiv integral.
Jest
Tl
|U j(a) — Uj(7y)] éTﬂ“?(TN dr = |7, - AP

tak¥e funkce U™ spliuji Lipschitzovu podminku s konstantou 1. Tedy funkce
U jsou stejné spopté a také stejnd omezené. Podle Arzelovy véty lze z {Ur}
vybra.t posloupnost { U"‘} stejnomérné konvergentni: U’" — H ;. Ze stejnomérné
konvergence U7 — H , plyne, #e také H, spliuje Llpschltzovu podminku s kon-

stantou 1 a tedy existuje skoro viude ; H(7) = n4(7) a je

fns)] = ftim 240 = 20

ProtoZe je |u]| < 1, jsou variace funkcf U”; v intervalu <0, ") omezeny kon-
stantou 7" nezavislou na m a uZitim Hellyovy véty [1] dostaneme

=1

llm f () c; dUP(z) = f'P'(T) ¢;dH; = f'F (v) s ms(v) de = fw(f) c;7;(7) dr

(protoze ;=0 pro t > T).
Tedy i

Him ‘P(tm)(qo ft f Q'(T) 2 c;uf(r)d7) =

= 2(T')(qo + f ¥(7) Zc u(r)dz) = §,,

coz znamend, ze x(T', 1y, ...,n,) = §;, a tedy TeM.
Pro daldi vySetfovani je nutno zavést na soustavu omezujici predpoklad.
Systém (3) budeme nazyvat regularni, jestlize Zadny z vektori ¢y, ..., ¢, nelezi
v zadném podprostoru P c E, niZ§ dimense nez 7, invariantnim vzhledem
k operatoru A.
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Ukazuje se, Ze pro regularni soustavu maji optimédlni reguldtory zvlasté
jednoduchy tvar. Maji koneéné mnoho bodid nespojitosti a nabyvaji pouze
hodnot 1 a —1. (ZtotoZzniujeme oviem funkce, které se lisi pouze na mnoZiné
nulové miry.)

O tvaru TeSeni plati tato véta:

Véta 3. Bud (3) reguldrni soustava a {n;, ..., n,} soustava optimdlnich reguld-
tord soustavy (3) mezi body §, a §,. Pak existuje Fedent systému @ = — A'w tak,
Ze platt n,;(t) = sgn (w(t) . c;) skoro véude.

Naznaéime pouze nejdileZitéjsi etapy dikazu. Oznaéime A(f) mnoZinu
vSech bodu x(t, uy, ..., u,), kde {u,, ..., u,} je systém regulatort; dile oznatime
{M1 -+ > ,} Systém optimélnich regulétort a 7' optimalni éas. Plati:

a) Mnozina A(T) je konvexni a bod §, = x(T, 9, ..., n,) leZi na jeji hranici,

b) Je-li A konvexni mnoZina, potom kaZdym bodem jeji hranice lze vést nad-
rovinu R takovou, e 4 le#i celd v jednom poloprostoru vytatém nadrovinou R.

Existuje tedy nadrovina R prochézejici bodem §, takové, Ze mnozina A(T)
lezi cel4 v jednom poloprostoru vyfatém nadrovinou R. Oznaéme a =
= (@, ..., @,) vektor kolmy k R, orientovany tak, Ze pro kazdy systém regu-
latord {uy, ..., u,} je

(5) a. [X(T, Uy, ...,’ll»,.) - X(T, Nis o5 771')] go-

Oznadme

(6) ' b=a.®T), of)=>b.¥(i.

Vektorovs funkce w(t) definovand vztahy (6) spliuje soustavu @ = — A'w.

c) Je-li systém (3) reguldrni, jsou vektory c;, Ac;, ..., A% Ic; linedrné neza-
vislé.
Z t&chto tvrzeni jiz snadno plyne v&ta o tvaru Feeni.

Podle (4) a (5) je
(7) alx(T, uy, ..., %) — x(Ty 1y -5 m0)] =
T r
= J" D(7) W(7) 2cs(ui(v) — ny(7)) dz =
j=1

r

T
= of"’("-’) Zfi(uj(f) — (7)) dr 0.
e .

Protoze funkce w(7) . ¢; maji v intervalu <0, 7'> pouze konedny podet nulovych

bodi, plati, Ze sgn @(7) . ¢; je funkee po Sastech konstantni s koneénym podtem
bodt nespojitosti. Stadi tedy dokazat toto:

~Jeli {ny,...,n,} systém optimélnich reguldtor, je #; = sgn @(7).¢c;,
9=1,...,r, skoro viude v <0, T. ' '
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Oznadme G, mnozinu téch ¢ € <0, T') takovych, Ze sgn w(f) .¢; =1 a n;t) <
< 1. Necht u(G“.) > 0. Definujme systém reguldtort {#,, ..., 9,} takto:
ﬁi=77i pro z:l:? & t€<09T>s
_s1 pro teGi
7N n; pro te(0,Ty =G .
Dosadime-li do vyrazu (7), dostaneme:

T . ’ .
‘Jm(T)kZICk(ﬁk(r) — (7)) d7 =ij‘0(7) ¢;(1 — 75(7)) dz > 0

a to je spor s (7). Tedy u(G,) = 0.
Podobné definujeme G’ a dokédzeme, Ze w(@.) = 0. Tedy u(@?) =0, kde'
Gi= & (n; +=signw.c). '

te(0,T)
Jednoznaénost systému optimalnich reguldtort plyne z nésledujici véty:
 Véta 4. Jsouli {ny, ..., 7,} @ {Oy ..., D} dva systémy optimdlnich reguldtord.,

je n; = 9; 9 =1, ...,r, skoro vsude v <0, T'.

(P¥i uréovéni optimélniho regulatoru vzorcem 7,(t) = sgn o(f) . ¢; tedy ne-:
zélezi na volbé nadroviny R.) ,

0]
Dikaz Bud x(T, ny, ..., n,) = x(T, B, ..., 9,) — &,. Pak také x (T, i,

e @i' = §1.. Necht existuje 1 <j<r ték, ¥e n; + ©; na n&jaké mno-

zZing G4, ktera nem4 nulovou miru. Oznaéme

Ni = Hlx1), Mi= & (|8,0)] +1);
W= & (4D, W= € (9,0] D

potom u(N¥) = u(M?) = 0. Ale pak 7%9—’ =0 na G/ = (M7 u NY), coi je

spor, protoze {771 —‘; 191, . _; ﬁ'} je systém optiméalnich regulétort, a tedy

n; + 95

2

4

musi byt

= 1 skoro v§ude.

V praxi neni p¥ili§ dilezité urdit optimalni regulatory mezi dvéma pevné
zvolenymi body jako funkce &asu ¢, ale je dileZité urdit je v zdvislosti na poloze
bodu x tak, aby se bod pohybujici se podle rovnic

x = Ax + ¢; uy(x) + ... + ¢, u,(x)
dostal z libovolné polohy do optimélni za minim4lni &as. Tomuto tkolu se k4
syntéza optimalni soustavy.

Vzhledem k tomu, Ze o optimalni poloze predpoklddime, Ze se v ni p¥i idedl-
nich podminkach, tj. pfi vyloudeni vech rusivych vlivii a p¥i neplisobeni regu-
latort, soustava stéle udrzuje, budeme brat za tuto polohu poéatek. .. ..
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Z existenéni véty a z véty o jednoznadénosti plyne, Ze existuje takovd mnozina.
G c E,, pro kterou plati:

Je-li x e G, pak existuje pravé jedna optiméln{ trajektorie vedouci z x do po-
éatku; jestlize x non e @, neexistuje zZadny reguldtor mezi body x a 0. Lze do-
kizat, ze tato mnoZina je vidy oteviend a konvexni a Ze muZe (ale nemusi)
splynout s celym F,. Pontrjagin v [8] odvodil, Ze postadujici podminkou pro
G = E, je, aby realné &asti v8ech vlastnich &isel matice A byly zdporné.

Chceme urdit nejprve mnozinu G téch bodi, z kterych je mozno dospét do
poéatku pomoci néjakého reguladtoru (a podle existenéni véty také pomoci
optimalniho regulatoru) a pak na G definovat funkece u,(x), ..., u,.(x), p¥i kte-
rych se libovolny bod § € G dostane do potétku v nejkratsim éase.

Mo#nost uréit funkei % pouze v zévislosti na bodu x je déna tim, Ze je-1i u(t)
optimalni reguldtor mezi body &, a §, a x(f, ) piisluiné i'eéeni systému (3)
takové, Ze £, = x(t,), & = x(t,), t, <<ty a jeli t, <1, <ty <1, je také u(t)
optimalni reguldtor mezi body &§, = x(t,) a §, = x(t,).

Déle se omezime pouze na jeden reguldtor a uvedeme postup konstrukce
funkece .

Z véty o tvaru optimdlniho reguldtoru plyne, Ze viechny optimélni trajek-
torie a optimalni reguldtory vychaze]ml pro ¢ = 0.z poéatku dostaneme FeSenim
soustavy podminek:

(8) %= Ax +cult), ult)=sgn (o)., bO=—Ao

v intervalu (—oo, 0> pro ruzné poclateéni podminky pro w(t) a pocateém
podminku x(O) = 0 pro vektorovou funkei x(z).

K uréeni u v zdvislosti na x vySetiime mnoZinu téch bodi, ve kterych pii-
sludna funkce u(f) méni znaménko. Resime tedy (8) p¥i libovolné podsteéni
podmince pro - @(t). Je-li pro uréitou politeéni podminku stile (t).c == 0,
neméni na piislusné trajektorii tato funkce znaménko a tedy je tam u(x) rovno.
stale bud 1 nebo —1. Jinak uréime pro kazdou poéateéni podminku prvni bod,
v kterém je skaldrni soudin w(t) . ¢ = 0. Dostaneme tzv. kiivku prvnich zvrati.
Nyni opét fesime (8) pro rtzné poditeéni podminky na k¥ivee prvnich zvratii
a dostaneme tim k¥ivku druhych zvratd atd.

Pro ilustraci uvddime, jak vypada situace ve tfech jednoduchych, ale charak-
teristickych ptipadech. Silng je zakreslena kiivka zvratu, slab& hranice oblasti
G a Gerchovang nékteré trajektorie (viz obr. 1 aZ 3).

Zajimavé mySlenky obsahuji nékteré prace N. N. KrASovSEEHO, které vyily
v posledni dobé.

V [12] je feSena tloha o optimélni regulacl pro dvé nelinedrni rovnice, jejichz
pravé strany zavisi explicitng na dase. V préci je uvedena bez ditkazu existendni
véta analogickd k vé&té 2. Dale jsou uvedeny nutné a postadujici podminky pro
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optimélnost a je popsina metoda ptiblizného Yefeni. Je uvedena véta, zarudu-
jici korektnost tlohy v tomto smyslu: Jsou-li

dx

© S =01 +740),
5 @) =1
(10) T = Oy, 1) + 1 400),

dva reguladni procesy, pak ke ka¥dému ¢ > 0 a bodu x, existuje é > 0 tak,
Ze je-li

lg —q®| <8, f—fo <3, lafi_gi <8

0 ; oY;
a je-li T, optim4lni 8as pisludny k tloze (9), existuje také optimalni regulétor
1dlohy (10) a pro pHsludny optimalni éas T3 plati |7, — T¢"| < e.

V [13] je ukdzano, %e n8které nutné podminky pro optimalnost jiZ ani v jed-
noduchych piipadech nelze zeslabit.

V [11] je feSena stejns tloha jako v [12] pro libovolny podet rovnic. Situace
je mnohem sloZit&j$i ne% v piipadé dvou rovnic. Za omezujicich pfedpoklada
pro pravé strany je dokizana existenéni véta a n&které postadujici podminky
pro optimalnost regulatoru.

0dlisné metoda je zpracovéna v [10] a [14]. V [10] se uvaZuje systém expli-
citné zavisly na dase

dx <
—Et—‘ = fi®yy ey Xy by Ugy ey Uy), T=1,..,1m.

Za piipustné regulétory se povaZujf funkee u,(t) po &4stech spojité, pro které
plati

GT(ul(T)’ svey ur(T)) =N,
kde N je dana konstanta a Gy funkeciondl zavisly na u; v to, tp + T.
Na piiklad:

1. Gr = max |u(t)], k=1,...,n, ety +T);
t,+T r -

1
2. Gr = (‘f ’Zlu;(z) d7)?;

te+ T

3. Gr = % ( f i u3(7) dr) a jiné.2)

k=1

Bud nyni £ > ¢, libovolny pevny &as; 7)(t) funkece, pro kterou je x(£, 7y, - - -»
..., n,) = §,. Najdeme p¥i pevném ¢

min GT("h(t): ceey N(F)) = F(t) .

?) Omezeni 1 vede ziejmé na problém, ktery jsme jiz vySetfovali. P¥i 2 jde pro p = 2
v podstaté o omezeni celkové energie. ! P
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ulx,y)=-1

Obr. 3.
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Optimalni &as bude pak‘néjmenéi z isel & =t — &y, pro které F(t) =F(t,4
+ 9) < M. Odpovidajici FeSeni variaéniho problému bude optiméln{ regulator
a optimalni trajektorie.

Pti omezenich typu 2 a 3 neni mo#né provést syntézu dlohy, protoZe neni
spln&na podminka, Ze kazdé ¢ist optimdalni trajektorie je optimélni trajektorii,.
jako tomu je v ptipadé 1.

Obecnéji lze tlohy tohoto typu fesit pfedeviim jako tak zvany L-problém.
ve funkecionalnim prostoru s metrikou odpovidajici typu ohranideni reguldtoru..

V [14] je tento postup uZit na soustavu
% = Ax + by + W&V L | | elr-DE&n-1)
pfi rznych omezenich na regulatory n, &0, ..., &n-1),

Nejdulezitéjsi jsou:

1. e<‘>—0proi—— L..on—1,p@) <1lpro0 =t <T,;

n2(t) + Z[gm(t)]a <1pro 0=t =T,

Ukazuje se, %e pii dostatedné obecnych predpokladech zévisi optimalni
reguldtor dlohy p¥i omezeni 2 spojité na ¢. Hledan{ tohoto reguldtoru vede na.
FeSeni obydejné diferencialni rovnice. Déle je studovan limitni p¥echod e — 0,
ktery dovoluje aproximovat nespojity optimdlni regulator dlohy 1 spojitym
optimalnim reguldtorem ulohy 2. Odtud také dostaneme p¥ibliznou metodu pro-
TeSeni dlohy 1.
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Pesome

OIITUMAJIBHAA PEI'VJIALNMSA

I'. CBOBOJOBA (H. Svobodovd) m 10. BAHNYEK (J. Vanidek), IIpara

Haerca 0630p BOmpoca ONTHMANIBHOIO PEryJIHPOBAHUA M JOCTHKEHHH CO-
Berckmx marematukoB JI. C. Ilonrparmua, P. B. Tamkpenmnse m H. H.
HpacoBckoro m ipyrux B 1ol 06macTu.

Bonee nmoapo6ro paccMaTpmBaeTca cirydail T@MHEHHOH CHCTEMEI
r
X = Ax + > ¢ . uy(t) ,
k=1

THe PeryiATOpPHl HPeANoIaraioTes U3MEePUMBIME (QYHKIUAME OT BPEMEHH, BEI-
TONHANIIAME yCJIOBHe |u(t)] = 1 mourum Beliomy.

Perynaropsr mimyrtest Tak, 4T06bl pelieHme CHCTEMBI JOCTHIJIO Hadaja KOOp-
JuBAT ¢ M000BO IOMOKEHUS B KpaTdaiimee BpeMs. v

[orasaHa Teopema cymecTBOBaHMA I ONTHEMAJIBHOBO peryiATOpa, IPH
JOCTaTOYHO OGIIMX YCJIOBMAX JaHa ero opMa U ONUCAH CHHTE3 cucTeMsl [las
WATYCTPAOUU HadepYyeHO peMleHre 3aJadé B TPeX XapaKTeDHHX CJIyJaAx
{pmc. 1—3).

HManee mpusomaTcs pesynbTaTl M CCHUIKH Ha JIATEPaTypy, Kacalomyiocs
HeIUHeAHBIX CHCTEM ¥ IPYIUX OTPaHUYCHUH Kilacca TOMYCTHMEIX PeryssaTopos.

Summary

OPTIMAL REGULATION

H. SvoBopovA and J. VANISEK, Praha

A survey is presented of optimal regulation of systems and the results ob-
tained in this field by the Soviet mathematicians L. S. PoNTRIJAGIN, R. V.
GAMERELIDZE, N. N. Krasovskiy and others.

355



-

A detailed treatment is given of the case of the linear system

x = Ax + ch,c Uy (8)
k=1

with the regulators w, measurable functions for which |u, <1 almost
anywhere. .

The problem is then to find regulators such that a solution of (1) is transferred
from an arbitrary initial position to the origin in the shortest time.

A proof is given of the existence theorem for optimal regulation; under suffi-
ciently general assumptions the form of the latter is found and the synthesis of
the system described. The results are illustrated on three characteristic cases in
fig. 1—3.

Finally, results and bibliography are listed concerning non-linear systems
and also other requirements narrowing down the class of admissible regulators.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

3AMETKA I10 KOJIEBJIIOIIUMCA PEIIEHUAM YPABHEHHUA
Y + )yt =0 :

AAPOCJIAB KYPLBEMI (Jaroslav Kurzweil), IIpara
(ITocrynmiro B pemakmmio 7. 3. 1960 r.)

B 3amerke JokasniBaercdA, 4TO B TeopeMe m3 crarem [1] M. fScmoro
BTOPOE YCIIOBYE MOMET BEITH OTOPOIIEHO, TaK KaK OHO IO CYIIECTBY ABJIA-
eTCA CJIe[CTBHEM IEePBOr0 yCIOBHA.

M. Hacasr B [1] HoKa3aJX CIEXYIOIIYI0 TeOPEMY: A

dean Pynryua f(x) nosoocumenvra u abCOLOMHO HENPEDPHIEHA 6 KaHCOoMm
KOHEUHOM npomencymre {Xy, oy, 1 = @& U €CAU, KPOME M020, Ydosaemeopacme
YCA08UAM ' '

(1) (n 4 1) f(x) +2f' () =0 duz x =z,
(2) VEI(x)gM ous =y, M>0,
20e @

/[ du ] f(o) doJrm=s
mo cywecmeyom Koaebawowuecs pew‘enuﬂuypaenenu:z
(3) Y + @)y 1t=0 (n=238,4,..).
Hoxamem, uro B sT0ff Teopeme yciuoBme (2) MOMKHO OTGPOCHTS. Ecam

[ du { f(o)do = [ (0 — ¢) f(¢) do pacxommress, To mo Teopeme @. B. ArkmA-
t u t
coHa [2] Bce pemenmsa ypasmenmsa (3)—xome6momueca. ITycrs Temeps ycmo-

0 0
Bue (1) Bemonmeno u maTerpan [ du [ f(o) do cxommresa. M3 (1) cmexyer, dro
t u g

(4) f(t) = #(7) (”-:)m, w<z<t, 3

ff(a) do = f(u) u"“fa"“l de = %f(u)u,

u
o

© w© - .
f du [ floydo =3 f i du = 110t [ e du = S o
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Orrynma u us (4) cmemyer, 4ro
© 1 1, @ | 3
Iw) S ¢ [[fla)] ™2 ¢ " mids =c [[f(t) . t0*Y] P24 T At <

b o 8 o _
Zc[f(m) 2ot ™2 [t 2dt=cx 2, ¢>0.

p
Hrax, ycnosume (2) BBIIOIHEHO.

3ameruM, uro (1) paBHOCHILHO TOMY, 910 2" f(xr)—He yOHBaromas QyHK-
uusa. B Teopeme M. flcHoro tpeGoBamme, uro QyHKnms f(x) abcomoTHO He-
TIpepHBHA B KaKAOM KOHEYHOM HPOMEKYTKe MOMKHO 3aMEHHTh TpeGoBaHHEM,
uro ¢pyEKnuA f(r) obmagaer KOHEYHHM H3MEHHEM B KajKAOM KOHEYHOM IIPO-
mesxyTRe. Irar ypaswenue (3) obaadaem koaebarowumcs peuwteruem, ecal
xn+1f(x) nosowcumenvrasn neybrsaowas Pyrkyus.
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Vytah
POZNAMKA O OSCILATORICKYCH RESENICH ROVNICE
¥ + )yt =0
JarosLAv KURzZWEIL, Praha

Je dokazéno, Ze ve vét& M. JasngHO [1] jednu z podminek lze vynechat.
Zminéné véta dostavé tak tento tvar:

Necht f(z) je kladnd funkce a mecht "1 f(x) neklesd. Potom rovnice (3) md
oscilatorické redent.

Summary

A NOTE ON OSCILLATORY SOLUTION OF EQUATION
Y +He)ynt=0 '

JArosLAv KurzwerL, Prahs
It is proved, that one of the conditions in the Theorem of M. Jasx¥ [1] may

be omitted. The Theorem mentioned above may be formulated as follows:

Let zn*'f(z) be positive and nondecreasing. Then there exists an oscillatory
solution of equation (3). ’
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RUZNE

POZNAMKA O PRAKTICKEM POUZITI KRIVKY KOCHLEQIDY

Oraxar LEMINGER, Usti n. Labem

Zvolme v roving dvé kolmé p¥imky p, ¢ s priseéikem 0. MnoZinu kruznic k,
s poloméry r = 1, které maji stiedy na piimce p a leZi v jedné poloroving
uréené pifmkou ¢, ozna&ime 2. Na ka#dé krusnici k, systému £ v jedné polo-
roving ¢ urdené primkou p zvolime bod P, tak, aby jeji oblouk 5}, =\ v
V poloroving ¢ uréime jesté na pifmee ¢ bod @ pozadavkem 0@ = m. MnoZina
bodd P, (r = 1) spolu s bodem @ je oblouk kiivky zvané kochleoida (obr. 1),
kterd byla studovédna vice autory. (Viz G. Loria: Spezielle algebraische und
transzendente ebene Kurven, Leipzig 1902, str. 417—423.)

7

SO

S
P

*

Obr. 1.
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Budeme predpoklddat, Ze uvedeny oblouk kochleoidy je vyrysovan a uké-
Zeme jeho pouziti k n&kolika geometrickym konstrukcim. Oznaéme jesté S,

stied kruZnice &, a o, = @T, @, = S/,O?T. Ziejmé ¢, = f(wx — o) a 10, = T
pro kazdé r = 1.

a) Je dén thel «, 0 < x < 7, a &islo p, 0 < p < 1. M4 se sestrojit thel

P . o. Urdi se kruZnice k, a k,, kde r = g— pH o, =aar = %r. Prisetik P,

r

naseho oblouku kochleoidy s kruZnici k,, pak jeji stied S, a polomér » = g =
= 08, se sestroji snadno pomoci Ghlu ¢, = (7 — «). Uhel O/S,'\P,r je hledany,
nebot rx, = oy = o = % Cp = Pix.

b) Sestrojit pravidelny n-thelnik (n libovolné ptirozené &islo > 2). Redi
se jako zvlastni piipad dloby a) proa, = x =z, r=1la p = % :

¢) Rektifikace oblouku y kru#nice o polomé&ru o (délka  oblouku y neni
vét&i nez mp). BudiZ « stiedovy dhel piisluiny oblouku y. Podobns jako v a) se

sestroji polomér r = z kruznice k,. Velikost z oblouku y je pak déna imérou

x:g=n:r(n=OQ, r=z).
(24
d) Na dané kruZnici poloméru ¢ uréit oblouk dané délky z. Sestrojime
kruznici k, s polomérem r = % a Ghel &, = O/S}, je stl'redovjfﬁl dhlem hleda-

ného oblouku na dané kruZnici.
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RECENSE

Otakar Zich a kol.: MODERNT LOGIKA, Orbis Praha 1958, stran 241, cena 10,—K¢s.

Knizka je rozdslena do osmi kapitol zpracovanych rlznymi autory. P¥edmluvu napsal
vedouci kolektivu prof. dr. O. ZICH, kapitoly I, IIT, V a VI napsal O. WEINBERGER, kapi-
tolu II M. Musziva, kapitolu IV K. BERKS, kapitolu VII M. JAURIS a kapitolu VIII
P. MATERNA.

Prvni kapitola (str. 11—28) o ,,Zékladnich pojmech teorie vyjadfovani®
kapitolou, ve které jsou uvedeny nékteré druhy jazykt a jejich funkee pii sdélovéni nasich
poznatkd. Na mnoha prikladech jsou zde objastiovdny jednotlivé zékladni pojmy logické,
podrobnsji studované az v daliich kapitoléch. Struéné je pojednéno o formélni povaze -
logiky a o metajazyku. V druhé kapitole (str. 20—75) je systematicky probrén vyrokovy
Xkalkul. Na fadd pifkladi je popséna jeho tabulkovéd vystavba a naznadena deduktivni
vystavba a zavedena konjunktivni normélni forma. V zévéru je pozndmka o aplikacich
vyrokového kalkulu v teorii elektrickych obvodi a o vicehodnotovych logikdch. Ve t¥eti
kapitole (str. 76—92) je podrobné objasnén pojem n-mistného predikstu a n-mistné vyro-
Xkové funkce, je pojednéno o kvantorech a jejich vyznamu a nakonec je jednomistnych
vyrokovych funkef vyuzito k popisu vztahtt mezi soudy logického &tverce. Ctvrté kapi-
tola (str. 93—127) je vénovéna t+{dnimu kalkulu, tj. z vétsk Edsti elementim teorie mnozin
2 mno¥inové Booleovy algebry vyloZzenym z naivniho hlediska. V samostatné pozndmce
je popséna souvislost mezi t#dnim a vyrokovym kalkulem. V zéveéru je tiidniho kalkulu
vyuzito k popisu a zhodnoceni kategorickych sylogismt. Pété kapitola (str. 128—141)
0 ,,Logice relaci* pojednévé v podstaté o elementech teorie bindrnich relaci a nékterych
Jjejich zékladnich vlastnostech. V §est é kapitole (str. 142—148) s ndzvem ,,Logika funkef*
jsou uvedena jenom zékladni pravidla odvozovani ve funkénim kalkulu. Sedmé kapitola
(str. 149—204) je vénovéna axiomatické metodd, kterd je, s ptihlédnutim k formalisaci,
aplikovéna pii vystavbé vyrokového, t¥idniho a funkéniho kalkulu. Jako p¥iklad axioma-
tisace mimo logiku je popséna Peanova axiomatika ptirozenych &isel. V zévéru je pojed-
néno o bezespornosti, uplnosti a nezévislosti uvedenych axiomatickych systémi. Po-
sledni, osm#é kapitola (str. 205—220) pojednévé o definicich. Vedle obvyklych typa de-
finic jako jsou b&iné (tj. nominélni) definice, definice abstrakei, definice rekurentnf
a implicitni (tj. axiomatické) definuje se neobvykly pojem definice kontextuélni a ne-
‘kontextudlni takto: ,,Takovou definici, jejiz definiendum obsahuje vedle definované kon-
stanty jedtd jiné vyrazy (nejéastéji proménné), miZeme nej v§hodnéji nazvat kontextudlni,
protoze piislusnd konstanta neni definovéna isolovand, sama o sobé, nybrz v uréité sou-
vislosti, v uréitém kontextu‘ (209). Samostatnd se uvad{ jesté definice syntetickéd a ana-
1ytické, o nichZ se ¥ik4, Ze ,»pIrvé mé metasystémovy zptisob zépisu (napf. pomoci znaku
= 4f), kdeZto drubé je formuli daného systému‘‘ (214). Kazds kapitola je zakondena
-cvidenimi.

Kniha je doplnéna (str. 221—242) seznamem nejpouzfvandjsich odvoditelnych formuli,
encyklopedickym heslem ,,moderni logika‘’, zajimavymi adaji ,,0 autorech®‘, seznamem
literatury, jmennym a véenym rejst¥{kem a obsahem.

Knizka tedy (s vyjimkou kapitoly VIII) podévé piehled o nékterych oborech v celém
svétd zarazovanych do elementl matematické logiky, ale presto nese nézev ,,Moderni

je avodni
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logika‘‘. Tento nézev je vyrazem jistych rozpakt nad souvislostmi mezi matematikou
a logikou. Ctenét se napt. dovid4 o moderni logice, ,,kters byla az do t¥icétych let naseho
stoleti péstovdna jako teoretickd disciplina hlavné v souvislosti s matematikou‘ (5), ale-
nedovi se jiz, Ze tento stav prakticky na celém svété trvé dodnes. Nebo se piSe, ze modernf .
logika, ,,dosla zejména v poslednich letech velmi vyznamnych aplikaci ve véddch a v tech-
nice‘‘ (5) nebo dokonce ,,Dnes nalézd moderni logika tak bohaté pole aplikaci, Ze by bylo:
velmi odvézné chtit je ndjak omezit* (229), ale nepiSe se konkretns, Ze mimomatematické:
(a mimologické) aplikace mé z modern{ logiky jenom vyrokovy kalkul a to v teorii elek-
trickych obvodd (viz kap. IT) a trochu v matematické linguistice v souvislosti se strojo-
vymi preklady a snad je§té nékde jinde, takZe ostatni obory moderni logiky maji zatim
stéle své vyznamné aplikace pravé jenom v matematice (a logice) nebo skrze matematiku
(nap¥. prostfednictvim teorie mnozin). Ostatné moderni logika sama je aplikaci matema-

" tiky na zkoumséni logickych zdkonitosti a to v tom smyslu, Ze matematici vybudovali teorii
moderni logiky obdobné jako se v matematice buduji rozmanité specidlnéjsf teorie pro
tdely aplikaci. Neni tedy zatim ddvodu nahrazovat termin ,,matematickd logika‘* termi-
nem jinym a to tim spiSe, kdy% ,,Hlubs{ vyklad moderni logiky se neobejde bez znalosti
teorie ¢&isel, teorie mnozin, teorie grup a jestd jinych partii matematiky‘‘ (7). Konedné se
zd4 byt zbyteénym rozlifovéni tzv. logické a matematické techniky a p¥i tom zdtraziio-
véni ,,Tento cfl (tj. zvlddnuti logické techniky, pozn. rec.), jehoz prakticky vyznam ne-
miize byt dost zdiraznén, sledoval kolektiv autort z4mérn&* (9).

,»Knizka si totiz klade za kol vyplnit jistou mezeru v na$i dosavadni literatute, jez
postrdadd takovy dvod, ktery by naudil étendie zejména logické technice‘* (9). Tato mezera.
v nasf matematicko-logické literatui'e skutedné existovala, nebot jedinou tvodni a popu-
lérnf publikaci z tohoto oboru je ,,Uvod do filosofie matematiky* od O. Zicha z roku 1947.
To vSak znamens, ze po této kniZce séhnou nejen nematematici, ale i matematici a studu-
jici matematiky navzdory tomu, Ze ,,KniZka neni napsdna pro odborniky v matematice,
tim méné pro odborniky v matematické logice* (7). V kazdém piipadé autoii napsali
pokud moZno nematematicky tvod do oboru s velmi néroénymi matematickymi pred-
poklady a aplikacemi. To byl ale tkol, jako ostatné kazdéd popularisace matematiky (pa-
trné proto u nés tak vzdcend), velice nesnadny a obtizny. Napf. veliké nebezpedi je skryto
v nematematickych piikladech z dennfho Zivota, které autofi musi vyhledévat zejména.
tehdy, kdyz se jimi objastiuji pojmy majici své vyznamné aplikace (nap¥. v kap. ITI—VTI)
pravé jenom v matematice. Ctendii-nematematikovi, kterému je knizka pivodn$ uréena,
se totiz p¥i éteni prisluSnych mist nemohou vybavit bohaté matematické teorie, které by
zabrénily vzniku pochybnosti o cend a vyznamu jednotlivych pojmid nebo oznadeni. A je-1i
Stendi kriticky, snadno u ného vznikne dojem, Ze cely pi¥fnos moderni logiky je jemom
v tom, Ze pFepisuje véei dob¥e zndmé a jednoduché do slozité symboliky, dojem o zédmér-
nych udenostech a bezcenném hradkéistvi. To je ovSem dojem nesprévny a Skodlivy,
ktery nevznikne nikde, kde se uvédéji konkrétni matematické aplikace nebo alespoii
vhodné matematické piiklady. A nelze Feci, Ze to auto¥i nedini. P¥i formulaci matematic-
kych prikladi je vBak nékdy patrnd jistd nezkuSenost. Nap¥. nejsou p#ili§ vhodnymi
obraty, jako ,,Vztah ,byti mensi‘ neni definovédn pro komplexni éfsla, nebot ze dvou ruz-
nych komplexnich éfsel neni vidy jedno mensi* (78), nebo se hovoii o ,,matematické
‘algebie’* (98) na rozdil od algebry logiky, nebo ,,Obdobné jako v matematice plati déle
zékony komutativni‘‘ (120) &i ,,matematické séitdni‘ (120) apod. K nedorozuméni muze
vést tato formulace: ,,Pfi vzdjemnd jednoznaéném pritazeni tedy musi byt déno: 1. pra-
vidlo, které uréuje kazdému prvku t¥{dy a pfifazeny prvek z t¥{dy b; 2. pravidlo, které
uréuje kazdému prvku t¥idy b piifazeny prvek z t¥{dy a‘* (140) nebo obrat ,,pro srovndn{
nekoneénych tiid lze pouZit jen ekvivalence ve shora definovaném smyslu, nikoli viak
rovnosti poétu prvka“ (141). Je téeba pii této prileZitosti litovat, Ze knizka nebyla sepsdna
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ve spoluprédci s matematiky piip. s matematickymi logiky, nebo Ze nebyla matematiky
-alespon redigovéna. Je také nap¥. §koda, Ze kapitoly III a IV nebyly zpracovény pfimo
matematicky s pouZitim béZné mnozinové terminologie. Prodé v elementdrnim tvodu za-
védét termin ,,ttidy*, kdyZz méme termin ,,mnoziny‘‘? To bude patrné otdzka, kterou
polozi matematik po pfedteni t&chto kapitol.

V popularisaéni, tvodni a udebnicové matematické literatute je nejdalezitéjsi otdzkou
metoda vykladu a zpracovéni litky. Metoda vykladu v této kniZce je volena sprévné.
Zélezi v postupném objastiovéni probirané létky (nap?. s nékterymi pojmy vyrokového
kalkulu sezndmi se étendt jiz v uvodni kapitole I, podrobné je vyrokovy kalkul probrén
v kapitole II a kone&né dalii dopltiky jsou je$té v kapitole VII) a v pfedmluvé je oznadena
Jjako ,frakcionovand destilace‘ (6). P¥i zpracovdni nékrerych kapitol se vSak projevuje
snaha zavddét zbyteéné mnoho novych termint i snaha zachézet do podrobnosti a tim
utdpét vysledky a pojmy vyznamné v mnozstvi jinych ale podruznych (coz je takika vSe-
obecny nedostatek povédleéné vysokoSkolské udebnicové literatury z matematiky).
Prikladem jsou nékteré vzorce a ndzvy jako ,,zdkony agresivnosti a neutrdlnosti‘ (108)
nebo ,,zédkony expanse a absorpce‘‘ (114) nebo terminy ,,poloreflexivni, polosymetricky
-a polotransitivni‘ (135, 136). Rozhodns$ je také zbytetné zavddét vice termint pro jediny
pojem, jako je tomu v jiz vzpomenuté definici ,,jednoznadného pfifazeni, ...zobrazeni,
...funkce‘‘ (140). Ne vZdy se volf pokud moZno jednoduché a nézorné zplsoby zavidéni
‘novych pojmi. Nap¥. velmi nézorny pojem mnozinové inkluse se zavadi takto: ,,je to
vlastnost spoleénéd vSem uspofddanym dvojicim tid f,g (v tomto pofadi), pro jejichz
prvky = plati (z) (& € f - = € g]*“. Ctendi je nadto povzbuzen pozndmkou, #e ,,Toto vyme-
'zenf neni zcela presné, pro lely této knizky viak musi postadovat® (100). Teprve doda-
tedns ,,jako disledek naSeho vymezen{ vztahu C* (101) se uvédi obvykly zptisob podmin-
ky. Zde a je$té na jinych mistech (zejména v kap. VII) jsou na étendie, jemuz je knizka
urdena, kladeny znaéné néroky. Kdyz se viak ndjaky pojem zavede, napf. uvedeny pojem
mno%inové inkluse a nap¥. pojem ,,rozsahu dvoumistného vztahu® (131), mé se ho také co
nejvice uzivat, tedy napf. definovat struéné inklusi vztaht jako inklusi jejich rozsahii
(viz 132).

Nakonec je ti¥eba si viimnout slohu & zplsobt vyjadfovani. V tivedni kniZce, jejimiz
.autory jsou vesmés logikové, by se nemély vyskytovat formulace obrazné, nejasné nebo
formulace skytajicf moZnost nesprévného vykladu. Napt. ,,Chédpeme-li dany jednomistny
predikét jako shrnuti skupiny vlastnosti“ (94), nebo ,,je to jaksi souhrn vSech objekti,
‘0 kterych vztah jedns, o kterych néco vypovida“ (131). Prod Fikat ,,je méné dilezité
zachovat potadi kvantifikétord (t6ho% typu, pozn. rec.) (147), kdyZ na tom poradi nezé-
lezi viibec, nebo proé fikat ,,Priklady takovych vyrazi oznadéujicich téidy jsou ndzvy:
stromy, mésta, barvy, ptirozend &fsla, ... (20), a uvést tim tendfe do rozpaki nad pojmy
«¢i ndzvy strom, mésto, barva atd. Je ostatng trochu podivné, Ze o pojmu se v celé knizce
vitbec nehovoi{ az jen v kapitole VIIL. V kapitole IV pfi aplikaci teorie t¥id na sylogistiku
se rovnéZ s pojmy pracuje, ale nikde neni nap¥. jasné fedeno, Ze rozsah pojmu je pravé
Jjistou tidou predmétii. Riké se na jedné strand, Ze ,,vztahovy znak je vlastnd totéz co
vicemistny predikét‘* (130), ale na druhé strand se rozliSuji terminy ,,relace’ a ,reldtor
(129) apod. Ctens#i se studium knizky jistd ztéZuje, kdy% se na jiném misté v souvislosti
s rekurentn{ definici vlastnosti ¥ uvadi piklad: ,,Vlastnost{ ¥ budiZ konstanta +, kters
v matematice ze dvou &isel vytvaii tieti (,soudet)* (211) a jinde zase ,,Budeme pouZivat
dalsf predikétové konstanty -+ takové, Ze +wxyz znamens ,éislo « je rovno soudtu Gisel
yaz ..., + je predikdt pouZity k vyjddienf uréitého vztahu mezi tfemi individui (191).
Zcela nesrozumitelné jsou formulace ,,Z hlediska logiky musfme li§it dva vyznamy, které
spojujeme s timto slovem (se slovem vztah, pozn. rec.): a) Vztahem muZeme rozumét
urditou skuteénost... b) Vztahem miizeme rozumét uréitou myslenkovou strukturu...*
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(128), nebo ,,Pojem relace mtiZeme nejlépe osvétlit tim, Ze uvedeme strukturni souddsti
vztahu a %e budeme charakterisovat tyto jeho stavebni elementy. Vztah se sklddds
1. z ¢lentu relace, 2. z relaéniho spojeni (vztahového znaku, reldtoru)* a na konci téze:
strany ,,Slovni vazba nebo symbol naznadujici, o jaké vztahové spojeni mezi ¢leny relace-
jde, se nazyvd vztahovy znak (= reldtor)* (129). Proé nakonec uvadét ¢tenédte do rozpakta
ptikladem vyroku ,,Kdo tmyslng usmrti &¢lena vlddy, bude potrestén smrti... Toto-
tvrzeni je pravdivé...« (89) nebo piikladem vadného vyroku ,,Evangelici jsou kiestanskou
cirkvi* (101)? Souhrnné je tfeba konstatovat, Ze zpracovdni riznych kapitol je znaéné
riznorodé; nejsoustavnéji a p¥i tom tsporné jsou zpracovény kapitoly II a VII, jakkoliv
VII. kapitola je nejndroén&jsi.

Tiskové chyby: 7418 mé byt [(p — ¢) = p] — p; 772° mé byt < (a, b); 88 mé byt (p =
=gq) = (p =q); 133* m4 byt K a < b zni inversni vztah b < a (misto b > a); 166° mé.
byt p znamend zatizeni...; 16614 mé byt kdyZ vstupem zatizeni...; 218,; mé byt R(z, y)
misto z R(z, y).

Nakonec je tfeba ocenit iniciativu kolektivu autord, Ze se podjali obtiZzného ukolu
a vydali p¥istupné napsanou knizku, v niZ informuj{ §irokou &¢tendiskou obec o zékladnich
otdzkédch a metoddch moderni logiky. Jejich iniciativu je nutno ocenit tim vice, Ze logika,.
zdé se uz tradiéné, je u néds stéle nedostateéné péstovéna i podporovéna.

Karel Culik, Brno

Dvé knihy o teorii prvoéisel. K. Prachar: PRIMZAHLVERTEILUNG. Grund-
lehren der math. Wissenschaften sv. 91. Springer, Berlin-G6ttingen-Heidelberg 1957. Stran
X 4 415. — W. Specht: ELEMENTARE BEWEISE DER PRIMZAHLSATZE. Hoch-
schulbiicher fiir Mathematik sv. 30. Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1956..
Stran 78.

Pracharova kniha je bohatéd monografie o dneinim stavu teorie. Knizka Spechtova je:
monothematickd — jak iké u? jeji titul — a velmi elementérné napséna. Ctené¥, ktery se-
zajimé jen o Spechtovu knizku, muZe si z nésledujici recense preéist jen ivod az do vzorce
(5), déle to, co Fikém o kap. III a IV Pracharovy knihy a potom zadit s etbou recense-
knizky Spechtovy.

Prvni zndmy dikaz véty, Ze existuje nekoneénd mnoho prvoéisel, podal EUKLEIDES.
Oznadime-li tedy znakem n(x) podet prvoéisel nejvyse rovnych é&islu z, pravi Eukleidova.
véta, Ze 7m(x) - + oo pro z — + c0. Vznikd nyni otdzka, jak hustd jsou prvodéisla, tj. jak
rychle roste 7(z) s rostoucim z. ,,Rédové** uréil velikost funkce n(x) p¥ed vice nez 100 lety
Cebysev, ktery dokdzal elementérnim zpusobem toto: existuji kladné &isla ¢;, ¢, tak, Ze je:

z z
(1) czlg—x<n(x)<cllg—x pro x> 2.

5 .
Déle dokézal: mé-li podil =(z): oa limitu (pro  — + ), je tato limita nutné rovna.
gz

jedné. Ale dukaz existence této limity, tj. dikaz vzorce

x @
(2) a(x) = — + o(_)
g« lgz
nechal na sebe &ekat je$td nékolik desitileti a soudasnd si vyzddal — aspon z podétku —

hlubokych (pomérné) prostfedki z teorie analytickych funkef. Jiz EULER si povSiml, Ze
funkce {(s) komplexni proménné s = ¢ + 4, definovand v poloroviné o > 1 vzorcem:

@) c(s)=§$=ﬂﬁ_—s,
ne=l »
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souvisi s prvoéisly (jak ukazuje posledni souéin, v ném# se nésobi p¥es viechna prvodéisla p).
RiEMANN ukédzal, ze studium této funkce metodami teorie analytickych funkef!) vede
k hlubokym vysledkim o prvoéislech. Rovnici (2) vSak Riemann nedokdzal;?) teprve
teorie celistvych funkei koneéného *ddu, vytvorend HapamMarRDEM, umoznila Hadamar-
dovi a DE LA VaALLEE-PoussiNovi dokdzat (soudasné, v r. 1896) rovnici (2). Soudasnd se

x
dz
ukézalo, Ze lepsi aproximaci funkce 7(x) nez li dévé funkce f T tak de la Val-
' g x g
lée-Poussin dokdzal toto: Polozime-li 2
x

de¢
(4) n(x) = f T + E(z),
2

existuji kladné ¢éisla cs, ¢y, ¢5 tak, ze
(5) |R(z)| < csme—"tvl”_m pro x> cs,

takZe R(z) je nizstho ¥ddu nez z(lg z)~" pro libovolné velké n; naproti tomu nebyl dosud
dokézén odhad R(z) = O(z*~¢) pro zddné ¢ > 0.

Dulezitym meznikem v rozvoji analytické teorie prvoéisel je dvojdilné kniha E. LAN-
DaUA ,,Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen‘‘ (1909), kterd poddvé
snad Uplny stav teorie v oné dobs. Landau také podstatné zjednodusil dikaz vzorce (4),
(5). Kdezto Hadamard uzival toho, Ze funkei {(s) lze analyticky pokradovat do celé roviny
(s vyjimkou jednoduchého pélu v bodé s = 1)3) a budoval sviij dikaz na teorii celistvych
funkei koneéného ¥4du, ukazuje Landau, ze se p¥i ditkazu lze omezit na prost¥edky daleko
elementdarnéjsi a vySetfovat funkei {(s) pouze v blizkosti pfimky o = 1.

Po vydéni Landauovy knihy nastal velky rozvoj této nauky, ktery se jevi téz v Lan-
dauové knize ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie® z r. 1927 i v éetnych monografiich,
vySlych do r. 1947. O t&chto knihdch jsem dosti obsirng psal v tomto &asopise?) a proto
budu psét o obsahu Pracharovy knihy stru¢ngji, hlavné o téch partiich, které jsou obsa-
Zeny jiz v knihdch mnou recensovanych. Ale thematika téchto knih je v&t§inou omezena
jen na né&které ¢4sti analytické teorie prvoéisel, a mimoto bylo v poslednim destilet{ dosa-
Zeno daldich podstatnych vysledki. Bylo tedy na éase shrnout hlavni metody a vysledky
do systematické monografie, kteréd si oviem pii dnes$nim bohatstvi pFishusné literatury ne-
miize &init néroky na takovou tiplnost jako pred padeséti lety Landautv Handbuch. Této
obtiZné tlohy se ujal Prachar a zhostil se ji s plnym zdarem. Poznamenejme ihned, Ze
teorie prvodisel, aé vétsinou znadné slozitd a v n¥kterych partiich dokonce velmi obtiZné,
nevyzaduje skoro zddnych speciélnich znalosti. Mimo to Prachar v &tyFicetistrdnkovém
Dodatku uvédi a velkou vétsinou i dokazuje n8které méné bézné véty, kterych se v textu
uzivé. Proto je kniha plné piistupnd &tendfi, ktery ovlddd b&mny kurs diferencidlniho
a integrdlnfho poétu a teorie analytickych funkei, jakoZ i nejjednodussi poédtky teorie
é&isel. Vyzaduje se oviem jistd zb8hlost v matematickém, pfedeviim kvantitativaim uva-
zZovéni (téméf nepfetrzité samé odhady).

Kapitola I zaéind nejjednodusd$imi v&cmi (podinajic Eukleidem), obsahuje dikaz
nerovnosti (1) a daldi vysledky podobné elementérniho rdzu.

1) Riemannovi predchiidei se omezovali pfedev§im na redlné s. L

2) Ostatné ani ty vysledky, jez Riemann uvédi, nejsou u ného opatieny uplnymi
dikazy. .

3) Zde gel ve stopdch Riemannovych.

4) Viz Casopis pro péstovéni matem. a fysiky 57 (1927), 62—63; 67 (1937), D 54—56;
" 67 (1938), D 303—306; 76 (1951), 35—65.
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Kapitola IT obsahuje metodu sita a jeji nékteré aplikace (s dal$imi aplikacemise
setkdme v kap. V). Je zndmo, jak muzeme k postupnému hledéni prvoéisel pouziti Era-
tosthenova sita (v kap. I ho bylo pro ilustraci pouzito k dikazu vztahu z(x) = o(x)).
Hledéme-li pfitom vSechna prvoéisla mensi nez é&islo n, stadi ,,vyskrtat pravé ndsobky

viech prvoéisel mensich nez V?T Ale teprve r. 1920 ukdzal norsky matematik V. BRUN, Ze
vhodnou (nesmirné davtipnou) modifikaci této v podstaté podetni metody lze dosdhnout
zévaznych obecnych vysledkd, do té doby nepristupnych. Prachar uvddi modifikaci
Brunovy metody, pochdzejici od Brunova krajana A. SELBERGA. Jde o toto: Je déna
koneénd posloupnost pfirozenych &isel ny, n,, ..., ny (tato &isla nemusi byt navzédjem
raznd) a &fslo z = 2; hled4 se horni odhad pro podet ondch indext k, pro néz n; neni déli-
telno zddnym prvoédislem p < z (véta 3.1 a 3.2). N4sleduje n&kolik aplikaci, odvozenych
vétSinou z obecné véty 4.2, kterd — zdd se mné — pochézi od autora knihy. Uvedme jen
slavny vysledek Bruntv o tzv. prvoéiselnych dvojéatech: Podet dvojic prvoéisel p, ¢
srozdilem ¢ — p = 2, lezicich v intervalu <2, =}, je O(z(lg #)—2) — srovnej s (1).

Kapitola III obsahuje obvykly analyticky dikaz vzorce (2); vlastnd je zde jiz vse
pripraveno i pro dikaz ostfejstho vysledku (4), (5), ale ten je pro Usporu mista vynechén,
jezto se objevi v obecn&j$fm tvaru v kap. IV. Nésleduji n&které véty obdobné a koneéné
slavny elementdrnt dikaz formule (2), o kterém se podrobnéji zmiruji v recensi Spechtovy
knizky.

Kapitola IV. Oznaéme znakem z(x; k, 1) podet prvoéisel nejvyse rovnych = v aritme-
tické posloupnosti
(6) Lek+10L,2k+1,3k+1,... OZI<k, (B,1)=1).
(Je-1i nejvétsi spoleény délitel (k,!) > 1, obsahuje (6) nejvyse jedno prvoéislo a proto nés
tento pifpad nezajimé.) Analyticky aparét ke zkouméni funkce =(z; k, l) vytvofil pred
120 lety DIrICELET; misto funkee Z(s) vystupuji zde funkce Dirichletovy, definované pro
c>1 (8 = o + 4t) fadami

< ()
ns ’

n=1

kde x je tzv. charakter modulo k; podet téchto charakteri a tedy i podet Dirichletovych
funkef p¥i daném k je roven g(k) (tj. poétu zbytkovych t¥d podle modulu % nesoudélnych
s k). Jiz Dirichlet dokdzal, ze (6) obsahuje nekonedn$ mnoho prvoéisel; v dal¥im vyvoji se
pti pevném k dospélo pro n(zx; k, I) k obdobnému odhadu jako (4), (3), pouze integrél je
nutno délit ¢islem @(k). Pro ruzné udely je viak tteba odvodit odhady platici pro z —
— -+ o0 stejnomérné vzhledem ke k& v néjakém oboru k < f(z), kde f(z) je ndjaks funkce,
rostouci do nekoneéna spolu s z. Tim vznikaji nové problémy, které se nevyskytly v kapi-
tole III, tj. pro k = 1; viz nap¥. Siegelovu v8tu o nejvétsim redlném nulovém bodu
Dirichletovy funkce s redlnym charakterem.

Kapitola V obsahuje nékteré zajimavé véty, spodivajici z velké d4sti na metoddch
kap. IT; uvedu jen dvé ukdzky: Necht p; je i-t6 prvodislo. Kdyby prvodisla byla velmi

Py — P;

pravidelné rozloZena, dalo by se podle (2) dekat, ze lim I = 1; neni v8ak tomu tak,
i g P;
nybrz je
b inf 222 ) pmaup T TP o,
lg p; lg p;

a u druhé formule je zndmo je$ts vice (Erdds).
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Je-li a > 1 celé, maji &isla n tvaru n = p + a™ (p probihd vSechna prvodéisla, m vie-
chna prirozens ¢&isla) kladnou dolni asymptotickou hustotu®) (Romanov).

Kapitola VI obsahuje dikaz slavné véty VINoGRADOVOVY: Viechna dosti velks lichd
&isla jsou vyjddiitelnd jako soudet tii prvoéisel; a déle dikaz (spodfvajici na Vinogrado-
vovych metoddch) véty: Sudd &isla, nevyjddritelnd soudtem dvou prvoéisel, maji horni
asymptotickou hustotu 0 (v. d. CorpuT, CUDAROV, ESTERMANN).

Kapitola VII se zabyvé funkéné teoretickymi vlastnostmi Dirichletovych funkei,
specidlné tedy i funkce {(s). Dosud jsme se zabyvali jen vlastnostmi téchto funkei v bliz-
kosti p¥imky ¢ = 1 a v poloroving ¢ > 1; zde se vySetiuji tyto funkce v celé roving, odvo-
zuje se funkeiondlni rovnice a ddle fada formulf, ukazujicich souvislost riznych soudti,
obsahujicich prvoéisla, s nulovymi body Dirichletovych funkei, lezicimi v pésu 0 <
<0< 1 (s =0+ 1t). Tyto nulové body hrély hlavni roli jiz v kap.. III, IV. Kdyby le-
zely vSechny na pF¥imee ¢ = } (tzv. Riemannova domnénka), zlep§ily by se podstatné od-
hady zbytku ve vzoreich pro n(z), n(x; k, I).

Pokud sahaji tabulky, je R(x) v (4) pro z > 2 stdle zdporné (p¥itom se vSak bere trochu
jiny hlavni élen, totiZ tzv. ,,hlavni hodnota‘‘ integrdlu od 0 do z). AvSak LITTLEWOOD
ukézal, Ze existuje &¢islo ¢; > 0 a nekonedné mnoho piirozenych &isel « resp. y, pro néz je

] Yy
R(z) > %E—xlglglgx, R(y) <—ce—1g—ylglglgy-

Kapitola VIII obsahuje skv&lou Vinogradovovu metodu pro odhad trigonometrickych
soudtt ve zjednodusené (ale jeSté velmi slozité) forms, kterou ji dal HuA. Z nf Ize odvodit
podstatné snizenf odhadu zbytku R(z); k tomu se je§té autor vraci v kap. IX.

Kapitola IX. Budiz } < &« < 1; budiz N(x, T, k) soudet poéti nulovych boda viech
¢(k) Dirichletovych funkei, ptislu$nych k modulu %, jez lezi v oboru ¢ < o < 1, [t| =
< T'(s = o + 14t). Kdyby pro Dirichletovy funkce platila Riemannova domnénka, bylo by
N(x, T, k) = 0; hlavnim pfedmétem kap. IX je odhad funkce N(«, T, k) shora, ktery se
zlepSuje, kdy% « roste. Z aplikaci této véty uvedme zajimavy vysledek o rozdflu dvou po
sob& nésledujicich prvodisel. Z (2) plyne: Je-li ¢ > 0, le#i v intervalu {z, # 4 &x) pro dosti
velksé z aspotr jedno prvoéislo. Zde se dokazuje, Ze tentyz vysledek plati pro interval
{&, x + 2%, je-li « > 3 (ostatné se « dé je$té zmensit).

Kapitola X. BudiZ p,(k, I) nejmensi prvoéislo v posloupnosti (6). Kdyby pro Dirichle-
tovy funkee platila Riemannova domnénka, plynulo by z ni, Ze

p(k, 1) < ck?lgtk pro k=2,

kde c, je &islo na k, I nezdvislé (viz kap. VII). Ale dosud neni nejmensi nadéje, Ze by se po-
daiilo v dohledné dobé rozhodnouti o sprévnosti této domnénky. Kdyby se podafilo aspoit
dokézat (co viak také neumime), ze nulové body viech Dirichletovych funkef lezi v né-
jaké poloroving ¢ < 1 — ¢, kde & > 0, plynulo by z tvah kap. VII, Ze existuje &islo
¢g > 0 (nezdvislé na £k, 1) tak, Ze

(7) py(k, 1) < k° pro k=2.

Tim v&t¥{ bylo prekvapeni, kdyz se LinNIkOVI podafilo dokdzat vzorec (7) bez uziti jaké-

%) Dolni (horni) asymptotickou hustotou posloupnosti a; < @, < @3 < ... rozumime
d&islo

lim inf V(=) (resp. lim sup),
>+ L

kde N(z) je podet &isel a, < .
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koliv nedokdzané domnénky. Svrchovand obtizny dikaz Linnikav zjednodusil Ro-
DOSSKIJ; ale i tak zaujimé v Pracharové knize 40 strdnek.

Jak je patrno z podaného velmi netplného piehledu, obsahuje Pracharova knihfib bO-‘ .
haty vybér latky, a to jak partie ,klasické‘‘ nebo jiz monograficky zpracované, tak i véei
dosud rozptylené pouze v dasopisecké literatuie — to se tyké hlavnd kap. IL, V, IX, X:
Nélez{ mu proto dik matematické vefejnosti za to, Ze tyto kapitoly uéinil pﬁstupnjml
girdimu kruhu zéjemct. Kniha je napséna velmi pedlivé a systematicky, dikazy jsou
Gplné provedeny; autor se snaz{ drobnymi pozndmkami osvétlit smysl technicky obtiz-
nych mist, kterd se v této teorii velmi dasto vyskytuji. Primét ve slozitosti maji posledni
dvé nebo t¥i kapitoly; to viak lezi v podstaté véci, a autor uéinil ve, aby $tenad mohl
zvlddnout tyto partie, mimotddné svou obti¥nosti i zédvainosti. Tiskovyeh nebo autor-
skych nedopatieni je v poméru k slozitosti textu mdlo, a Stendt si je vétsinou sna,d{lo
opravi. Cht8l bych zdvérem upozornit na t¥i mista, kterd by étendii mohla plisobit obtiZe;
tyto pFipominky maji oviem smysl jen pro étenéie, ktery studuje Pracharovu knihu.

A. S prvni obtii se &tendf setkd na str. 35—40 p¥i dikazu Selbergovy véty 3.1. Je
velmi dobfe, ze autor ptiblizuje étendii smysl této véty tim, Ze jeji dikaz poddvé gene-
ticky. Ale chceme-li dostat bezvadny dikaz, je nutno véc je$té jednou projit & odstra_.mt
nékteré nesrovnalosti v dikazu i v samotném znéni véty 3.1, pfi demz se jiz, zna.]}ce
smysl véty i dikazu, miZeme omezit na pouhou verifikaci. Jiz v samotném znéni veby
neni ve vzoreich (3.15) zarudeno, Ze se v f;(r) nevyskytnou vyrazy tvaru & — ani,

Ze se Z neobjevi ve tvaru % . Témto obtiZim se lze vyhnout takto: ¢isla 7, d, d, ds omezime

a priori na délitele ¢isla D (tedy na &isla, nedélitelnd druhou mocninou zédného prvoéi'sla)i
f1(r) definujeme soutinem v (3.32) — s béZnymi konvencemi pro poditéni s + c0; prl ko-
neéném f vyjde ihned prvni ze vzorel (3.15).

Funkei w(d) definujme jen pro d8litele disla D — stadi, kdyz ji definujeme napted
pro prvotinitele &sla D a potom klademe w(l) = 1, @(p,py ... p) = @(P1) ©(P2) -
-.. @{p;) Pro P;Ps --- Py | D (a | b znadi: a je délitelem &isla b). Rovnici (3.4) pojimédme jako
definici ¢isla R, a vynechdme pozadavek |R;| = w(d) — toho bude zapotiebf az ve vété 3.2
na str. 41. Jestlize nynf w(d) + 0 pro viechna d | D, je f(d) konetné a verifikace véty 3.1 se
snadno provede. Jestlize je w(p’) = O pro nékterd p'}D, w(p”) > 0 pro ostatni Z’”ID:
zvolme & > 0 a definujme novou funkei w,(p”) = w(p”), w (p’) = &. Pro tuto funkei w, uz
véta 3.1 plati, a stati nyni provésti pfechod & — 0.

B. Dikaz véty 6.2 na str. 126 je spravny teprve tehdy, jestlize je dokdzéno, Ze nase
ekvivalence je vztah transitivni. Budte %, y, xs charaktery s moduly resp. %, k1. K5
x ekvivalentnis x; is y,. Méme dokézat, Ze y, je ekvivalentni s y,. Budiz tedy (a, [%, k2]) =
= 1. Budiz k’ sou¢in viech prvoéinitelt ¢isla k, jez ned8li k,k,. Potom existuje celé ¥ tak,
ze b = a + [k, k3] y je nesoudélné s &/, tedy nesouddlné s kk,k,, a tedy (@) = x.(0) =
= 7(b) = 72(b) = xsa).

C. K vété 3.1 na str. 349. P¥i velmi malém §, je obor (3.4), (3.5) velmi ,,dlouhy‘‘ ve
sméru osy ¢, a proto na str. 3641 % nestadi, ze L(s, o) + 0 v jistém okoli bodu 1. Véta 3.1 je

tedy dokdzéna v knize jen v tom smyslu, e se nepoditaji nulové body funkce L(s, Xo)-
Proto je t¥eba ddt pozor pii aplikacich této véty v kap. X.

Predné se na str. 3661-% nesmime odvoldvat na y,; ale Siegelova véta dé dokonce A, =
= o(log k) pro k — =, coz jesté budeme potfebovat. Véty 3.1 se uzivé jedtd (coz je hlavni
bod) na str. 367;_; v tom, Ze se vynechdvaji v souétu ¢lenové s indexem n = A, —
— log log k — 1, kteli pFichdzeji v uvahu oviem jen pro i, > log log k. Musime tedy
jesté pridat tyto ¢leny, pokud pochézeji od nulovych bodu funkee Ls, x,), tj. od nulovych
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Loda funkee {(s) (nebot v pifslusnych oborech G¥ je ¢ > 0), pti demz [f| < 1. P¥slus-
ny plispévek k (4.14) je pro velkd k menS$i nez

N
2
(@ «Cygg - €~ cia7logk ci\az < €198~ Ciamologh < €908 ~1oko

(nebot 4, = o (log k)), takZe nerudi.
Uvedu jesté nékolik drobnosti: Str. 365, vzorec (4.9): Neexistuje-li vyjimeény nulovy
v . 4
bod, je tfeba klésti 6, = I—Lk Str. 311 &ti k(k + 2) logz (chybi logz). Str. 321,
. og

véta 3.1: Podminku 0 = 1 — o(T') v (3.2) nahradme slab§f podminkou o = 1 — ¢ w(T)
(¢ > 0). Toho je tieba u véty 3.3 (str. 323), protoze teprve pii této modifikaci zaruduje
véta 3.1 resp. 3.2 spolu s vétou 6.2 z kap. VIII existenci pfislusného a (0 < a < 1).
Str. 3435: Exponent pfi M, je zdporny. Tedy nestadi M; > log k, M, > % log k, nybrz je
treba uzit M, > }M, a potom teprve M, > log k. Str. 357;,: obdobné. Str. 348, vzorec
A
(2.72) a déle: Eti N (1 — e ) Str. 35911-14: Jde jen o prvodisla, jez nedéli k. Str. 362:
0g
‘Je vynechdn pél v bodé — 1 + B, ale ptisludné residuum ve vysledku nerusi. Dalsi drobné.
nedopatfent a tiskové chyby si pozorny &tendi opravi sém.

Obrétim se nyn{ ke kniZce Spechtovs. Na rozdil od souhrnné monografie Pracharovy
soustfedi se Spechtova knizka na jediny problém, totiZ na elementérni diikkaz vzorce

(8) () = lgix +o (lgix)

a obdobného vzorce pro aritmetickou posloupnost (6):%)

9 b1 1 = x
() ﬂ(xs ’)—qu)Yg_x""o lgx'

Nalezen{ elementdrniho ditkazu téchto vzoreii A. Selbergem (1948; také Erdos mé zde
podstatné zdsluhy) je jednim z nejvétSich tspécht analytické teorie éisel v poslednim
desitilet{. Diikaz vzorce (8) pouzivé pouze elementérnich vlastnosti exponenciédlni funkece
a logaritmu a n&kterych trividlnich integrél; k dikazu vzorce (9) je tfeba jeSté komplex-
nich odmocnin z jedniéky, které se vyskytuji v Dirichletovych charakterech.

Prvni &dst knizky je vénovéna dikazu vzorce (8). Je pséna tak elementérné, Ze je p¥i-
stupna absolventu tvodniho kursu analysy na universit® nebo na technice. Nékteré éiselnd
teoretické funkce a nékteré vztahy mezi nimi viak p¥i tomto elementérnim vykladu po-
nékud ,,spadnou s nebe*. Pokusim se ukdzat, jak se k témto funkeim a vztahtim dojde,
vyjdeme-li od funkee Z(s) (viz (3)); v knizce Spechtové se ovem nevychézi od nekoneéné
fady (3), nybrz vzorce se odvozuji elementdrns. Budiz u(r) (n = 1, 2, ...) Mdbiova funkce:
#(1) = 1, u(n) = (— 1)%, je-li n soudinem.k riznych prvoéisel, u(n) = 0, je-li n délitelné
aspori druhou mocninou nékterého prvoédisla. Budiz 4,(n) = log p, je-li n» > 1 mocninou
prvodisla p, jinak budiz 4,(n) = 0. Z nekoneéného souéinu v (3) logaritmickym derivo-
vénim plyne (stéle pro ¢ > 1)

L) S A
B L

1

(10)

8) 'V knize Pracharové je v kap. III déna jind varianta elementérniho dikazu, ale jen
pro (8), nikoliv pro (9).
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Definujeme jesté funkei A,(n) rovnici

ts) | N Axn)
Z (3) plyne snadno
lg"n 1 w
12 — 1)k £(&) —
(12) (— 1)F {®)(s) = 2 o) Z
Provedeme-li v (10) a (11) vyndsobeni ¥ad vlevo podle (12), obdrzime pro & = 1, 2:
(13) zmm=;mww%

kde se séité pres vSechny délitele d &isla n. Z identity
d( r@) ) | T )

as\" e T L) L)
pak plyne
. ’ n
(14) @w=mmmn+24mmey
d/n
V dal$im prib&hu jsou dulezité funkce
(15) () = Emw.%m me

Je ddvno zndmo, a lehce se dokédZe, Ze vzorec (8) je rovnocenny se vzorcem

(18) lim 1p‘—(m)=1, tj. lim @:0,
x>0 L x>t &

kde o(x) = y,(x) — 2. Snadno se dokéze)

a7 (@) = 0), y,(z) = 2zlga + O(=),

dokonce napf.

(18) lo(z)| < 2z pro velkd z .

Nasim cflem je odhad sumatorické funkee y,, dany vzorcem (16); n&kterd Jmé soudty,
souvisejici s 4,(n), se snadno odhadnou, napt.

A
(19) z:i) z + 0(1).

nsx

Jak nyni dokédzat (16)?

Predné plyne z (19) parcidlni sumaci snadno: Existuje &islo C; > 0 tak, Ze pro vSechna
prirozend z, y je

()

(20)

< 0.

) Dusledné vyuzit{ pomocné funkce y, (kterd, jak ukazuje (17), se snadno odhadne)
zavedl SPECHT.

370




. Za druhé: Bxistuji , = 1, C, = 1 tak, %e v kazdém intervalu (z, iz) (¢ = 2, A > 2)
existuje aspoil jedno y tak, e
C,

Ig 4

o(y)

(21)
Yy

(tedy je -Q—fyy—) malé, je-li A velké).s)

" ; : i) . o v .
Dikaz probihé asi takto: Funkce %—) je po &éstech spojitd; v bodé ¢ = p™ mé jen

1 lg ¢
»maly*‘ skok —— gp = —gt— Tedy: Jestlize v intervalu (z, Az) méni své znameni, nabyvé

i hodnot b].izkych nule; jestlize viak nem&ni znameni, mus{ také nabyvat hodnot blizkych

x
" s 1. S —
nule, jezto by jinak soudet v (20) byl p¥li§ velky ( Z - je totiz p¥iblizné rovno lg ﬂ.).
Za tieti: Snadno se dokéze, %e funkce o(x) se neméni piili§ rychle. Piesnd: pro jz <
<y <xje

(22) lew)| < |e(@)| + |y —=| + O (lgy)

Tedy za &vrté: IJsou-li z, A dosti velks, existuje podle (21) v (z, iz) takové y, pro néz

)
' £ je velmi malé, a podle (22) zlist4vé l o) malymiv jistém ,,dosti dlouhém** okoli

bodu y. Pfesné formulovat to nebudu.
Vidime tedy toto: Je-li « jakékoliv kladné ¢&islo, lezi ony body z, pro n&% je

(23) lo(@)] = oz,

nep¥li§ ¥idce. Ale my chceme dokdzat (16), tj. chceme dokdzat, e (23) plati pro vdechna
dosti velkd z. A zde nastupuje pdty, a to rozhoduJim obrat. Selberg odvodil z (14) nerov-

3

(24) lo@) < 5 z lgn + 0 (]g x) ,

a tato zdkladnf nerovnost ndm umozni dokonden{ ditkazu vzorce (16). Vezméme néjakou
hodnotu « > 0 takovou, Ze (23) plati pro vSechna dosti velks x; podle (18) vime, %e smime

)

(jak je ihned vidét) |o(z)] < ax + O ( li , co¥ neni nic nového. Ale my vime podle bodu
gx

z
vzit nap¥. « = 2. Kdybychom v (24) uZili nerovnosti = 04;3’) dostali bychom

z z
&tvrtého, Ze pro ,,znaény*‘* podet hodnot 7 je |o [—) ,,daleko mendi* neZ « o3 propodte-
n

me-li to podrobné, dostaneme z (24), Ze pro vSechna dosti velkd z je
25 = il x
e
(25) lo(@)] = o 512C,

8) To je prvnf krok k (16): z (21) plyne, Ze [lim inf lg(i)l = 0.
) Pro hodnoty n, které jsou téhoz ¥ddu jako z, nemusi tato nerovnost platit; ale ve
vysledku tyto ¢leny nerusi.
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Plati-li tedy (28) pro viechna dostateénd velkd z, plati pro viechna dostateind velkd z
o}
512C,
(indukef), %e ke kardému k existuje =, tak, Ze pro z > z; je |o(@)| = . Ale zfejmd

oy — 0 pro k — oo; tedy plati (16) a tedy (8).

Druhé polovina Spechtovy knizky je vénovéna dikazu vztahu (9). Je o ndco sloZitéjsi,
protoze je t¥eba napied vypracovat teorii Dirichletovych charaktert x(n), ale v zdvéreéné
fézi probfhé podobnd jako prvni &4st, a nepfedpoklddd u étendfe vétsich znalosti nez ¢ést
prvni. Celd kniZka je psdna velmi dikladné, prehlednd a s pedlivym z¥etelem i k maélo
zkuSenému &tend¥i. Pravé pro tyto Stendfe bude snad uZiteéné, pfipojim-li seznam
-nékterych tiskovych chyb nebo nedopatieni, kters by mohla rusit. Str. 22, vzorec (26):
vlevo éti log (misto log?). Str. 25, (tj. 2. ¥4dek zdola) u prvniho soudtu &ti: m < . Str. 35
vlevo &ti: |o(x)|. Str. 39, &ti: y(e, + e,). Str. 437 &ti: wenn g = — 1 (mod 4). Str. 457: z4-
vorku { dej ihned za sumaéni znak. Str. 483: totéz. Str. 46: Stdle &ti n < x misto n =k
Str. 487: misto d < x &t n < x. Str. 48,_,: étend} si sém opravi nevhodnou formulaci
{jde o Bolzano-Cauchyovu podminku). Str. 603 a 60°: na konci &ti log?. Str. 655 Vzorec
-oznaé (73). Str. 68%, 694, 7410: C,, C;, Cs mohou zéviset na k.

Ddékaz véty 31 na str. 44 je zbyteéns sloZity. Nejlépe je dokdzat napted vzorec (2) (ktery
‘nent vézén podminkou (k,1) = 1) pt{mo z véty 4, nadez okamzit® plyne (1). Podobns lze
upravit dukaz véty 33 (uzitim véty 5).

dokonce i ostfej$i nerovnost (25). Polozme nyni oy = 2, apyq = o4 |1 — . Vidime

Vojtéch Jarnik, Praha

Sophie Piccard: SUR LES BASES DES GROUPES D’0ORDRE FINI. Avec une préface
de A. Denjoy (O bézich grup koneé¢ného ¥ddu. S predmluvou A. Denjoy)..Mémoires de
1’Université de Neuchatel, 25. Neuchatel 1957; XX1IV, 242 str.

Spis se zabyvé obsirné tvahami o bézich (konednych) grup a je pokradovénim dvou
spist s podobnym tématem, které autorka uvetejnila jiz diive: Sur les bases du groupe
symétrique, 1 (1946); IT (1948). (Citovéno Bases I a Bases II.) Pritom je béze definovéna
takto: .

V grupé @ je mozno volit mnoZinu B s koneénym podtem prvka vytvorujicich grupu &,
‘G = ¢{B>. Dokonce je mozno zvolit mnoZinu B tak, Ze jeji prvky jsou ,nezdvislé‘‘ (tj. ze
mnozina B je ireducibilnf). Je-li pak mnoZina B zvolena tak, Ze podet jejich prvkii r je co
nejmensi, nazyvé autorka mnozinu B ,,bézi‘ grupy @ a &islo r ,,fddem béze‘* 8.

V dvodu nejprve podévé hlavni definice a véty z teorie grup abstraktnich a grup per-
mutaénich (,,substituénich*),!) pokud jich bude ke studiu spisu zapotiebi a pak uvadi
mnékteré véty, hlavns ze spisti Bases I a II, kterych bude déle pouzito jako vét pomocnych.

Kapitola I obsahuje obecné tivahy o bézich koneénych grup.

Kapitola II se zabyvé studiem bézi grupy symetrické &, a grupy alternujici %,
u nichz jedna z permutaci béze je cykl fddu > 1. Toto studium navazuje na studium grup,
které vytvoruje systém souvisly a primitivni cykld téhoZ f4du. Probiraji se vechny grupy,
které se mohou vytvofit souvislym a primitivnim systémem cykld ¥4dum pro 2 < m = 9.

Kapitola III je vénovéna nejprve studiu primitivnich grup, které maji bdzi fddu 2
-a pak je dokézéna obecnd véta o celkovém podtu bézi takovyeh grup. U primitivnich grup
stupné n < 10, jimiZ se autorka zabyvala, existovala vidy bdze ¥d4du 2. Prozkoumsdna je
-celé fada takovych grup a u nich stanoven dhrnny podet bézi.

Kapitola IV se zabyvé sloZzenim grup imprimitivnich. Je ukézdno, Ze existuji grupy
imprimitivni, jejichZz bdze m4é ¥4d r > 2.

1) Dobrou priapravu ke studiu recenzované knihy muZe poskytnout spis: H. Lo-

cowskr-H. J. WEINERT, Grundziige der Algebra I, 1957, vzhledem k tomu, %e je v ni po-
-déno dosti latky z teorie grup permutadénich.
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Kapitola V pojedndvé o systémech vytvorujicich prvki ,,grupy reguldrni‘. Grupou
reguldrni se zde nazyv4 transitivni grupa permutadni, jejiz stupeii je roven Fadu.

Kapitola VI obsahuje definujici relace tzv. ,,charakteristické relace‘‘ grupy symetric-
ké &, pro rtzné bédze: Uvedeny tu viechny béze Fddu 2 grupy &, vyjédiené permutacemi
pron = 6 azéroveri definujici relace pro n = 5. Pron = 6 je odkézéno na disertaci autor-
dina zdka M. Cavama (Univ. Neuchatel, 1959).

Kapitola VII obsahuje Vétu Holderovu: Grupa symetrickd &, pron = 3 a pron == 6
nemé vnéj§l automorfismy (coz znamend, ze grupa &, je v téchto pripadech tplnd).)
Dtikaz je proveden pouZzitim bdzi. Nadto v8ak pro n = 6 je dokdzéno, %e grupa &; mé
720 vnéjsich automorfismi, pravé tolik jako automorfismt vnit¥nich.

Kapitola VIII. N&kolik v&t z obecné teorie permutaci a pozndmky k nim. Grupy
Mathieuovy, Burnsideovy a zobecnéné grupy Kleinovy.

O grupé Mathieuov$ stupné 12 (My,), ¥édu 95 040 pétindsobné transitivni a jejich t¥i
podgrupéch dokdzdno, ze maji béze fddu 2.3) _

W. BURNSIDE?) uvddi zajimavy pifklad primitivni grupy Gyag, stupné 36, fdédu 7200,
kterd mé norméln{ imprimitivn{ podgrupu Guee, fddu 3600. O grupdch Gagq & Gaggo autorka
dokazuje, Ze maji bdzi fddu 2.

Koneén& se autorka zabyvé grupou Abelovou Gyn, kterd je zobecnénim grupy Kleinovy
B, (Vierergruppe), a grupami z ni odvozenymi. :

Jak jiz ze strudného obsahu je vid&t, poskytuje spis mnoho podnétt k dals{ préci
o grupéch permutaénich a jejich bézich a o prisludnych definujicich relacich. Oviem zdé se
mi, ze asi nebude mnoho étendit, kteii by knihu systematicky prostudovali. A jiz z tohoto
divodu musim poukédzat na to, Ze neni ke knize p¥ipojen index, ktery by usnadnil orien-
taci v knize a hledéni v ni. Karel Rychlik, Praba

Pdl Imre: TERLATTATOS ABRAZOLO MERTAN (Deskriptivna geometria v ana-
glyfoch). Miiszaki kényvkiadé, Budapest 1959, str. 192, obr. 494. Cena 39,— Ft, viaz.

Kniha je velmi zaujimavym a cennym prinosom do udebnicovej literattiry z deskrip-
tivnej geometrie. Jej charakteristickou népliiou st obrézky, ktoré konStruoval sém autor.
Prelozeny nézov knihy je ,,Deskriptivna geometria v anaglyfoch®. (Nemecky prospekt,
ktorym vydavatelstvo oznamovalo pripravu vydania diela, uvédza ho pod ndzvom ,,Dar-
stellende Geometrie in Raumbildern‘‘.)

Utebnica je v svetovej literatiire svojho druhu origindlna tym, Ze vSetky ddleZité zd-
kladné aj zlozitejsie konstrukcie deskriptivne]j geometrie v rozsahu preberanom na vyso-
kych $koldch technickych st v nej demonsitrované zésadne na obrézlkoch-anaglyfoch.
(Zo 494 obrézkov knihy je 266 anaglyfickych.) Anaglyfické obrézky si umiestené vzdy na
celej Iavej strane knizky, zatial o na pravej strane je prisluiny teoreticky vyklad.

Anaglyfy st konstruované ako dvojstredové priemety; pravda, na obrézkoch st naryso-
vané len délezité vysledné ,,modelové* &iary, nie viak konstrukeie, ktoré k nim viedli. Ku
kvalite anaglyfov knihy prispelo okrem ich velmi dobrej konstrukeie aj neobydajne poda-

?) Jiny jednoduchy diikaz tohoto tvrzeni je podén v § 13 2. vyd., KuroSovy, Teorie
grup, kterd je nyni piistupns v anglickém pieklads. V 1. vyd. ani v némeckém piekladd
tento dikaz neni obsazen. el

3) O této Mathieuové grupé-je zminka v JorDANOVE ,,Traité des substitutions‘‘ 1870,
str. 33. Oviem bylo by jisté velmi zéslu¥né, kdyby autorka podobnym zpiisobem p.l'obrala
dal${ grupy Mathieuovy: M,,, My, My, M,, stupht pofad$ 11, 22, 23, 24; rada 7920,
433520, 10 200960, 244 823040 a poradsé 4-, 3-, 4-, 5ndsobné transitivni, které jsou stejné

ako M,, vesmds jednoduché. O nich viz W. Wrrt, Abh. Math. Sem. Hamburg, 1938,
256—264, kde je i dalsf literatura.

4) 'W. BUrNSIDE, Theory of groups of finite order, 1. vyd., str. 192—193, 2. vyd. 1911,

str. 202—203. .
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rené rieSenie farebnotechnického prevedenia a tlade, ¢o bolo docielené dlhym experimen-
tovanim a dzkou spoluprécou autorovou s pracovnikmi tla¢iarne v priebehu tlage. Tieto
anaglyfy, pozorované anaglyfickymi dvojfarebnymi okuliarmi (prilozenymi ku knihe),
poskytuji hned — bez akéhokolvek dlhsieho prispdsobovania zraku — dokonaly priesto-
rovy (plasticky) dojem, zhodny s dojmom pri pozorovani skutodného objektu v priestore
dvoma oSami. Objekty z obrdzkov priamo ,,vyskakuji‘ do priestoru, takZe anaglyfické
obrézky knizky predstavuja vlastne bohatt zbierku modelov. .

Pri vyeviku priestorovej predstavivosti zdkladny vyznam mé realizovanie objektov,
alebo geometrickych utvarov, ktoré si treba predstavit, najprv pomocou ich vzorovych
stdiastok, t. j. drétenych, plechovych a inych modelov zdkladnych geometrickych ttvarov.

Autor knihy m4 iste pravdu, ked tvrdf, ze vi&Siu cenu ako najdokonalejsia zbierka.
modelov najlepie vybavenej $koly mé taky prostriedok, ktorym mozno vyevik priesto-
rovej predstavivosti pestovat kedykolvek a kdekolvek aj mimo rdmca predndSok a vy-
udovania, viazaného na &as a miesto §koly. Takym prostriedkom je préve anaglyf. Je
jednoduchsi ako model. I ked je zostrojenie anaglyfu (dvojstredového priemetu) dost.
pracné a teda pomerne drahé, je vidy lacnejiie ako zhotovenie zlozitého modelu. Okrem
toho, ako hovori autor, zd4 sa, Ze je vhodnejsi na vyjadrenie geometrickych predstév aj
preto, lebo z rysu (obrézku) do priestoru ,,sa vynorujtca‘* &iara anaglyfu je o mnoho
,»»,geometrickejsia‘‘ ako najjemnejsia nit, struna, alebo iny modelovy materidl. Co naj-

tplnejsie vyuZitie tohoto znamenitého nézorného prostriedku je prdve hlavnym cielom:
citovanej udebnice.

Veeny obsah knihy je nasledovny: Po kritkom wwvode o cieli a sprévnom pouZivani
knihy st vysvetlené zdkladné stereometrické pojmy a zobrazené anaglyfickymi obrédzkami.

Dalsia dast ,,Mongeova projekcia (zdrusené priemety)* je venovans kolmému premieta-
niu na dve a viac zdruZenych priemetni, v ktorom st rieSené vietky zdkladné polohové
a metrické ulohy o bodoch, priamkach, rovindch aj jednoduchych hranatych a oblych
telesdch. Mensia kapitola tejto ¢asti vysvetluje tieZ osvetlovanie.

V rozsiahlej Sasti ,,Krivky a plochy‘‘ s prebraté a pekne priestorovo znézornené zd-
kladné pojmy a najmé délezité technické krivky a plochy (skrutkovica, rotaéné plochy,
zbortené plochy, rézne tlohy o nich; tu je tieZ vysvetleny princip stereografickej. pro-
jekeie).

Osobitnd ¢ast knihy je venovans ,,kdtovanému premietaniu‘® a jeho aplikdcidm v tech-
nickej praxi (topografickym plochém, technickym tpravém v teréne, rieSeniu iloh ban-
skomeradske]j praxe: rieSeniu tektonickych zlomov, ochranného piliera a konstrukeii spojo-
vacich banskych diel).

Népli knihy uzavieraju ,,Vybrané éasti z axonometrického a centrdlneho premietania‘‘,
v ktorych st struéne ukdzané zéklady ortogondlnej a klinogonélnej axonometrie, cen-
trdlneho premietania a linedrnej perspektivy (prieseénou metédou).

Na konci knihy je pripojeny zoznam pomocnej $tudijnej literatiry a osobitny cenny
zoznam literattiry o anaglyfoch.

Spésob vykladu knihy je jasny a struény. Po vysvetleni teoretického zékladu urditej
partie s hned uvedené Iahsie zrozumitelné aplikécie. Odvodzovania a ddkazy st zpravidla.
vynechané, okrem takych dékazov, kde je dblezité préve pochopenie priestorovych
vztahov (napf. Quetelet-Dandelinova poudka o rovinnych rezoch na rotadnej kuZelovej
ploche).

. Madarské ministerstvo Skolstva schvélilo knihu ako pomocni vysokoskolskd uéebnicu.

Bude mbet byt vSak dobre pouZitd na vSetkych stupiioch technickej a prirodovedeckej
vyuky na gkoldch (strednych, odbornych a vysokych). Dobre poslazi aj samoukom a.
najmé pri dialkovom §ttidiu bude priam nepostrddatelnou $tudijnou poméckou.

(Podla autorovho zdelenia vydavatelstvo Mfiszaki pripravuje vydanie knihy tieZ
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v ruskej, anglickej a nemeckej re¢i. Do koneca roku 1960 mé vyjst aj slovensky preklad
v Slovenskom vydavatelstve technicke]j literatiry v Bratislave; preklad bude vytladeny
v Budapesti, ¢im sa zaruéi dobrd kvalita anaglyfickych obrdzkov knihy.)

Karol Reéiédr, KoSice

Jozef Filip: PREHLAD DESKRIPTIVNEJ GEOMETRIE. Slovenské vydavatelstvo
technickej literatury, Bratislava, 1959, 1. vyd., ndklad 8200 vyt., str. 332, obr. 201, cena.
Kés 14,90 véz.

Knizka je vhodnym prehledem téch &ésti deskriptivni geometrie, které jsou v osnovich
tohoto predmétu na vSeobecnd vzdéldvaci §kole, pfitemz zrejmé hledisko pouziti vedlo
nékde autora k men$im roziffenim (osové afinita a jeji pouziti pfi fezu roviny a kruhového
vélce).

Pti éteni knizky pozndme, Ze obsah jejich 13 kapitol lze v podstaté rozdélit na tii vétsi
¢ésti. V tivodni éésti (I. az V. kapitola) je predevsim vysvétlena hlavni tiloha deskriptivni
geometrie tak, jak je pak v kniZce dédle pojata, potom uzZivand symbolika k provddéni
geometrickych zdpist, zékladni vztahy stereometrické mezi body, piimkami a rovinami
(tj. zejména véty o incidenci, rovnobéznosti, protindni a kolmosti), osové afinita v roviné
s jejimi vlastnostmi a ohniskové vlastnosti kuZeloseéek, pro parabolu také dilezitd vlast-
nost subtangenty a subnormédly.

Ve druhé édsti (VI. az VIII. kapitola) jsou vyloZeny dva nejuzivanéjsi zobrazovaci
zplisoby: pravouhlé promiténi na jednu primétnu (a to tzv. kétované promiténi) a pod-
stata pravodhlého promiténi na dvé k sobé kolmé priumétny (tzv. Mongeovo promiténi)
véetnsd zavddéni dalsich pomocnych priméten. V obou zminénych promitacich zptsobech
jsou FeSeny lohy polohy a nejjednodussi metrické tlohy.

Protoze ve t¥eti ddsti jsou zobrazovdny v prisluSném pravoihlém promitdni hranoly
a jehlany piip. kruhové viélce a kuZele a také plocha kulové (IX. a X., XTII. a XIII. kapi-
tola), je v XI. kapitole pojednédno o rovnobézném pramétu kruznice a elipsy a vyklad
o tom je spojen s fadou dalsich konstrukei elipsy vyhodnych pro jeji vyrysovini. Vedle
zobrazeni uvedenych téles je podrobné ukédzéno, jak se sestrojuji praméty jejich rovinnych
fezli (pro rovinny ¥ez na rotaénim vélei piip. na rotadnim kuzeli je proveden dukaz véty
Quetelet-Dandelinovy i s dusledky uZiteénymi pii rysovéni primétu kuzelose¢ky — fezu
na rovinu kolmou k ose plochy), ddle praméty jejich priseéiki s piimkou a jejich sité
(s vyjimkou plochy kulové).

V kni%ce, svym téelem vhodné k opakovdni nebo jako tivod k daldimu studiu deskrip-
tivni geometrie, nejsou obvykle provédény vSechny diukazy. V textu je tplné vyreSeno
27 piikladd se viemi podrobnostmi véetnd diikazu sprévnosti konstrukee a diskuse feSeni.
Vedle toho k ptfmému procvideni ldtky je pripojeno celkem 237 tloh, které bezprostiednd
navazujf na vyloZenou létku a zpravidla ani nepotiebuji néjakého ndvodu k feseni. Proto
jisté knizka dobte splni dany tikol: bez pi{li¥ného zatézovéni podrobnostmi umozn{ étendfi
rychlé zopakovéni nebo podéd ucelend nejdulezitéjsf pojmy a konstrukee z obou vylozenych
zobrazovacich metod. Pro viechny tyto vlastnosti muze byt také vhodnou pomtckou pro
studujiei technickych §kol a v tomto p¥ipads zvldst pro studujiei pii zam&stndni, k demuz

neméné dobte poslouzi i maly (kapesni) formét knizky.
Karel Drdbek, Praha

André Angot: UZITA MATEMATIKA PRO ELEKTROTECHNICKE INZENYRY.
Z fran. origindlu ,,Compléments de Mathématique destinés aux ingénieurs de I’Electrotech-
nique et des Télécommunications preloZil Ing. dr. A. Ter-Manuelianc, vydalo SNTL
Praha 1960, stran 812, obr. 370, cena véz. 110 Kdés.
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Citovand kniha je vénovéna vykladu nékterych partii matematiky, které jsou pot¥ebné
v raznych odvétvich teoretické elektrotechniky. Svym zaméfenim je uréena predevSim
elektroinZzenyrim a mé byt pomickou p#i jejich dalsim postgradudlnim studiu.

Je zde probrénsa zhruba nésledujici 1dtka: Funkce komplexni proménné, Fourierova
¥ada, Fouriertv integrédl, vektorovy podet, maticovy podet, zdklady tensorového pocétu,
metody integrace diferencidlnich rovnic, specidlni transcendentni funkce, operdtorovy
podet, podet pravdépodobnosti, podet numericky a graficky.

Viimnéme si predevsim toho, co mize kniha pfinést inZenyrim elektrotechniky. Beze-
sporu kladnou strénkou dila je, Ze vybér ldtky je pomérné bohaty a Ze ve viech kapitoldch
jsou uvedeny. ptiklady z elektrotechniky, ilustrujici pouziti pfislu§né matematické partie.
Naproti tomu vyklad vlastnich matematickych skuteénosti trpi pfiliSnou formélnosti a méd
vysloveny charakter reportédze. Je proto otdzkou, do jaké miry bude inZenyr pfi studiu
schopen.proniknout matematické myslenky jednotlivych kapitol, neni-li jiz obezndmen
s prislusnou véel z jiného, dtkladnéjsiho dila.

U dila tohoto typu je pfirozené, Ze se vBude neuvadéji dikazy; neni vSak vhodné vy-
dévat néco za dikaz, co ditkazem neni, jak se to zde dasto &ini. Jestd horsi je, Ze v knize
jsou ndkteré ivahy (nap¥. Gibbsiv zjev na str. 97—99), které podstatu véci tplné za-
temnuji a vzbuzuji podezieni, Ze autor problém sprévné nepochopil.

Z uvedeného vyplyvé, Ze s modernim pojenim matematiky nems kniha nic spoleéného;
mimo to skryvé pro inZenyry jisté nebezpedi: nezasvéceny &tendf snadno podlehne dojmu,
%e matematika se obejde bez jakychkoli pfedpokladi a Ze vSechny moZné operace lze
libovolné provddét a zaménovat. Takovy Gtendi je potom prekvapen, dojde-li k rozporu,
z &ehoz obvykle vyvozuje, Ze matematika se nehodi k fe§eni technickych problémi.

Zustéva tedy spornou otézka, zda volba tohoto dila k pfekladu byla Stastné.

Viaclav Dolezal, Praha
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éasopis pro péstovani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

ZPRAVY

SEDESATINY PROFESORA JIRIHO KLAPKY
OTARAR BORUVEA a KAREL SvosBoDA, Brno

Dne 10. bfezna t. r. doziva se Sedesati let vyznaény &eskoslovensky matematik
RNDr Jrtif Krarga, doktor fysikdlng-matematickych véd, profesor matema-
tiky a vedouci katedry matematiky a deskriptivni geometrie na stavebnich
fakultach Vysokého udeni technického v Brné.
Toto vyrodi je ndm piileZitosti k tomu, aby-
chom sezndmili &ir8i matematickou vefejnost
8 Zivotem a dilem tohoto vynikajictho védec-
kého pracovnika, ktery prispél velkou mérou
k rozvoji deské matematické védy a svou peda-
gogickou a védeckou &innosti a svymi osobnimi
vlastnostmi si ziskal obdiv a uznini u svych
pratel, spolupracovnikt a zakd. '

Jif{ Klapka se narodil dne 10. bfezna 1900
ve Skutéi v Cechéch, kde jeho otec piisobil jako
uditel. Stiedoskolskd studia konal na redlce
v Lounech a v Kostelci nad Orlici. Po jejich u-
kondeni studoval na Ceské vysoké Zkole tech-
nické a na filosofické a p¥irodovédecké fakulté
Karlovy university v Praze, kde ziskal v roce
1921 aprobaci z matematiky a deskriptivni geometrie pro uditelstvi na by-
valych st¥ednich &koldch. .

Od r. 1921 piisobil jako asistent matematiky na Ceské vysoké $kole techniclké
v Brné u prof. J. VosrcHA, pozdéji u prof. J. HRoNCE. V dobé své asistentské
sluzby doséhl v r. 1925 doktoratu p¥irodnich véd na pifrodovédecké fakulté
brnénské university a v r. 1928 se na zdkladé své préce pojednavajici o asympto-
tické transformaci zborcenych ploch habilitoval na éeské technice z geometrie
deskriptivni, analytické a diferencidlni. V r. 1930 odeSel z asistentského mista
jako profesor na III. redlné gymnasium v Brné, pfi demZ konal i nadéle do-
centské predndsky na technice. V r. 1937 ziskal na brnénské technice mimo-
fadnou bezplatnou profesuru geometrie. Mimo¥adnym profesorem byl jme-
novén o rok pozd&ji na nové ziizené technice v KosSicich, kterd vSak byla
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vzhledem k politickym uddlostem premisténa jesté pred zahajenim pirednasek
do Martina. Zde pusobil profesor Klapka aZ do nésilného odtrzeni Slovenska
v r. 1939, kdy byl pieveden zpét na deskou techniku v Brné. Ke konci valky
byl dén protektordtnim ministerstvem §kolstvi k disposici Gfadu prace a pak
pisobil jako matematik ve Skodovych zavodech v Hradei Krilové. V r.
1945 byl jmenovan ¥addnym profesorem deskriptivni geometrie (s platnosti
od 1. 5. 1942), p¥evzal pozdéji po prof. K. Currovi také profesuru mate-
matiky, zistdvaje naddle i profesorem deskriptivni geometrie, a od r. 1952 je
vedoucim katedry matematiky a deskriptivni geometrie na stavebnich fa-
kultdch brnénské techniky. V r. 1956 byla prof. Klapkovi udélena hodnost
doktora fysikiln&-matematickych véd.

Do #ivotnich osudt prof. Klapky zasédhly neblaze jak obé svétové valky, tak
i neptiznivé hospodéiské poméry v dobé prvni republiky, které podstatné
ovlivnily jeho vysokogkolskou drahu. Zv1asté udalosti v dobé okupace, uzavieni
deskych vysokych Skol, znemoZnéni pedagogické a znadné omezeni védecké
price a tragické osudy pratel a piibuznych plsobily velmi nep¥iznivé na citli-
vou Klapkovu povahu. Jeho viely pomér pro véc miru a aktivai éinnost v kraj-
ském vyboru obrédncit miru jsou tak vysledkem nikoliv teoretickych tivah, ale
krutych osobnich zdzitku a zkuSenosti.

V dobé vysokoskolskych studii upoutaly Klapkiv zdjem zejména pirednasky
prof. J. SoBOTKY, vyznaéného pfedstavitele deské geometrické Skoly. Sobotkliv
vliv byl v8ak zahy vystiidan zdjmem o nové vysledky prof. E. CEcHA, s nimZ se
Klapka seznamil jiz v dobé svych studii v Praze. Jeho vliv na dalsi Klapkav
védecky riist se stal rozhodujicim po prechodu prof. Cecha na brnénskou uni-
versitu, kdy uvedl Klapku do v&decké prace v projektivni diferencidlni geo-
metrii a usmérnil tak jeho vyvoj k této discipliné. Dodnes ziistal profesor Klap-
ka véren tomuto oboru, neztratil ani v nejobtiZznéjsich Zivotnich obdobich vy-
hranény zdjem o geometrickou védu a udrZuje stile se svym ubitelem akad.
E. Cechem a s jeho #4ky tizkou spolupraci a Zivy styk.

Bé&hem své uditelské ¢innosti vychoval prof. Klapka mnoho védecky pracu-
jicich matematikl a poskytl zdkladni matematické vzd&ladni nejen velké Fadé
na8ich inZenyri, ale i studentiim st¥ednich 8kol a jejich uitelam. Za své peélivé
pripravené predndSky, které vynikaji vysokou odbornou i pedagogickou drovni,
za svij lidsky pomér k posluchadim a za svou snahu o zlepgeni vyuky a vycho-
vy na technikéch skliz{ uznini a ptatelstvi studentd, které vychovava nejen
v dobré odborniky, ale i v uvédomélé obdany socialistického statu. Své bohaté
pedagogické zkuSenosti davé ochotn& k disposici mladdim ugitelim a vyuZivé
jich ve skriptech a udebnicich, které napsal vét§inou pro potieby studentd na
technikéch. ,

O vychovu védeckych pracovnikd se prof. Klapka stara zejména v semina¥i
diferencidlni geometrie, ktery vede od r. 1952 v rémeci Matematické komise
CSAYV a kterého se Gdastni fada uditeld brnénskych a éasto i mimobrnénskych
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vysokych 8kol. V tomto seminafi jsou soustavné studovény moderni geometric-
ké teorie a sledoviny vysledky nékterych svétovych geometrickych gkol.
Zvléstni pozornost je v ném vénovana soudasné tvorbé akad. Cecha a jeho zéka
A. SvEcE. V semina¥i vzniklo nékolik hodnotnych védeckych praci a od r. 1959
byl k nému pfipojen pfipravny semins# pod vedenim doec. V. HAVLA.

Publikaéni¢innost prof. Klapky obsahuje ¥adu odbornych geometrickych
pojednéni, uéebnic, skript a recensnich a jinych &lankd. VSimn&me si v dalsim
rozboru hlavnich vysledkt Klapkovy védecké &innosti, kterd byla vénovana
prevazné otdzkam a problémim z projektivni diferencidlni geometrie.

Prvni Klapkova prace [1]') prozrazuje stopy vlivu prof. Sobotky a je v nf
vyuzito jeho vysledki k FeSeni otdzek tykajicich se st¥edd k¥ivosti normélnich
Tezl dvojice ploch majicich v daném bodé styk pravé prvniho ¥4du. Odvozens
konstrukee teéen priaseéné k¥ivky dvou ploch v jejich bodé dotyku nevyzaduje,
na rozdil od star§i konstrukce Olivierovy, sestrojeni Dupinovy indikatrice da~
nych ploch.

Konstruktivni cile jsou sledovany také v praci [4] jednajici o soustavich
kuzeloseéek se spoleénou normélou uZitim jistého prostorového zobrazeni ku-
Zelosedek soustavy do bodi kubické p¥imkové plochy. Autor pfitom vychdzi ze
zji§téni, Ze ve svazku kuZelosedek existuji obecné tfi kuzelosetky, pro néz je
dand primka normélou, provadi konstrukei téchto kuZelosetek, odvozuje
podminky pro jejich splynuti a urduje vSechny svazky kuZeloseéek majicich
spoletnou normalu. Podobné otdzky fesi také v piipadé Fady kuZelosedek
a vénuje pozornost soustavam kuzelosedek se spoleénou normalou, které jsou
obsazeny v linedrnich soustavich kuZelosedek vyssi dimense. Jako dodatek
jsou v této praci odvozeny véty o Steiner-Pelzovych parabolach stfedové
kuzelosedky, které jsou obdobné vété Pascalové a Brianchonové.

Dilezitou &ast védecké tvorby prof. Klapky tvofi jeho price vénované
studiu diferencidlni teorie pfimkovych ploch v trojrozmérném prostoru. Prvni
z Yady t&chto praci [2] vznikla z popudu E. Cecha a spolu s daliimi pracemi
[7] a [9] obsahuje uziti Cechovy teorie na FeSeni rtiznych specidlnich otdzek
z diferencidlni geometrie pfimkovych ploch. Ve zminéné praci [2] je odvozen
jednoduchym zpisobem difve zndmy vysledek o pfimkovych plochédch, jejichz
jedna fleknodéln{ kiivka je kuZelosedka a druh4 rovinnd, a doplnén nalezenim
dalstho typu ploch, odli¥ného od pfedeslého tim, %e druh4 fleknodélni kiivka mé
vlastnost dudlni. Vedle fleknodédlnich k¥ivek jsou na zborcenych plochich
dulezité také tzv. komplexové a harmonické kiivky. V praci [7] je zobecnéna
Sullivanova véta o fleknoddlnich a komplexovych k¥ivkach, je studovina
‘Wilezynského hlavni plocha fleknodalni kongruence zborcené plochy a jest
urdena t¥ida ploch, pro néz hlavni plocha je rozvinutelnou plochou nebo kvad-
rikou. Nejvyznamnéjsi z ¥ady praci squvisicich s Cechovou teorif je pojednéni

1y (isla v lomensé zdvorce se vztahuji k ddsti A seznamu literatury.
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[9], v ném% je provedeno podrobné vysetteni plochy, ktera je vytvorena prised-
nici oskulaénich rovin fleknodélnich dar v dvojicich fleknodalnich bodd tvoriel
primky dané piimkové plochy. Autor zde ukazuje, Ze k tomu, aby uvedens
plocha byla rozvinutelna, je nutné a staéi, aby aspon jedna fleknodalni kiivka,
zborcené plochy byla rovinna. :

Konstrukei fleknodalnich a komplexovych kfivek na zborcenych plochach je
vénovéna druhd 8ist pojedndni [5], v némi je tato konstrukce provedena pro
vSechny zborcené plochy &tvrtého stupné. Podrobny rozbor pribéhu flekno-
délnich k¥ivek je podén v piipadé obecné plochy normal kvadriky podél jejiho
rovinného Fezu a v p¥ipadé plochy §ikmého prichodu. Zajimavou otazkou jest
uréeni fleknoddlnich k¥ivek na p¥{imkovych Sroubovych plochich. Této otazce
vénuje prof. Klapka pozornost v pojednéni [8], v némZ vychazi ze Sobotkovy
konstrukece oskulaéniho hyperboloidu a ukazuje, Ze fleknodélni body na kazdé
tvorici ptimee lezi v jejim bodé centralnim a v bodé nevlastnim. Nejdilezitéjsi
¢asti této price je zjisténi, Ze mezi piimkovymi plochami 1ze §roubové plochy
charakterisovat pomoci vlastnosti jejich fleknodalnich ktivek. v

Ptredchézejic prace z teorie pfimkovych ploch se vesmé&s tykaji jejich projek-
tivnich vlastnosti. Studiu metrickych vlastnosti pfimkovych ploch se prof.
Klapka vénoval v pracich [10] a [13], v nichZ vyu#il Cechovy i Blaschkeho
teorie piimkovych ploch. V prvni z nich jsou ziskdny zdkladni metrické vztahy
pro projektivné definované oskulaéni ttvary zborcené plochy eukleidovského
prostoru a odvozeny nékteré vlastnosti ploch, jejichz vSechny oskulaéni hyper-
boloidy jsou rotaéni. Druhd price obsahuje zédkladni Givahy a vysledky o piim-
kovych plochich v eliptickém prostoru. O nékterych téchto vysledcich bylo
referovano na sjezdu és. matematiki v Praze v r. 1949 (viz [14]).

Pozoruhodné je prace [11], v ni% je zobecnéna Cechova teorie piimkovych
ploch trojrozmérného prostoru na obecné p¥imkové plochy prostoru libovolné
liché dimense. Na rozdil od zpisobu, jeho# poutil jiz predtim E. Cech v jedné
své praci ke studiu pfimkovych ploch v prostoru liché dimense, zobecnil prof.
Klapka Mayerovy vysledky o Riccatiovych systémech &ar na ptimkové ploSe
a uzil toho ke geometrisaci procesu nalezeni projektivnich diferencidlnich
invariantl a k zobecnéni jistych typt ploch.

Drubé vyznaéné skupina praci prof. Klapky se tyks teorie kongruenci W,
jejichZ fokélni plochy jsou p¥imkové. Tyto kongruence, jejichz zdkladnf vlast-
nosti vySettil synteticky C. SEGRE, lze rozloZit v jednoparametrickou soustavu
reguld a jejich komplementérni reguly vytvofuji tzv. asociovanou kongrueneci,
kterd ma rovnéZ fokalni plochy ptfmkové. V praci [3], kterd vznikla z popudu
E. Cecha, vybudoval prof. Klapka tiplnou analytickou teorii Segreovych kon-
gruenci, kterd je zobecnénim Cechovy teorie piimkovych ploch na p¥imkové
kongruence. Odvodil tplny systém projektivnich diferencidlnich invarianti
téchto kongruenci a nalezl kromé jinych cennych vysledki ty kongruence W,
které jsou projektivni s kongruencemi asociovanymi tim zptisobem, #e komple-
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mentéarni reguly si odpovidaji v pevné kolineaci. V prvni éasti prace [5] jsou pak
odvozeny dalsi vlastnosti uvaZovanych kongruenci a uréeny vSechny Segreovy
kongruence, jejichz fokélni plochy jsou projektivni. Studiu Segreovych kon-
gruenci je vénovéna je§té prace [6], v niZ jsou urdeny Segreovy kongruence,
jejichz tzv. hlavni kiivky (zavedené prof. Klapkou) jsou rovinné.

V ¥adé kratsich praci [15] az [19] Fesi prof. Klapka rizné otdzky z teorie ploch
a kongruenci. Price [15] je némeckym pickladem pojednani [17] a jejim obsa-
hem je sdéleni na Riemannové kongresu v Berliné v r. 1954. Obsahem této prace
je studium pojmi tzv. obecné a specidlni kiivky na plose vzhledem ke komple-
xtm kanonickych pfimek plochy. V praci [16] jest ukdzino, Ze k tomu, aby si
na fokalnich plochach kongruence W odpovidaly fleknodélni kiivky, je nutné.
a stadéi, aby kongruence byla obsaZena v linedrnim komplexu. Systém diferen-
cidlnich rovnic pro vrcholy Godeauxova reperu v Kleinové pétirozmérném pro-
storu jest odvozen v pojedndni [19], v némZ je uvedené soustavy pouZito ke
studiu lokilnich vlastnosti plochy. Referat na téma [18] byl prednesen na.
sjezdu 6s. matematikid v Praze v r. 1955. _

Piedmétem pojednani [20] je studium Terraciniho pojmu dvojice konjugo-
vanych a bikonjugovanych ¥idicich k¥ivek zborcené plochy. Prof. Klapka na-
lezl podstatné jednodus¥i definice téchto dvojic kiivek a podal analytické vy-
jadieni podminek konjugovanosti a bikonjugovanosti v souvislosti s harmo-
nickou transformaci dvojice kiivek podle O. MaYERA a odvodil diferencidlni
rovnice pétivrstvy Segreho hlavnich k¥ivek na fokélnich plochidch kongruence
z podminky, %e zborcens plocha kongruence se dotyka fokalnich ploch podél
dvojice k¥ivek konjugovanych ve smyslu Terraciniho.

Zvl4stni postaveni mezi Klapkovymi pracemi zaujimé prace [12], v niZ je
rozieSen problém thermodynamickych vypoéti parnich kotli na zdkladé sloZe-
ného spojnicového nomogramu. Tento problém byl prof. Klapkovi ptedlozen
prof. J. CrrMAREM v dobé jejich ptisobeni ve Skodovych zdvodech v Hradei
Kralové. Problém jest obtizny zejména proto, Ze stavojevna rovnice piehfaté
péry je ptilis slozité a jako podklad pro nomografické feSeni zcela nevhodna.
Proto autofi vygli z nové stavojevné rovnice, kterd se da fedit spojnicovym
nomogramem se dvéma pi{mymi a jednou hyperbolickou stupnici. Vyznam
vysledného nomogramu, ktery mé 22 nositelek, je v tom, Ze na jeho zékladé lze
snadno odhadnout potfebné hodnoty, jejichZ piesny vypodet béZnym zplisobem
vyZaduje nepomérné del§i doby. Tato pomiicka neztraci sviij vyznam ani
v dnesni dob¥ a byla proto prevzata do Cermakova aktudlniho dila o stavhé
kotla. : '

Krom& vlastnich védeckych praci sepsal prof. Klapka nékolik kniznich
publikaci uéebnicového rdzu a nékolik skript, jimiZ se snaZil ulehéit praci
studentfim. V téchto publikacich zpracoval zdklady vektorového poétu, de-
skriptivni geometrii a analytickou geometrii. Zvld§té neddvno vysld uéebnice
analytické geometrie, kterou prof. Klapka napsal na podkladé vektorového
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podétu jako prvni a zatim jediny svazek celostitni uéebnice matematiky pro
technické fakulty z iniciativy komise expertt p¥i ministerstvu Skolstvi a kul-
tury, bude jisté vydatnou pomickou nejen pro techniky, ale i pro posluchade
jinych typl vysokych §kol. Mimo to recensoval fadu knih a jinych védeckych
publikaci z oboru geometrie a uveiejnil nékolik Zivotopisnych élanki, nekrologi
a jinych ptileZitostnich stati.

Klapkovy vyzkumy v teorii pfimkovych ploch a kongruenci ho fadi na jedno
z nejpiednéjsich mist v tomto oboru diferencidlni geometrie. Jeho price jsou
dasto citovany v doméci i zahraniéni literatute a nékteré jeho vysledky byly po-
jaty do udebnic diferencidlni geometrie. Védecka é&innost prof. Klapky byla
ocenéna v r. 1930 Ceskou akademif véd a uméni udélenim pend%itého daru na
vySetfovani konstruktivnich aplikaci diferencidlni geometrie, v r. 1938 volbou
za Y4dného &lena Moravskoslezské piirodovédecké spolednosti a v r. 1956 udg-
lenim védecké hodnosti doktora fysikalné matematickych véd.

Rada praci mladsich naSich geometrfi, kterym prof. Klapka ochotné posky-
tuje pomoc a radu ve védecké praci a nezi§tng preddva své bohaté znalosti,
sv&déf o jeho snaze vychovat na¥i matematické v&dé nové védecké pracovniky
v oboru diferencidlni geometrie. V kruhu své rodiny a svych spolupracovniki
prozivé prof. Klapka své Sedesdtiny se zadostiudinénim &lovéka, ktery si mize
byt védom, Ze svij Zivotni tkol plni dobte a poctivé.

Blahopfejeme jubilantovi k jeho Zivotnimu dilu a p¥ipojujeme p¥éni pevného
zdravi do dalSich let a mnoha tGspéchll v praci k prospéchu nadi matematické
védy.

SEZNAM PRACI PROFESORA JIRIHO KLAPKY

A. Védecké préce

1. Pozndmka ke konstrukeim teden k priiseéné kiivce dvou ploch v bodd dotyku. Cas.
pést. mat. fys. 52, 1923, 336—342.

2. O dvou druzich piimkovych ploch. Cas. pést. mat. fys. 54, 1925, 30—38.

3. O W-kongruencich s fokdlnimi plochami p¥imkovymi. Spisy pifr. fak. MU, &. 69,
1926.

4. O kubickych systémech kuZelosedek se spoleénou normélou. Cas. pést. mat. fys. 56,
1927, 175—192.

5. O asymptotické transformaci ploch zborcenych a o fleknodélnfch a komplexovych

°  darédch na zborcenych plochédch &tvrtého stupnd. Préice Mora.vské piirodovédecké

spoleénosti, sv. IV, spis 6, 1927, 189—225.

6. O jedné t¥id8 W-kongruenci. Sbornik Ces. vys. 8koly techn. v Brns, sv. III, spis 10,
1928.

7. O Wilezynského hlavni plose fleknodé,lni kongruence a o zobecnéni véty Sullivanovy.
Cas. pést. mat. fys. 58, 1929, 10—15.

8. Neékteré dusledky plynouci z konstrukee oskulaéniho hyperboloidu $roubové plochy.
Sbornik Ces. vys. 8koly techn. v Brné sv. IV, spis 13, 1929.
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10.

11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.
19.

20.

. Sur les surfaces réglées dont les courbes flecnodales sont distinctes et non planes. Cas.

pést. mat. fys. 64, 1935, 273—288:

Piispévek k metrické teorii zborcenych ploch. Sbornik vys. $koly techn. v Brné,
sv. XTI, spis 40, 1937.

O pifmkovych plochdch v linedrnfm prostoru o lichém po&tu rozmért. Préace Moravsks
piirodovédecké spolednosti, sv. XII, spis 4, 1940.

Spojnicové nomogramy pro termodynamické vypoéty parnich kotlii (spoleénd s prof.
inz. dr. J. Cermdkem). Shornik Vys. 8koly techn. v Brné, sv. XV, spis 55, 1946.
Nékolik vztah@t mezi diferencidlnimi invarianty zborcené p¥mkové osnovy eliptic-
kého prostoru. Sbornik Vys. §koly techn. v Brné, jubilejni svazek, 1949.

O zborcenych p¥mkovych osnovéch neeukleidovského prostoru. Cas. pést. mat. fys.
74, 1950, 258—260.

5. Uber Beziehungen einer Kurve auf einer Fliche im projektiven Raum S; zu den

Komplexen ihrer kanonischen Geraden. Schriftenreihe des Instituts fiir Mathematik
bei der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Heft 1, Berlin 1957,
158—161.

O kongruencich W obsaZenych v linedrnim komplexu. Sbornik Vys. §koly stavitelstvi
v Brné, sv. IV, spis 68, 1955, 107—110. .
K diferencidlni geometrii p¥fmkového prostoru. Sbornik Vys. Skoly stavitelstvi
v Brné, sv. IV, spis 68, 1955, 213—219.

O jedné vété Al. Pantaziho. Cas. pést. mat. 81, 1956, 117—118.

Godeauxova teorie ploch a lokélni soufadnice v p¥fmkovém prostoru. Sbornik Vys.
skoly stavitelstvi v Brnd, sv. V, spis 86, 1956, 29—40.

Uber Paare von konjugierten Kurven einer Regelfliche. Spisy p¥ir. fak. MU, &. 393,
1958, 161—188.

B. KniZni publikace

. Uvod do vektorového podtu a jeho uziti v elektrotechnice. Ceské matice technickd.

Svét a préce, sv. 21, Praha 1932, stran 64.

. Jak se studuji geometrické utvary v prostoru? I. dil. JOMF, Cesta k védéni, sv. 18,

1. vyd., Praha 1941, 2. vyd., Praha 1946, stran 80.

. Jak se studuji geometrické utvary v prostoru? II. dil. JCMF, Cesta k védéni, sv. 23,

1. vyd., Praha 1942, 2. vyd., Praha 1947, stran 114.

. Deskriptivni geometrie. Pfednésky pro posluchage odboru strojniho a elektrotechnic-

kého inZenyrstvi (skripta). Brno 1949, stran 432.

. Deskriptivni geometrie (se zfetelem na jeji uziti v strojni technice). Védecko-tech-

nické nakladatelstvi, Praha 1951, str. 397.

vvey

. Deskriptivni geometrie pro smér-stavebni, zemémséfiésky a architekturu (spolené

s R. Piskou a J. Zezulow, skripta). 2 dily. Brno 1951, stran 735.

. Analytickd geometrie. Stétni nakladatelstvi technické literatury, Praha 1960,

stran 378.

C. Ostatni publikace

. E. Gech, Projektivni diferencidlni geometrie. Cas. pést. mat. fys. 56, 1927, 132—133.
. N. Eckhart, Konstruktive Abbildungsverfahren. Cas. pést. mat. fys. 56, 1927,

142—143.

. Za Bohumilem Machytkou. Lidové noviny 13. 10. 1928.
. Kadetdvek-Klima-Kounovsky, Deskriptivni geometrie, dil I. Lidové noviny 31. 3.

1929.
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5. Dilo E. Cecha v diferencidlni geometrii. Nage véda XII, 1931.
6. Fubini-Cech, Introduction & la géométrie différentielle projective. Lidové noviny
15. 4. 1931.
7. J. Vavtinec, Rysovéni. Lidové noviny 2. 1. 1932.
8. Kadetdvek-Klima-Kounovsky, Deskriptivni geometrie, dil II. Lidové noviny 16. 11..
1932.
9. Jan Sobotka. NaSe véda XIITI, 1932.
10. J. Vojtéch, Projektivni geometrie. Nase véda XV I, 1935.
11. Technickej verejnosti na Slovensku. Slovensky stavitel’ VIII, 1938.
12. V. Hlavaty, Projektivni geometrie, dil I. Nase véda X X1V, 1946.
13. V. Hlavaty, Hypersurfaces in a projective curved space (Annals of Mathematics 39,.
1938). NaSe véda XXIV, 1946.
14. V. Hlavaty, Zur Lie’schen Kugelgeometrie (Spol. Nauk 1941). NaSe véda XXIV,.
1946.
15. V. Hlavaty, K Lieové kulové geometrie (Rozpravy II. tf. Ces. akad. 51 a 52). NaSe:
véda XXIV, 1946.
16. V. Hlavaty, Projektivni geometrie, dil II. NaSe véda XXIV, 1946.
17. Uspéch a pocta. Lidové noviny 22. 10. 1946.
18. J. Kounovsky, Zborcené plochy. Cas. p&st. mat. fys. 72, 1947, D 44.
19. J. L. Krames, Darstellende und kinematische Geometrie fiir Maschinenbauer. Cas.
pést. mat. fys. 72, 1947, D 123—124.
20. Miloslav Pelifek. XX1I. vyr. zpréva Moravskoslezské akademie piirodnich véd, 1949.
21. Josef Klima. XXTI. vyr. zprdva Moravskoslezské akademie pfirodnich véd, 1949.
22. 125 let od narozeni Frantiska TilSera. Lidové noviny 31. 5. 1950.
23. Prof. dr. Fr. Kaderdvek pétaSedesdtnikem. Lidové noviny 23. 6. 1950.
24. O vyznamu a vyudovdni matematickych predmétd na Vysoké skole stavitelstvi.
Budovatel, ¢asopis stavebni fakulty Brno, &. 3, 8. 4. 1952.
25. Prof. dr. Ladislav Seifert zemiel. Cas. pést. mat. 81, 1956, 370—376.
26. Janos Bolyai (k 100. vyroéi jeho smrti). Véda a zivot, &. 4, 1960.

SEDMDESAT PET LET PROFESORA FRANTISKA KADERAVKA

Dne 26. dervna tohoto roku dozivé se sedmdeséti péti let plodného Zivota profesor-
deskriptivni geometrie na fakulté inZenyrského stavitelstvi v Praze Ing. dr. FRANTISEK
KADERAVEK, nositel Rddu republiky. Profesor Kadei4vek, z4k mnoha naSich znémych
v&det v oboru geometrie a matematiky, je vyznaénou osobnosti naSeho zivota védeckého
a vefejného. Byl pifkladem vysokofkolského uditele a v myslich svych spolupracovnikii.
a zdka je jim stdle, tfebaZe v soudasné dobé je jiz na zaslouZeném odpoéinku. Prof. Kade-
tédvek vénoval bojovnd cely sviij zivot vystavbé Ceského vysokého uéeni technického,.
vychoval celé generace stavebnich inZenyra, uditelt deskriptivni geometrie a vytvarniki.
Jeho zdéci na ného stéle vzpominaji jako na ¢lovéka dobrého srdee a v préci se studenty
piikladné obétavého.

Ve své rozséhlé publikaéni dinnosti zabyval se prof. Kadefdvek teoretickou problema-
tikou v oboru deskriptivni a syntetické geometrie, ddle aplikacemi geometrie v technice
a ve vytvarném umeéni a koneéné studiemi vyznaénych piedstaviteli eského Zivota.
Napsal sém nebo se spolupracovniky 67 publikaci (z toho 11 kniZnich). Podrobny rozbor
jeho védecké a publika¢ni ¢innosti s jejim vyétem byl uverejnén v tomto dasopise u piile-
Zitosti jeho sedmdesétin (Casopis pro pést. matematiky, 80 (1955), 375—382).

Schopnost prof. Kaderdvka aplikovat geometrii na technickou praxi byla zcela jedi-
neénd. Svym dilem se stal nestorem ¢eské deskriptivni geometrie. Velikou zésluhou prof.
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Kadetévka je, Ze se v prednéskéch pro Ceské vysoké udeni technické stal prikopnikem
technicky pojimané deskriptivni geometrie, coz bylo vzhledem k difv&j$im pomérim po
této strdnce zdsahem téméf pfevratnym.

Za své celozivotni dilo byl odmé&nén propijéenim vysokého vyznamendni; na podzim
roku 1955 se stal nositelem Rédu republiky.

V neddvné dobé vykonal vyznamnou préci pii organisaci oslav 250 let technickych skol
v Praze v roce 1957; spolu s profesorem Ing. dr. J. PULKRABKEM napsal dokonce k této
piilezitosti slavnostni Sbornik. Ani dnes prof. Kadetdvek zdaleka nezahdli. Obétavs sbird
materidl pro napséni d&jin jeho milovaného Ceského vysokého udeni technického v Praze.
Vsichni ti, ktefi prof. Kadetdvka znaji, vzpominaji na ného srdednd u ptileZitosti jeho
75. narozenin a pFeji mu upfimné do dal§ich let mnoho zdravi a dalsich uspécht v jeho
neutuchajici dinnosti.

Bofivoj Kepr, Praha

DESATE VYROCI SMRTI KARLA PETRA

Na pamét desdtého vyroéi smrti vynikajictho védce a uditele, profesora matematiky
university Karlovy KarrLa PreTrRa usporddaly: matematicko-fysikélni sekce CSAV,
matematicko-fysikdlni fakulta KU a Jednota &eskoslovenskych matematiki a fysikt
slavnostni schiizi. Tato pietni schize se konala 22. tnora 1960 na matematicko-fysikélni
fakulté. Zah4jil ji akademik VosriicE JaRNIK a o Zivotd a dile profesora Petra pro-
mluvil byvaly 28k a asistent profesora Petra akademik SteFax ScEwarz. Obsah jeho
piedndsky najde &tendt v Casopise ,,Pokroky matematiky, fysiky a astronomie®, §
(1960), &. 4.

Redakce

100 LET OD NAROZENI MATYASE LERCHA

U piilezitosti stého vyrodi narozeni vynikajictho matematika MATYASE LERCHA
i(* 20. 2. 1860, T 3. 8. 1922), profesora brnénské techniky a pozdéji brnénské university,
Xkonala se dne 20. tinora 1960 na katedfe matematiky prirodovédecké fakulty MU v Brné
slavnostni schiize uspofddand prirodovédeckou fakultou MU, Vysokym uéenim-technic-
kym v Brnd a brnénskou pobotkou JCMF. )

O Zivotd a dile Lerchové promluvil jeho %k &len korespondent CSAV, profesor OTAKAR
Bortvka. '

Slavnost byla zakondena odhalenim Lerchovy pamétni desky na budové matematic-
kych a fysikdlnich ustava piirodovédecké fakulty.
Vylideni Lerchova Zivota a jeho piinosu svétové matematice je otifténo v tomto &aso-

Pise na str. 228—240 v &ldnku dr. Josera SERASKA.
: < Redalkce

100 LET OD SMRTI JANOSE BOLYAIE

V rémei Svétovych kulturnich vyrodi uspotddaly Ceskoslovensky vybor obrdncd miru,
Matematicko-fysikélni fakilta University Karlovy, Jednota éeskoslovenskych matema-
tikt a fysikt a Ceskoslovenské spolednost pro $ifeni politickych a védeckych znalost{ dne
18. ledna 1960 na Matematicko-fysikdlni fakultd KU slavnostni zasedéni k piilezitosti
100. vyrodi smrti madarského matematika JAxosE Borvae (* 15. XI. 1802, T 27. 1. 1860).
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Zasedéni zah4jil tvodnim slovem akademik ViapiMir KoRiNEK a o Zivot$ a dile J. Bo-
lyaie promluvil docent matematicko-fysikélni fakulty KU KArEL HAVLICEK.
Vyli¢eni Bolyaiova Zivota a jeho vyznamu pro svétovou matematiku najde ¢tendi

v tomto &asopisu na str. 241 —255 v &lénku dr. JANA B. PAVLIGKA.
Redakee

PROFESOR ASTRONOMIE ZDENEK KOPAL V PRAZE

Poddtkem r. 1960 navitivil Prahu na pozvéni CSAV dr. ZpeNi#k KopPAL, profesor astro-
nomie na université v Manchesteru ve Velké Briténii. PfednéSel na Astronomickém istavu
CSAV o moznostech préce a pomocnych pstrojich pro dvoumetrovy dalekohled, jehoz
stavba se chystd. Dne 5. ledna prednésel v klubovng CSAV o vnitin{ stavbé a vyvoji hvizd;
ukézal, Ze tento zddnlivé nedostupny problém lze velmi uspokojivé matematicky Fesit.
Dne 8. ledna mél vefejnou prednédsku o Mésici, v niZ poutavé posluchade sezndamil s pie-
kdzkami, které budou musit p¥§ti cestovateld prekondvat na Mésici, a uvedl nékteré své
puvodni vysledky zejména o topografii Mésice.

Prof. Kopal pracuje i v oboru numerické analysy a byl po n&kolik let profesorem tohoto
oboru na Massachussets Institute of Technology v Cambridgi (USA). O novych pracich
v oboru numerické integrace diferencidlnich rovnic prednédel dne 4. ledna na schizi
prazské pobotky JCMF.

Miroslav Plavec, Ondiejov

ZPRAVA O POBYTU AKADEMIKA KOLMOGOROVA V (SR

Dne 14. biezna ptijel do Prahy na pozvéni matematicko-fysikélnf sekce ('SAV aka-
demik ANDREJ NIKOLAJEVIS KOoLMOGOROV. VEt&] ¢dst svého pobytu v CSR, ktery trval do-
26. brezna, ztrdvil v Praze. Jeden den pobyval v Bratislavé a dva dny dlel ve Vysokych
Tatréch na observatofi SAV na Skalnatém Plese.

V Praze mél na matematicko-fysikdlni fakulté KU cyklus péti dvouhodinovyeh pied-
nélek ,,Soudasné problémy teorie aproximaci‘. V téchto pfednéskdch byly shrnuty vy-
sledky akademika Kolmogorova a jeho #éki v tomto oboru, vysledky o e-entropii totdlné
ohranidenych mnoZin & o superposici spojitych funkef. V pond¥li 21. b¥ezna byla uspo-
fédéna v JCMF prednéska ,,Limitni zékony pro soudty nezdvislych sé¢itanci‘‘. Pojedné-
vala o novych pracich v tomto sméru v SSSR. Akademik Kolmogorov navitivil Matema-
ticky ustav CSAV, Ustav teorie informace CSAV a Vyzkumny tstav tepelné techniky.
Rada matematikd derpala z rozhovort s nfm podnéty do dalsf préce. Ak. Kolmogorov se
ztdastnil pohtbu akademika Epvarpa CECHA a ve svém projevu ukézal, jak je v SSSR
cenéno dilo tohoto velkého nafeho udence. V Bratislavé navitivil katedru matematiky
Slovenského vysokého technického udenf, prohlédl si studentské kolejé a mél predndiku
»»Teorie aproximaci a teorie informace*.

Akademik Kolmogorov byl hostem CSAV. V oblasti kultury se nejvice zajfmal o hudbu
a o sochaistvi.

Redakce

ZPRAVA O POBYTU (S. MATEMATIKA IVO VRKOCE
V SOVETSKEM SVAZU

Ve dnech 6. ¥{jna a% 7. prosince 1959 jsem byl na studijni cestd v SSSR. V Moskv & jsem

na,vét.ivil In.stvitut mechaniky AN SSSR, s kterym mé Matematicky tstav CSAV smlouvu
o vzdjemné védecké spolupréci v otdzkdch nelinedrnich kmiti a stability pohybu. V oddé-

386



lenf obeené mechaniky tohoto tstavu vénuji otdzkém stability pohybu znatnou pozor-
nost. Musim vsak bohuZel podat soudasnd smutnou zpravu. V dobs mého pobytu v Moskvé
dne 17. X. 1959 ndhle zemfel vedouci tohoto oddgleni vynikajici sovétsky matematik
N. G. CeTaRv, ktery se svym dilem zatadil mezi klasiky teorie stability a analytické me-
. chaniky. V oddéleni obecné mechaniky s uspéchem pouzivaji druhé Ljapunovovy metody
(tj. metody ljapunovskych funkef) k ¥eSen{ prakticky dilezitych p¥ipadi. V tomto sméru
zvlastd pracuje V. V. Rumsancev, B. S. RazuMICHIN a dalsi. Otdzkdm stability je také
vénovédna znaénd pozornost v Institutu automatiky a telemechaniky AN SSSR. Zde se
zvlastd zabyvaji problémy stability ustélenych YeSeni diferencidlnich rovnic, které vy-
jadiujf automaticky regulovany systém (A. M. Letov, B. V. StroxoRraD, V. 8. Prcadov,
M. A, AJZERMAN).

Dal$im st¥ediskemn teorie obyé&ejnych diferencidlnich rovnic je seminéi na Lomonosové
universitd vedeny V. V. NitmycxiM; péstuje se v ném prevdzné kvalitativni teorie dife-
rencidlnich rovnic. Na seminé¥i jsem se seznémil s fadou mladych matematikd, zvlasté
s R. E. ViNoGRADEM a I. M. SOBODEM.

Velky vyznam v teorii diferencidlnich rovnic mé rovnéz skupina pracovnikd vedens
L. 8. PoNTRjAGINEM (R. V. GAMKRELIDZE, V. G. BoLtanskiy, E. F. Mi§¢eNko) v Mate-
matickém institutu Stéklova. Difve se ispésné zabyvala diferencidlnimi rovnicemi s ma-
lym parametrem u vy$$ich derivaci. Dnes se zde zcela vénuji novym problémim, které
vznikaji v souvislosti s optimélnim regulovénim procesi. L. 8. Pontrjagin formuloval
»Pprincip maxima‘‘, ktery je nutnou podminkou optimélnosti procesu regulovéni.

V Leningradu se teorif obydejnych diferenciélnich rovnic zabyvaji jednak na uni-
versitd, jednak v odbodce Matematického tstavu AN SSSR. V teorii stability pracuje
V.1.Zusov. V. A. PL1ssA a jinf spise pdstuji teorii diferencidlnich rovnic specidlnich typt,
zvldsté linedrnich.

V Kijevd se zabyvé teorii obydejnych diferenciélnich rovnic Ju. A. MITROPOLSKIJ,
vedouef odddlenf matematické fysiky v Matematickém institutu AN USSR, déle Ju.
D. Soxorov, jeho piiblizng metoda ,,osredndnija funkeionalnych popravok‘, vhodné pro
¥eden{ integrilnich rovnie, okrajovych Gloh z teorie obydejnych diferencidlnich rovnic & pro
mnohé dlohy z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic, neni u nds tak zndmd, jak by
zasluhovala. Diferencidlnimi rovnicemi, jejich% pravé strany jsou polynomy, sezabyvajf
na université. Je t¥eba poznamenat, %e teorii stability se tsp&sné zabyvé jesté skupina
matematik ve Sverdlovsku.

V SSSR jsem mél celkem Sest predndek o svych vlastnich vysledeich, z toho Styti

v Moskvé a po jedné v Leningradu a Kijevé.
I. Vrkod, Praha

SYMPOZIUM O NUMERICKYCH METODACH V MECHANICE — LODZ 1960

Ve dnech 18. a% 21. ledna 1960 uspotédalo Towarzystwo mechaniki teoreticznej i stoso-
wanej sympozium o numerickych metodédch mechaniky.

Sympozia tdastnili se védedt{ pracovnici z Polska, CSR (doc. dr. Mir. HameL a dr.
I. BaBUSKkA) & Velké Britdnie (prof. P. GrooTENHUIS). Na sympoziu bylo piedvneseno
celkem 22 referati, po nich% se rozproudila vidy ¢ilé diskuse. Doc. dr. M. Ha,'mpl prevdnis‘l'
referat ,,Namshsn{ rotujiciho kotoude s proménnou tloustkou s ohledem na jeho ohrati®,
dr. Babugka referoval o své spoletné préci s J. Kautskym ,,Aplikace teorie rr}a.ly’rch .tvva,-
rovych zmén v numerickych metoddch matematické pruznosti. Sympozium 8 jeho prubezh
ukézalo Sirokou préci a cilevédomé usili polskych mechaniki. O tom svédéi také to, Ze
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v srpnu 1959 konala se v Gdansku rozséhld mezindrodni konference o mechanice a letos se
pripravuje jestd daldi specidlni mechanické sympozium ve Stéting, kde se bude jednat
0 kmitech soustav s koneénym stupném volnosti.

I. Babuska, Praha

ZPRAVA O POBYTU DR. JAROSLAVA KURZWEILA V SSSR

V SSSR jsem byl od 26. 1. do 20. 2. tr. Ve dnech 27. 1. aZ 3. 2. tidastnil jsem se 1. vie-
svazového sjezdu teoretické a aplikované mechaniky. Sjezd byl velmi bohaty a obséhly.
Udastnilo se ho asi 2000 sovétskych vddeckych pracovnikd, kte¥{ representovali praco-
vi§td AV SSSR, akademii svazovych republik, vysokych §kol, vyzkumnych tdstavi re-
sortnich a vyzkumné pracovi§té primyslu, a 40 zahraniénich hosti. Sjezd zasedal ve tfech
sekeifch: I. obecnd a aplikovand mechanika, I1. mechanika kapalin a plynt, III.mechanika
pevnych téles. V kazdé sekei bylo n8kolik plendrnich predndsek, které trvaly asi 40 minut
a mély prehledny charakter. Sd8leni tudastnikt sjezdu byla prednesena v podsekecich.
I. sekce méla 3, I1. sekee 6, I11. sekce 7 podsekei. Ulastnil jsem se préce prvni sekee a sle-
doval jsem zaseddni podsekce ,,analytickd mechanika a teorie stability pohybu* a pod-
sekee ,,setrvaéniky, kmity a regulace*‘. Veelku lze ¥ci, Ze obsah sd&leni byl velmi pestry, Ze
byl pfednesen velky poéet sdéleni teoretického charakteru (napi. sdéleni M. KrASNO-
SELSKEHO 0 nové topologické metodé k dokézéni existence periodického feSeni soustavy
diferencidlnich rovnie, fada referdtd o stabilitd a o oscilacich a Fada referétt o otédzkdch
obecné mechaniky); ale nechybéla ani sd8leni, kterd se tykala konkrétnich problému
a ,,inZzenyrskych metod* k jejich FeSeni. Vzhledem k tomu, Ze v dervnu tr. bude v Moskvé
uspoiddén mezindrodni sjezd o automatické regulaci, bylo otézkém regulace vénovéno
pomérné mélo pozornosti a na zaseddnich I. sekce neshledal jsem se s pfednéSkou nebo
sdélenim o pouziti matematickych stroji.

Po zakondeni sjezdu navitivil jsem nékolik védeckych pracovist v Moskvs. Nejsast8jsi
styk jsem mél s pracovniky odds8leni obecné mechaniky Ustavu mechaniky AN SSSR.

Na sjezdu mél jsem dne 30. 1. sdéleni o stabilité v souvislosti s teorii zobecnénych
funkei. O tém¥e tématé mal jsem dne 16. 2. pfednésku na semins#i v Ustavu mechaniky;
na semindfi teorie oby&ejnych diferencidlnich rovnic na mechanicko-matematické fakulté
Lomonosovy stétni university mél jsem 18. 2. prehlednou p¥ednéd$ku o préci oddéleni
obydejnych diferencidlnich rovnic MUCGSAV.

Jaroslay Kurzweil, Praha

JMENOVANT PROFESORU NA KARLOVE UNIVERSITE

President Ceskoslovenské republiky jmenoval doc. RNDr. FranTISkKA NoZ10KU profe-
sorem matematiky a doc. PhDr. LapisLava TRUKSU profesorem matematické statistiky
Karlovy university.

Redakce

OBHAJOBY DISERTACNICH PRACI DOKTORU VED

Disertaéni préace doktora fysikdlné-matematickych v&d obhdjili: Na matematicko-
fysikédlni fakulté KU v Praze dne 19. inora 1959 doc. dr. JaAN Ma®ix préci ,,The surface
integral* a pii Matematickém tstavé CSAV v Praze dne 10. prosince 1959 doc. dr.
LapisLav RIEGER préci ,,A contribution to Godel’s axiomatic set theory*‘.

Redakce
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