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--éasopis pro péstovani matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

O KMENNYCH ZLOMCICH

JIRT SEDLACEK, Praha
(Doslo dne 5. zari 1958) DT:511.184

Tento pisp&vek navazujici na neddvno uvefejngnou monografii
W. SierpINsKEHO si viimé &isel, je% lze vyjadiit jako algebraicky
soufet daného podtu kmennych zlomk.

. Kmennym zlomkem nazyvéme &islo %, kde n je ptirozené &islo. Algebraic-

. 8
kym soudtem &isel wy, w,, ..., w, rozumime &islo w = Zle,.w,-, kde ¢; = + 1 nebo
i

—1lproi.= 1,2, ..., s. Budeme zde pouZivat nézvoslovi, které zavedl W. SiEr-
PINSKI v praci [1]. Podle ného 4, (resp. B,) znadi mnoZinu viech téch racional-
nich é&isel, jez je mozZno vyjadiit jako soudet (resp. algebraicky soudet) s kmen-
nych zlomkid. Ziejmé 4,c B, pro s=1,2,3,... a dile 4, c4,cA,c...,
B, cByc Byc.... Oznadme jesté B, mnoZinu majici jediny prvek, nulu.
Ztejmé B, c B, pro s = 2, 3,4, ... Snadno nahlédneme, Ze pro kazdé we B,
(p¥i libovolném s) plati '

w|=s. ‘ ‘ (1)
Oznaéme R mnozZinu v8ech redlnych &sel. Sierpinski ukazal, Ze pro kazdé piiro-
zené ¢&islo s je B; mnoZina ¥{dké v R. Pro M c R ozname M’ mnoZinu viech
hromadnych bod@ mnoZiny M (tzv. derivace mnoziny M). Plati v&ta

Véta 1. Pro kaZdé celé nezdporné éislo s je By, = By u B,.
Dukaz. DokéZeme nejprve B,,; O B, u B,. Nula je hromadnym bodem mno-

151 e 1
15> _;_., .., pitemZ plati %€ B,

(pro k=1, 2, ...). Pro libovolné v e B, sestrojme nyni mnozinu &isel » +7}c_

ziny B,+,, nebof je limitou posloupnosti

(k=1,2,...), kterd patii do B,4,. V kaZdém okoli bodu v je tedy nekoneéné
mnoho prvkia mnoZiny B,+,, proto ve B, ;.

Déle doki¥eme inklusi B,,, c By u B, (pro viechna cel4 nezdporns d&isla
s). UkaZeme, %e plati B,,; — (B, u B,) = @. Pros =0 je to ztejmé. Dale budiz
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8> 0; uditime indukéni pfedpoklad a necht existuje prvek w e B,,,, pro n&jz
neni w e By U B,. Obsahuje-li kazdé okoli bodu w prvky mnoziny B,, potom
we B,; pfi tom vSak neni we B, U B,_, (to by m&lo za nésledek we B, U'B,),
" tak¥e we B, — (B, U B;_;) a to je spor s indukénim p¥edpokladem.

Existuje tedy interval I = (v, v,) neobsahujici zadny prvek mnoZiny
B, u B, a takovy, %e v; < v,, we I. PoloZzme

e = }min |w — v, J=E(|x—u.;]<e).

i=1,2

Z ptedpokladu w e B; , plyne, Ze J obsahuje nekoneénd mnoho prvké mnoZiny

8+1

B,+,. Pidme kaZdé takové ze By, n J ve tvaru z = Z Z—‘ (kde 0 < k; =k, =<
i=1/g
< ... £ k,y,). Potom je

smy (2)

s+1

kde y ¢ B,, k 2tle B, Je tedyk > ¢ Gili kyqy < %, coZ lze splnit jenom ko-
s+1

neéné mnoha hodnota.ml kery. Musi tedy ve (2) existovat nekonednd mnoho
hodnot y; pro kazdou z nich je

V=2

Z nekoneénosti mnoziny éisel y plyne ie Ize najit takové y*, jex m4 v zdpise (3)

®3)

-&‘Iﬂ

*
% ¢ B, n.I, coZ je

aspon jeden jmenovatel k¥ > élh < &. Plati tedy z — W
3

k*
spor. Dikaz je podan.
Viimnéme si nyni, kolika zpisoby je moZno dané &islo w e B, vyjad¥it jako
soudet s kmennych zlomkd. Dva rozklady

e :
”’:ZW (G=1,2)
i=1 ¢

@ @
2

pokldddme pii tom za rizné, jestlize neplati -+ i)

(r=1,2,...,9) (ani po
event. vyménd zlomki v rozkladu).

Vé&ta 2. Budif ddmo ptirozené Cislo s = 2. Nuind a postadujici podminka
k tomu, aby dané raciondlnt Cislo w bylo moZno jen koneénym poltem réznijch
zpusobts vyjadrit jako algebraicky soudet s kmenngjch zlomki, zni

weB,~Boy. @
- Dikaz. Necht neplati (4). V ptipadé w non e B, nelze najit Zddny zpiseb
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takového vyjadieni. Necht w e B, a pfedpoklddejme, Ze w € B,—,. Lze tedy psit

-2

w= z % Pro libovolny kmenny zlomek 1 pak plati
Sk k

8-2
1 1 e;
kil + ,.217‘;—‘ s
take hledany potet vyjidieni neni konedny. _

Necht za druhé plati (4); checeme dokézat, %e w je moZno jenom konednym
podtem zpisobid vyjadiit jako algebraicky soudet s kmennych zlomki. Pro
8§ = 2 a 8 = 3 toto tvrzeni plyne z vét, které Sierpiriski uvadi v [1] na str. 87
a 101.Y) BudiZz nyni s > 3; ulitime indukéni pfedpoklad a uvaZujme nejprve
¢islo w > 0 spliiujici vztah (4). Lze psét

8
€;

1Y :
kde y,, ¥, ..., ¥, jsou pfirozend &isla.

Protoze w > 0, musi v (5) aspori pfo jeden index j platit e; = 1. Nechf ozna-
¢eni v (5) je tak voleno, Ze e, = 1, p¥i dem% y, < y; pro viechna ¢, pro néz

w =

(5)

e; = 1. Je-li takovych ¢ pravé r, dostaneme z (5) odhad w = yi &li Y = %.
1
Cislo y, mb¥e tedy v (5) nabyvat nejvyse koneény podet hodnot; budiZ y*

jedna z nich. Kdyby bylo w — %e B(;—1)-9; bylo by we B,—, (spor). Je tedy
1
1

w o € B,_;, — B,—;. Nyni uvaZujme rovnici : ;
8
1 e; '
w— = >-1 (6)
o et

Kdyby platilo w — gl,—,— = 0, bylo by w e B, c B,—,, coZ odporuje pfedpokladu.

1

Vztah (6) miZeme proto vZdy (vynésobenim) pfevést na tvar, v ném% na levé
strang je kladné &islo. Podle indukénfho predpokladu vyhovuje tedy rovnici (6)
jen konedny polet (s — 1)-tic ¥sel y, ¥4, - -, ¥, Vidime proto, ¥e existuje jen
koneény podet s-tic &isel spliiujfcich vztah (5). Tento z&vér plati tedy zfejmé
iprow < 0 sphiujiei vztah (4). Dikaz je podén.

Mnotziny B, & B, maji vlastnosti celkem jednoduché. Vénujme nyni pozornost
mnoZiné B;. A. ScHINZEL vyslovil domnénku,?) %e ke kazdému pfirozenému

1) Citované véty znéji: I. Kaidé raciondlni &islo rimé od nuly md jen koneény pofet = @
rozkladi na algebraicky soudet dvou kmennych zlomlei. 1. Kaidé kiadné raciondlnt &islo,
o seor m zlomkem, md jen konetnyj podet = O rozkladsi na algebraicky soudet 174

m’)l‘l;‘t%rmulaci domnénky zde uvddime v trochu modifikované formé (ve srovnéni s [1],
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tislu m existuje piirozené &islo [, takové, Ze pro viechna ptirozend n = I,, plati
% ¢ B,. (Pro jednozna&nost volme za ,, vZdy nejmensi moznou hodnotu.) Tato
domnénka byla ovéfena pro m =< 18. Z tvah, které uviddi W. Sierpinski, ma-

zeme sestavit tabulku:3)
m |1]2]3]|4]|5]|6|7]|8]|9]10/11]12]13]|14|15|16]17|18
ln |1|1|1]2[2]3|3|4]3|4]5|8]6|6]5]|10]8]|24

Je-li uvedend domnénka spravnd, pak disledkem vztahu (1) je lim /,, = oo.
m—>0

Ovétime zde Schinzelovu domnénku jesté pro m = 19, 20, 21.

Véta 3. Pro vdechna pfirozend éisla n > 12 platt 17? € By. P#i tom je

19
1_i€B4_B3. (7)’

Dukaz.t) Pro n= 0 (mod 19) je tvrzeni ziejmé. UvaZujme nyni é&islo n
tvaru 19k 4 r, kde r = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9. Plati 5)

19 1 I 1

OF L1 % | 2EQ0k £ 1) |« Ik £1)°
19 1 1 1

Tok£2 % | KOk £1) = (0k L 1)(19% L 3)’
19 1 1 1

0k £3 % | Wek £ 1) T (6F £ 119k £ 3)
19 1 1 1

19k -4 k& + k(3k £ 1) + (5% + 1)(19% + 4)’
19 1 1 1

10k L5 & | Wak £ 1) T @k £ % £ 5)’
19 1 1 ; 1

0F£6 % | E@k £ 1) T Bk L 119k £ 6)’
19 1 1 1

0F L9 & T EGEED) T 9k £ 1)(19% £ 9)°

Témito vzorei je tvrzeni dokdzéno pro kazdé p¥irozené n z uvedenych étrnicti
zbytkovych t¥{d. Necht n= + 7 (mod 19). Pro n = 12 a 31 tvrzeni plati,
nebot -

19 1 19 1 1 1
2T ET R N
3) Dukaz prom = 8 a 18 podal A. SCHINZEL.
4) Pismeno k znad{ v celém dikaze éislo pfirozené, I je &islo celé nezdporné.

%) V jednotlivych vzorcich je oviem tfeba §ist. vSude bud znaménko horni nebo vSude
znaménko dolni.

1 1
+§+Z’
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Ka#dé jiné p¥irozené &islo n = 12, je¥ je= -+ 7 (mod 19), je mo¥no psat v pravd
jednom ze tvard*) 57k + 7, 57k + 12, 1141 £ 26, 114k + 31. Spravnost na-
Seho tvrzenf plyne pak z t&chto vzorei: '

19 _ 1 1 1 :
BTh £7 3k | 3k(E L 1) 308k £ BTk L)’
19 1 1 1
BTk 12~ 3% | 3kGk £ 1) | 35k L 1)(10k £ 4)°
19 1 1 1
T4 +£26 2@l 1) T 2Bl L D@ £2) | (0 & 2)(114] = 26)°
19 1 1 1

14k =31 6k | 2k(11k £ 3) = 6(11F £ 3)(114k +31)

Necht konetné n = 4 8 (mod 19). Pro n = 27 sprévnost tvrzeni plyne ze
vzorce ‘ '

19 1 1 1
-2 TE T

Ka%dé jiné prirozené n = 12, které je = -+ 8 (mod 19), je moZno psét

v pravé jednom ze tvart 57k + 8, 57k - 27, 114k -+ 11, 1141 -+ 46. Lze najit
VZOorce )

19 1 1 1 S
57k £8 3% 3k(Tk £ 1) = 3(7k 4 1)(57k + 8)°

19 1 1 : 1
5k £ 27 3% 3k(2k + 1) 4 3(2k +1)(19% + 9)°

19 1 1 1 .
T1ak £ 11 6k | 2k(31k L 3) — 6(31% £ 3)(11dk L 11)’

19 S 1 1

T4 £ 46 3B 1) T ML £ 6) | (180 £ 6)(114] L 46)°
Tim je tedy dokédzéno, Ze pro n = 12 plati 1—:- € B;. Budeme nym dokazovat
: 19 1 1 1 1
,(7) Je eB., boﬁ-—lT_—l—-{-—-;-_._.ZZ,
neplati e B,. Necht existuji celd sla x, y, z tak, e

Doka¥eme (nep¥imo), Ze

19 1 1
n e P : (8)

Volme oznadeni ta.k %e x < y < 2. ProtoZe na levé strané rovnice (8) je &islo

> 1, musi aspoit dva z kmennych zlomkd na pravé strang byt kladné. Budeme
tedy rozliSovat dva disjunktn{ piipady: a) z > 0, byz < 0,y >.0.
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a) Pro x = 2 bychom dostali

3 19
Muze byt tedy jenz = 1. Hlede]me proto dale (kladné) feleni rovnice
8 1 1
" Pro y = 3 bychom dostali
1 1 _2 8
m = ¥ = 3 <1IL’
8
coZ neni mozné. Rovmce (9) dovolu]e odhad 77 > —;—éﬂl Y > 1— . Zbyva uz
jen y = 2, aviak z (9) pak plyne = —1§1— — % = 252 , takZe i tuto moznost]e
nutno zamitnout. :
e - : 19 2 s 22
b) V druhém piipad® dostdvdme z rovnice (8) odhad a0 < & Giliy < 19

dili y = 1. Redime tedy rovnici
8 1 I
T=21%
o8, sok T i 1 9
s pozadavkem z < 0,z > 0. Musi platit 1 < s tedy z < S gili'z = 1. Pak

1 2 e s e v
ale 7= % —l== it takZe ani v piipadé b) nenachdzime zadné feleni.

Dikaz véty 3 je tim podan.
Poznéamka 1. Véta 3 neiikd nic o unicité rozkla,du élsla. — v algebra.lcky

soudet t¥i kmennych zlomkd. Vime jiZ, Ze miZe emstovat i nekoneéné mnoho
takovych rozkladd, takze rozklad nemusi byt jednoznaény. Kromé vzorch
uvedenych v diikaze véty 3 nachizime nap¥. jeté& pro » = 19k 4+ 1 > 19
vzorec : , ,
' 19 1 1 1
E—:kilik(kil);k(wkil
pro n = 19k 4 2 vzorec ,

19 1 1 1
= E T k(10k + 1) T (10k & 1)(19k + 2)

apod. Snadno vSak nahlédneme, Ze rozklad Eisla % s algebraicky soudet tii
kmennych zlomki je jednoznaény.
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Poznimka 2. Viimneme-li si je¥té (v souvislosti s vétou 3) hodnot n <11,

1
vidime, Ze pro » < 6 vzhledem ke vztahu (1) neplati —ng—e B,, aviak

19 1 1 1 19 1 1 1
R N W R e M T

Véta 4. Pro vdechna pfirozend isla n = 30 platt % € B,. PFi tom je

20 ‘
35¢Bu— Bs. - (10)

Dikaz. Je-li n délitelné &isly 2 nebo 5, plyne tvrzeni z tabulky, kterou jsme
uvedli pred vétou 3. Kazdé jiné piirozené &slo n = 30 miZeme psit v pravé
jednom ze tvart 20k 4 1, 20k - 3, 20k 4 7, 40k 4 9, 80k 4 11, 80k + 29.
Spravnost tvrzeni pak vyplyva ze vzorci

20 1 1 1

S0k E1 % | 2K@0k £1) T Zk20k £1)°
20, bty (9) B 1
20k £ 3 k' k(Tk £1) " (Tk + 1)(20k =+ 3)°
20 1 1 1
BELT % T RGEED T GEED@ERET)’
20 1 1 1
0k £9 2% T ROk £ 2) | 2(9k % 2)(@0k £ 9)
20 1 1 1
B0k 0L onrllr T ©(29% 1 4) = 4(29% + 4)(80k + 11)

20 1 1 1, ;
80k £ 20 4k T k(11k £ 4) + 4(11% + 4)(80k + 29)

Abychom dokézali (10), ovéfime spravnost vzorce

20 .1 1 1 1
-3 te Tt 339

Obdobné jako v ditkaze véty 3 bychom dokézali, Ze neplati ;—g e B,; dikaz je
Vita 5. Pro vlochna plirozend Ssla n = 30 platé % ¢ BLUPH fom b
21 |
'2—9‘5 B4 i Dt Bs . (11)

" Dikaz. Je-li n délitelné &isly 3 nebo 7, plyne tvrzeni z tabulky uvedené pred
vétou 3. V ostatnich pipadech vyplyvé spravnost ze vzorcat).
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1 1

21 1
ST k%R LD T %@k 1)
21 ° 1 1 1
SEL2 F CRIELD | 0k £ D)@K 3’
2t _ 1. 1 1
21k + 4 &k ' k(6k £ 1) © (5k + 1)(21k & 4)°
21 1 1 1 :
SFE5 kT EEE L) T @ L DEE L 5)’
21 1 1 1
6% L8 3k T 3k(8k + 1) + 3(8% + 1)(63%k + 8)
21 1 1 1
196k 13 ~ 6F | 2%(20% I 3) — 6(29% L 3)(126Fk = 13)’
21 1 1 1
126] £ 50 3Bl L 1) | 2031 £ D18l £ 6) — (167 = 6)(63] &= 25) ’
0, LS s 1 n 1
126k + 29 = 6k ' 2k(13k -+ 3) — 6(13k 4 3)(126k - 29)°
21 1 1 1

196 £34 2@ L) T 2@ L (Sl £ 4) | 2(161 £ 63 £ 17)°
21

1 1 1
21% + 10 “Tq:k(%il),

+ @k £ DEE £ 10)

Vztah (11) plyne z rovnice:

gy i Xl cprenng &
-3 "5 @5 .

a z ivahy obdobné, jaks byla uvedena v dikaze véty 3. :

Zéavérem si viimnéme (pfi daném s) mnoziny B,;, — B,; vidime, %e B,; — B,
m4 nekoneénd mnoho prvkii. Najdeme dokonce nekonedné mnoho prvki této
mnoziny i tehdy, omezime-li se na interval J, = {—s; +s). MnoZina 4,4, — B,
je zfejmé vlastnf &4sti mnoziny B,., — B,; z nésledujici véty uvidime, Ze jest&
i mnoZina 4,4, — B, m4 s intervalem J, spoletnou 8ist o nekoneéné mmnoha
prvcich.

Vé&ta 6. Budte ddna pfirozend Sisla k, s (k = 2,8 = 1). Polotmeq = (8 — 1) +
1 1 '
+ 5 + % Potom qe Agiy — By

Dikaz. Ztejmé g e 4,4, Piedpoklddejme dale, ievéxistuji celd &sla x,, z,, ...,
xz, tak, Ze - '

8
1 : i 3
q= — B ST S...=2,.
%
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