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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 84 (1959), Praha :

O JISTE POLOGRUPE ENDOMORFISMU NA JEDNODUSE
USPORADANE MNOZINE, I

BEDRICH PONDELICEK, Podébrady
(Doflo dne 2. dervence 1958) DT: 519.518

Clének se zabyvé vdtou 3 z préce [1] F. Sixa, platief pro grupu
automorfismi na jednoduse usporddané mnoZiné M. Tato véta je zobec-
néna pro jistou pologrupu endomorfismii na .

Necht M v celé praci znamend jednoduse uspoiddanou mnozinu. Endomorfis-
mem na M budeme rozumét takové zobrazeni f mnoZiny I na sebe, které mé
vlastnost . '

e =y (x,yeM=fx) = {(y) -

Prosty endomorfismus na M nazyvame automorfismem na M. Rozklad mnoziny
M (s konvexnimi prvky), ktery je vytvofen endomorfismem f, nazyvame
rozkladem prostoty endomorfismu f. Zfejmé endomorfismus f je automorfismem
na M tehdy a jen tehdy, jestlize jeho rozklad prostoty je na 9% minimalni..

Definice 1. Cyklem endomorfismu f na M rozumime mnotinu A, kterd md jednu
z téchto viastnosti: '

a) Necht f(a) = a, potom A = U Elzx e M; f"(x) = a].

b) Necht {fr(y)}>_, je prostd posloup'rwst zwolme posloupnost {u‘,‘},,_1 (kde
fM(u,) = y), potom A je syednocem vdech intervali, mnofiny 9)2 8 koncovyms body
1™(y); Y-

Obsahuje-li cyklus asponn dva prvky, nazyva se. vlastni. Vlastni cyklus
typu b) nazyvé se cyklus bez vyjznaéného bodu. Vlastni cyklus typu a) se nazyva
cyklus s vyznalnym bodem a. JestliZe vyznadny bod a je koncovym bodem
cyklu 4, nazjvéme tento cyklus jednostranny. V opatném pifpad$ nazyvame
cyklus oboustranny. Snadno zjistime, Ze definice cyklu A typu b) nezdvisi
ani na volb& bodu y € 4 ani na volbé pomocné posloupnosti {u,}. Viechny
cykly jednoho endomorfismu f tvo¥i rozklad na M (s konvexnimi prvky), ktery
se endomorfismem f zachovava.

- Jestlize f(x) = z (x ¢ M), potom z nazveme. samodruznym bodem endomorfis-
mu f. MnoZinu viech samodruznych bodd endomorfismu f na IR oznadime
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M[f]. Déle oznadime M(f) =M — M[f]. Necht I' je mnoZina endomorfismi
na M, potom M(I") = U M(f) a M1 = N M[f].
fer fell

Pologrupou rozumime asociativni grupoid. Cdsteéné usporddanou pologrupou
rozumime pologrupu, kterd je éastetné usporidana, a v niZz plati

a < b= ac < bc, ca =< cb.
Rekneme, %e v pologrupd plati pravidlo o krdcent zprava (zleva), ]esthze
ac=bc=>a=>b, (ca=cb=>a=0).

Snadno zjistime, Ze mnozina viech endomorfismi ) (viech automorfisma &)
vzhledem k skldddni zobrazeni a ¢asteénému uspotadini (f < g <= f(x) = g(x)
pro vSechna x €M) tvoii I-pologrupu (I-grupu) ([2], XIII a XIV), tim také
tésteéné usporddanou pologrupu (grupu). Ziejmé & c 9.

Lemma 1. V pologrupé § plati pravidlo o krdceni zprava.

Dikaz. Necht fh = gh (f,g, h e ). Necht z M, potom existuje aspoit
jeden prvek u eM takovy, Ze h(u) = . Ziejmé& fh = gh = fh(u) = gh(u) =
= flz) =glz)y=>f=y.

Necht 4 je neprizdnd podmnozma. pologrupy B. Necht a, b € B. Relmeme Ze
a déli b zprava podle mnoZiny A (a/ b), jestlize existuje r € A takové, Ze b = ra.

Lemma 2. Necht I' ¢ §), potom f[pf (f € §) tehdy a jen tehdy, jestliZe e eI’
(kde e je identicky endomorfismus na M).

Dikaz. Necht e e I', potom f = ef (f € §) = f/of. Necht f/.f (f € H), potom
f=rf(rel). Zfejmé ef = rf, z &ehoZ podle lemmatu 1 vyplyva, %e e =r,
atedyee I '

V&ta 1. Nuind a postabujict podminka, aby f[ng (f, g € H) je, aby rozklad prostoty
endomorfismu g na M byl zdkrytem rozkladu prostoty endomorfismu f na M.

Dikaz. Necht f/og (f, g € ), potom g = rf (r € §). Necht f(u) = f(v) (u, v eM),
potom g(u) = rf(u) = rf(v) = g(v). Implikace f(u)= f(v) (v, v €M)= g(u) =
= ¢(v) znamend, Ze rozklad prostoty g je zdkrytem rozkladu prostoty f.

Necht f(u) = f(v) (u, v e M) = g(u) = g(v). Budiz z ¢M; existuje w ¢ M tak,
Ze f(w) = z; definujme r(z) = g(u). Z¥ejm& definice endomorfismu r nezédvisi
na volb& % eI a plati g = rf, tedy f/eg.

Definice 2. Rekneme, Ze pologrupa I' endomorfismi, na M md vlasinost (y),
jestlize plati:

a) Nechi f e I, potom | nemd oboustranny cyklus.

b) Necht f,g e I, potom f|rg nebo g/f.

Na zédkladé lemmatu 2 obsahuje tedy pologrupa I, kterd mé vlastnost (y),
identitu e.

Lemma 3. Necht pologrupa I' C §) md viastnost (y), potom. je jednoduse uspord-
dand tehdy a jen tehdy, jestlize e = f pro véechna f e I'.
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Dikaz. Nutnost podminky je samozfejm4. Necht tedy e = A pro viechna he I
Necht f, g € I', potom f = rg nebo g = rf (r € I'). Ze vztahu e = r vyplyva f = g.

Definice 3. Endomorfismus f na M se nazijvd monocyklicky, jestlize md nejvyse
jeden viastni cyklus.

Pologrupa I' se nazgvd monocyklickd, jestlize kaidy endomorfwmus fe r 73
monocyklicky.

Definice 4. Fdzi endomorfismu f na M (f + e) rozumime takovy endomorjwmu&
g na M, pro ktery plati:

a) existuje vlastni cyklus F endomorfismu f takovy, e g(x) = f(x) pro = ¢ F;

b) g(x) =z prox eM — F. ‘

Necht N znaéf v celé praci mnoZinu viech pfirozenych &isel.

Definice 5. Rekneme, %e pologrupa I' endomorfismé ma R md vlastnost (x),
jestlize ke kaZdému endomorfismu f =+ e (f € I') existuje jeho fdze g a n € N takové,
Zeghe I'a fo g

Véta 2. Na pologrupé I" endomorfismi na M, kterd md vlastnost (), jsouw ekvi-
valentni ndsledujict vlastnosti:

a) I je monocyklickd;

- b) I je jednodude usporddand a md viastnost (o).

Dukaz. a=-b. Na zdkladé lemmatu 3 stadi dokizat, Ze e = f pro kazdé
f e I'. Necht tedy existuje r e I'" takové, Ze r|le, z éehoz vyplyva, Ze existuji x;
y e I', pro kterd x < r(x) a y > r(y). Tedy endomorfismus r mé bud alespon
dva vlastni cykly nebo oboustranny cyklus, a to je spor. Z toho, Ze .I" je mono-
cyklicks pologrupa, snadno vyplyva, zZe I' ma vlastnost («).

b = a. Necht f e I'a mé dva vlastni cykly F a G (F n G = §). Zfejmé exmtu]e
faze g endomorfismu f a n € N takové, Ze g" e I' a f*/ g". Tedy g"(x) = f*(x)
pro z e F, g"(x) = x pro z € G a g*(x) = rf*(x) pro x eM, kde r e I'. '

Necht ¢ < fr. Vezméme u ¢ F (v € G), kde u(v) neni vyznaénym bodem cyklu
F(@). Ziejm& u < fr(u)=g"(u)=rf"(u) =1rg"(u) a v <f"(v)=g"0v) <
< fr) = rfr(v) < fr(v) = r(w) < w (kde w = f(v) € @), a tedy w = g"(w) =
= rg"(w) < w, coZ znamend, %e rg" || e (kde rg® eI'), a to je spor Ste]nym
zpusobem dojdeme ke sporu v piipadé f* < e.

Definice 6. Monocyklickd pologrupa I' se nazjvd silné monocyklickd, jestlii@
Ml =Myl prof, gl (f,g + e).

Pozndmka 1. Jestlize I' je monocyklickd grupa automorfismi na I, je
té% silng monocyklicks (viz [1], str. 5, véta 3, a = c). Pokud jde o pologrupy
endomorfismd na M, nemusi toto platit, jak ukazuje nasledujici p¥iklad:

Necht C je mnoZina viech celych &isel. Bud I mnozZina uspofiddanych
dvojie (i, k), kde 4, k€ C, 4 < 1 nebo ¢ = 1 a k = 0. MnoZinu IR uspofddéme-
lexikograficky. Definujeme dale dva endomorfismy f a g na M: ]

f@i, k) = (@’k)’ % 0; ﬂo’k)= 0,k 4+ 1)
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pro (i, k) e M. Zfejmé f ma jediny vlastni cyklus (bez vyznaéného bodu) F
ktery je mnoZinou viech dvojic (0, k), kde % € C.
g, k)=@E+1L,k),1<0; g0,k)=(1,0); g(1,k)=(1,k+1)

pro (i, k) e M. Zrejmd M je jediny vlastni cyklus (bez vyznainého bodu) endo-
morfismu g. Ctené# snadno dokéaze, ¥e gf = g. Vezméme tedy mnozinu I" viech
endomorfism® na M tvaru fmgn, kde m, » jsou celd nezdpornd d&isla. Snadno
zjistime, Ze I" tvo¥i monocyklickou pologrupu, kterd mé vlastnost (), ale neni
silng monocyklicks.

Rekneme, %e jednoduse uspofddand pologrupa (s jednotkovym prvkem e)
je zleva archimedovsky usporddand, jestlize pro a < b, ¢ > eresp. a < b, c <e
existuje n € N resp. m e N takové, Ze c*a = b resp. a = c™b.

Lemma 4. Nechi jednoduse usporddand pologrupa I'c § md viastnost (y);
potom je archimedovsky usporddand zleva tehdy a jen tehdy, jestlize pro e < f <
<g(f<e<gmnebog<f<emnebog <e < f)enistuje n e N takové, Ze f» = g
(e = frg nebo g = f~ nebo frg = e).

Dikaz si étenai snadno provede sdm.

Definice 7. Pologrupa I' endomorfismé na SJJZ se nazy'va divergenitni, yestlzie
pro libovolnd z, y e M(I'), x < y, existuje f € I" takové, Ze f(x) = y nebo x = f(y)-

Lemma 5. Necht pologrupa I' c § md vlastnost (y), potom v ni plati p'ramdlo
o krdceni zleva tehdy a jen tehdy, jestliZe gf =g (g, fe )= f =e.

Dikaz. Nutnost podminky je samozfejma. Necht tedy gh = gf. Zre]mé
pii vhodném oznadeni & = rf, kde r e I', tedy grf = gf, z ¢ehoZ vyplyvé podle
lemmatu 1, %e gr = g. Tedy podle pfedpokladu r = ¢, a tudiZz A = f.

Véta 3. Na pologrupé I" endomorfzsmu na M, kierd md viastnost (y), jsou ekvi-
valentni ndsledujics vlastnosts:

a) I' je silné monocyklickd;

b) I' je monocyklickd a plati v ni pravidlo o krdceni zleva;

e) I'je zleva archimedovsky uspoFddand a divergentni.

Diikaz. a=-b. Ka?d4 silnd monocyklickd pologrupa je monocyklické.
Necht existuji f, g e I' takové, %e gf = g a f + e. Ziejmé g + e. Oznadme F(G)
cyklus endomorfismu f(g). Necht u, v e M(I") c F, potom u nebo v lezi v uzavte-
ném intervalu I mnoZiny M, jehoz koncové body jsou f*(v), f*+i(v) nebo
fr(w), f~+4(u), kde n = 0. Ze vztahu gf = g vyplyvé, Ze g(u) = g(v), a tedy
g(‘Dl(I')) ‘je jednobodovd mnozina. Cyklus G mé tedy nejvyse dva prvky,
a to je spor, protoZe, jak snadno zjistime, moh G = ¥,. Z lemmatu 5 vyplyva,
Ze v pologrupé I" plati pravidlo o kraceni zleva. ’

b = ¢. 1. Z véty 2 vyplyvs, Ze I" je jednoduse uspora,dana, pologrupa Pred-
pokladejme, Ze neni zleva archimedovsky uspofddand, eoZ znamend, Ze existuji
f» g € I' takovi, %e pro vsechna n ¢ N plati ¢ < f*» < g(f < e < g, ¢ < frg nebo
g < fr < enebo g < e <, frg <e). Necht F(G) je vlastni cyklus endomorfis-
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mu f(g); oznatme F’' = F — M[f] (' = G — M[g]). Ziejm& y e F' = g(y) e F’,
a tedy y = g(u)=>ueF.

Jestlize f = rg (r e I'), potom polozme % = gr. Ziejmé& pro y e F platl Y =
= g(u) = gf(u) = grg(u) = gr(y) = My). Jestlize g=rf a g=hr(r,hel),
potom pro yeF’ plati y = g(u) = hr(uw) = hrf(u) = hg(u) h(y). Jestlize
g=1far=hg(r,hel), potom pro y e F' plati y = g(u) = hgf(u) = hg(u) =
= h(y). Ve viech t¥ech piipadech 4 = e, protoze v I" pla’u pravidlo o kraceni
zleva. Necht H je vlastni cyklus endomorfismu %; oznaéme H' = H — M[A].
Z¥ejmé H' 0 F' = @. Pro fh e I" plati

fh(x) = f(x) proz e I, fh(x) = h(x) pro z , pro néz plati h(x) e H' ,

a tedy fh mé bud dva vlastni cykly nebo jeden cyklus oboustranny, coZ je
v obou pfipadech spor.

2. Pfedpoklddejme, Ze I" neni divergentni. Tedy existuji x, y e M(I), z < y
takovi, %e pro kazdé f e I' plati f(z) < y, x < f(y). Ziejmé existuje f ¢ I"(g e I')
takové, Ze f(x) + =, {(y) = y(9(x) = =, g(y) + ¥) a z(y) nenf vyznainym bodem
cyklu F(G@) endomorfismu f(g). Necht f = rg (r e I). Z¥ejms fg(x) = f(z) + =z,
a tedy fg(y) =y. Rovnéz r(x) = rg(z) = f(x) + z, a tedy r(y) = y. Necht
g(uw) = y; potom plati » + y. Déle plati u € F, protoze f(u) = rg(u) = r(y) =
=y + u a g*u)eF, protoZe fg*(u) = fg(y) =y + g(y) = g*(w). Jelikoz w,
g*(u) e F, tedy i g(u) =y e F, a to je spor. Stejnym zpisobem dojdeme ke
gporu v piipad® g = rf, kde r e I'.

¢ = a. 1. Pfedpoklddejme, Ze existuje f eI, které mé alespori dva vlastni
cykly F-a G. F 0 G = 0. Necht z ¢ I — M[f] (y e @ —M[f]) a » < y. Ziejms
existuje g € I" takové, Ze g(x) = y nebo z = g(y). Necht tedy g(r) = y. Ziejmé
f *+e atedy e <f nebo f <e. Jestlize e < f, potom z < fr(x) < y < g(x)
pro viechna n € N, a tedy e < f"<C g, a to je spor. JestliZe f < e, potom x <
< fM(y) < frg(x) pro v8echna n € N, atedy e < f*g, a to je spor. Stejnym zpiiso-
bem dojdeme ke sporu v piipadé z = g(y). I' je tedy monocyklickd pologrupa.

2. Predpoklddejme nyni, Ze I" neni silné monocyklickd pologrupa. Nechf f,
gel (f, g +e), f <g. Necht e < f < g. Jestlize existuje x eI takové, Ze
flx) =z a 2 < g(x), potom fM(z) =2z < g(x) pro vSechna ne N, a tedy e <
< fr < g, a to je spor. Jestlize existuje z e M takové, zZe g(z) = x a x < f(x),
potom g(z) < f(), a tedy g < f, a to je spor. Necht f < e < g. JestliZe existuje
x e M takové, Ze f(x) = x a # < g(x), potom. existuje v e M, g(u) =z a u < =,
a tedy u < frg(w) pro vSechna n ¢ N, z &ehoZ plyne, Ze e < frg, a to je spor.
Jestlize existuje x ¢ M takové, Ze g(x) = « a > f(x), potom dojdeme rovnéz
ke sporu. Stejné tak i v poslednim piipadé f < g < e. Dokézali jsme tedy,
Ze I' je silné monocyklickd pologrupa. Tim je dikaz véty 3 ukonden.

Poznimka 2. Z véty 3 bezprostiedné vyplyva, Ze monocyklické pologrupa,
kterd mé vlastnost (y) a kters je komutativni nebo pologrupou automorﬁsmu,
je silné monocyklicks. :
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