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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

BURKILLOVY INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Doslo dne 19. kvétna 1958) DT: 517.39

S vyuZitfm pojmu stejnomérné konvergence se v &ldnku dokazuji
pro jednorozmérny Burkilliv integrél nékteré véty, obdobné v&tdm
z teorie Riemannova resp. Lebesgueova integrélu, o spojitosti, deri-
vaci a integraci vzhledem k parametru.

1. Uvod

Zavedeme si nejprve stald oznaleni a terminologii. Budiz K neprizdny
konedny polootevieny interval tvaru <{a, b) na realné ose R = (— 00, o0).
Symbolem K oznaéime pak systém viech intervall ) obsaZenych v K. Je-li I
interval v R, pak |I| znaéi jeho délku. Délenim 2 koneéného intervalu J c R
rozumime libovolny konedny systém disjunktnich intervalt Iy, Iy ..., dy

takovych, Ze U I; = J. Normou »(2) takového déleni nazveme pak &islo

max |1,]. =
1=i<n

V ¢lanku budeme studovati redlné nebo obecnéji téZ komplexni funkce
intervalu zdvislé na redlném parametru, tedy funkee f(Z, ) definované v K X
X X, kde X c R. Leckteré vysledky, které si zde uvedeme, lze oviem bez
potiZi roziffiti i na p¥ipad, kdy parametr = je prvkem obecnéjsiho prostoru
nezli R, napf. obecné metrického prostoru; toto zobecnéni viak jiz neni pod-
statné; v ivahu prichézeji zde jen vysledky paragrafu 2 a 3.

V celém &lanku predpokldddme znalost zdkladnich v&t a vztahéi a.pojmu
teorie Burkillova integrilu v jednorozm&rném p¥ipad® (viz [1], [6]). Je-li déna
funkce f, g, . .. intervalu, znatime jeji Burkillv integral odpovidajicim velkym
pismenem F @, atd. Je-li f funkce intervalu a 2 déleni n&jakého mtervalu J,
v ném¥ je f definovana, pak klademe f(2) = Z ;).

1) Slovem interval rozumime zde i véude v dalsim vZdy polootevreny interval typu {,)«
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2. Stejnomé&rna konvergence

Budi# 2, ¢ X c R a budi% f komplexni funkee definovan v K X X. Rekneme,

Ze f je spojitd v x,y?), jestlize ke kazdému ¢ > 0 a kazdému I ¢ K existuje § > 0
takové, ze

{reX, o — x| < 0} = {If(I, x) — f(I, %o)| <&} - (2.1)

BudiZ m néjakd nezdpornd funkce intervalu definovand v K a takova, Ze

0 < M(K) < . Rekneme potom, %e f je m-stejnd spojitd v x,2), jestlize ke
kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé I ¢ K plati

@eX, |o — x| < 8 = {IfI, 2) — T, z)| < em(L)} . (2.2)

Rekneme, %e f je spojitd, resp. m-stejnd spojitd v X, jestlife je spojité,
resp. m-stejné spojitd v kazdém x € X.

Budi# § komplexnf funkee v K X X a necht pro ka%dé z ¢ X existuje Bur-
killiv integrdl F(K,z) = [ f(I, ). Rekneme, Ze tento integrél komverguje
K .
stejnomérné vzhledem k z € X, jestlize pro kazdé & > 0 existuje 6 > 0 takové,
Ze pro libovolné déleni 2 intervalu K spliiujici podminku »(2) < ¢ plati
sup |f(2,z) — F(K,z)| <e. (2.3)
zeX
Ziejm& potom [F(K, z)| < oo pro ka?dé x e X. Snadno se presvédéime, Ze
misto (2.3) lze Zddati, aby
SuP /@y, ) — [(Dy, 2)] < & ) (2.4)
pro ka?da dvé déleni 2,, 2, intervalu K splitujief v(.@l) < 8, 9(2,) < 6, (srv.
6% [6], (3.6) a [7]).
Jak jsme ukézali jiz v [7] § 2, je stejnomémé, konvergence podobné jako
existence Burkillova integralu dédi¥nou vlastnosti intervalu, tj. plati

Véta 1. Jestlize integral F(K, x) konverguje stejnomérné vzhledem k x e X,

potom také pro libovolné J € K integrdl F(J, x) konverguje stejnomérné vzhledem
kxeX.

3. Limita a spojitost podle parametru

'V celém tetim paragrafu znadf f komplexni funkeci definovanou v K X X
a takovou, Ze pro kaZdé x € X jest [F(K, z)| < o0, m je nezédporns funkce defi-
novans v K.

Véta 2. Je-li f m-stejné spojitd v x,, potom jeji imtegrdl F je spojity v x,.

2) Premép reéeno spojitd v z, vzhledem k X. Tento detail viak zv145td nezduraziiujeme,
nebof nent celkem podstatny a déile ho nepotiebujeme; obvykle bude X souvisld ¢ast B.

166



Diikaz. Podle pfedpokladu existuje pro kazdé ¢ > 0 takové é > 0, Ze pro
libovolné I € K plati®)

{@eX, o —a < a}»{va, =) — L, =)l < g0z m(I)}

Pro libovolné J ¢ K a pro [z — x| < 0 pak oviem bude
|F(J,z) — F(J, )] =

‘f[flx ) — I, )] M) -,

< f 1,3) — (L, 20)] < o 3% <

c.b.d.

Poznimka. Z dikazu véty 2 vyplyva navic i to, Ze integral F' je M-stejné
8pojity v x,. Specidlng tedy plati pro aditivni funkei M:

Véta 3. Infegrdl funkce M-stejné spojité je rovnéZ M-stejné spojity.

Vé&ta 4. Nechi f je spojitd v x,; necht existuje n > 0 takové, Ze integrdl F(K, x)
konverguje stejnomérné vzhledem k z € X, |x — o] < 7. Potom také F' je spojity
v xo-

Dikaz. BudiZ e > 0, J ¢ K. V dusledku piedpokladi véty 4 lze podle véty 1
najiti takové déleni 2 intervalu J, Ze pro viechna z ¢ X spliiujici [z — | <7
plati

F(J,2) — (2, 2)] < - (3.1)

Vezmeme si toto pevné 2 a oznadime n podet intervali tvoticich 2. Jezto f je
8pojita v z,, existuje pro kazdy interval I; e & takové d; > 0, Ze

e X, o — 2 < 0= {lipm) — il 20 < w62

Polozime nyni § = min (», dy, ..., 8,); pro z ¢ X, |x — x,| < & bude pak platit
soudasné (3.1) i (3.2), a tedy
[P0, ) = B, )] < [P, ) — (2, 2] + [/ 2) — (@, ] +

+lf@xo)—F(J%)]< -|—17, +

2 e
3 == 3
c.b.d.

Vétu 4 lze jesté dale zobecniti tak, Ze omezime predpoklad konvergence
integralu F (K, ) na  + x,.

V&ta 5. Necht f je spojitd v x,; necht existuje n > 0 takové, Ze integrdl F(K, x)
konverguje stejnomérné vzhledem k& z € X, 0 < |v — x,| < 7. Potom konverguje
stejnomérné i vzhledem ke viem x e X takovgm, Ze 0 < |x — zol < 7, a tedy podle
véty 4 je spojity v x,.

3) M znadi opét integrdl z m.

167



Dikaz. Budiz ¢ > 0, k nému pak existuje d, > 0 takové, Ze pro kazds
dvé déleni 2,, 2, intervalu K spliujici »(2,) < é,, »(2,) < 6, plati

€

2y, 2) — (D, )| < 5
pro viechna z hovici nerovnostem 0 < |z — z,| < 7. DokéZeme, Ze pro takové
dvé déleni plati rovnéz

V(gly xo) - f(gz: xo)[ <e&;
tim bude véta 5 dokdzana.
Jezto f je spojité v z,, existuje pro dand dvé déleni 2, a 2, takové 4, > 0,
Ze pro [x — xy| < J, plati
e .

lf(@i’ x) _f(gb xo)l <'§’ 1= 1, 2:
to lze odvoditi zcela stejnym postupem, jakého jsme pouzili pti dikazu véty 4.
Zvolime si takové z, spliiujici zéroven 0 < |z, — @,| <7 a mame potom

fl(D1, %g) — {(Dy, %0)| = |f(21, 7o) — (P15 21)] +

+ (@1, 21) — (D, 3,)| + |[(Dg, 21) — (Do, o)l < &5
c.b.d.

Jestlize parametr nechéme probfhati pouze mmnoZinu piirozenych disel,
dostaneme jako analogii k v&t& 5 nasledujfci celkem zfejmou vétu o posloup-

nostech funkei intervalu; ditkaz této véty je zcela obdobny dikazu véty 5,
a proto jej nebudeme provadéti.

Véta 6. BudiZ {f,}> o posloupnost funkci definovangjch v K, budiz N mnoEing
obsahujict vlechna prirozend isla s vijjimkou nejuyde koneéného poltu. Necht pro
kazdé I € K jest lim f,(I) = fo(I), @ necht integrdlyxf foI) keomvergugt stejnomérné

f—>c0
vzhledem k n € N. Potom plati

tim [ fu(1) = [ D)
pro kaZdé J € K.

4. Derivace podle parametru

V tomto paragrafu bude f komplexni funkce definovans v K X X, kde X =
=<{c,d), 0<d—c=1l< 0. ’

Véta 7. Necht
1°  integrdl F(K, z,), |F(K, ,)| < oo, existuje pro alesposi jedno z, < X,
2°  pro véechna I e K a pro vdechna v e X existuje vlastni derivace*)
' 22 B :
B0
4) V krajnim bodé intervalu se tim rozumi jednostranné derivace.
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8° antegrdl [ f'(I, z) konverguje stejnomérné vzhledem k x € X.
K

Potom
(I) <ntegrdl F(K, x) konverguje stejnomérné vzhledem k z e X,
(II) plati

%F(K, ) = f I, 2). (4.2)

Dikaz. I. Budiz ¢ kladné &slo. Existuje pak 6 > 0 takové, Ze podle 1°
pro kazda dvé déleni 2,, 2, intervalu K s normami »(2;) < 8, ¥(2,) < d plati

(@1, 20) — (D, 20)] < 5
a soudasné podle 3° plati

| ’ €
:?}I() lf (2,, x) — f (92: Z)I < 2_l .

Pii danych pevnych 2,, 2, uvazujme funkci (argumentu z)
' 9(x) = (D, ) — [(Dy, @) . (4.3)
Pro viechna z ¢ X existuje zfejmé derivace této funkce
9'(@) = (D1, ) — ['(Da, 2),
a tedy podle znamé véty o stfedni hodnoté plati pro z e X
g(x) — g(xo) = (& — 20) - 9'(2) ,
kde =z, 4+ 9 — 2,), 0 < & < 1.

Pro kazdad dvé déleni 2,, 2, intervalu K spliujici »(2;) < 6, j =1, 2,
plati potom pro kazdé x € X odhad

(21, ) — (D, 7) | = g(=)] = |g(=) — 9l@o) + 9(20)] = Jg(@) — g(zo) +

+ gl < 1.op g =e.

Tim je dokézdna prva 8ist tvrzeni. Pokud se tyde (II), polozme pro x e X,
xr+heX,h+0 IecK:

1
Znovu podle véty o stfedni hodnoté je pak pii pevném z ¢ X

#(Fs 2, ) — 9@, B) = 7 & + b) — @] = ¢'G) =
= f,(@b 5) = f,(gﬂo %) ’
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kde Z = z + 9h, 0 < & < 1, afunkce g je pro dans déleni 2, a 2, opét defino-
vana vztahem (4.3). Integral

DK, z, h) = f(p([, z, h) = % [F(K,x + k) — F(K, )]

£
tedy konverguje stejnomérn® vzhledem k h: |k| > 0, z + h € X. Podle véty 5
existuje tudi? také integral z ptisluiné limity pro b — 0 a plati (4.2), c. b. d.

Poznémka. Je celkem zfejmé, e (II) plati i tehdy, nahradime-li interval K
libovolnym intervalem J e K.

5. Integrace podle parametru

V tomto paragrafu bude X opét konedny interval (¢, d).

Véta 8. Budif | komplexns funkce definovand v K x X, spojitd v X. Nechi

integrdl F(K, x) konverguje stejnomérné vzhledem k x ¢ X. Potom pro libovolné
yeX plati

[ [f f, x) da] = f F(K, ) dz .5) (5.1)
K ¢ c

Diikaz. Podle véty 4 je F spojitou funkef z, tak¥e integral stojici v (5.1)
vpravo skutein$ existuje. Rovnés f je spojité, existuje tedy pro kazdé I ¢ K,
y € X také integral

v
o, y) = [ fl,)dz;
krom& toho zfejm® plati ¢'(I, x) = KI,x). Podle véty 7 tedy konverguje
stejnom&rné vzhledem k y e X také integral [ ¢(I, ), nebot ziejmé [ (I, ¢) =
£ K

= 0 < oo; existuje tedy i levé strana v (5.1). P¥itom zfejms pro y = ¢ rovnost
(5.1) plati. DokéZeme si dale, %o ob& strany této rovnosti maji touz derivaci
_ podle y, tim bude dokézéna platnost (5.1) pro viechna y ¢ X. Pravé strana mé
(viz [2], véta 36) za derivaci F(K, ). Na levou stranu aphku]eme opét vétu 7
a dostaneme podle (II) jeji derivaci

a ; _ _
3y ) 9= xf ¥, 9) —xf fL,y)=F(E,y),
c. b.d.

Poznimka. Podobné jako u véty 7 1ze i zde v (5.1) nahraditi K libovolnym
J e K.

¢

3) Symbol [ ... dz zna¥ zde Riemanntiv integral.
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Vé&ta 9. BudiZ f redind funkce v K X X. Necht pro katdé I € K existuje Lebes-
a
guedw integrdl [ f(I, z) dz. Necht pro kaZdé x « X jest

fIy © I, 2) < f(Iy, %) + f(I,, %) (5-2)

pro kafdé dva disjunkini intervaly I, I, e K takové, Ze (I, U I,) ¢ K. Necht
existuje pro kazdé x € X integrdl F (K, x).*) Potom plati rovnost (5.1) (kde [ ... dz
2nalt tentokrdte Lebesgueovy integrdly) pro vdechna y € X, pro néZ integrdl vpravo
konverguje. ;

Dikaz. Budiz {2,} posloupnost déleni intervalu K takovi, Ze »(2,) — 0,
a nechf pro kaZdé ptirozené n plati

(I € Dp4,) = (existuje J e D, tak,%e I c J).

Jest oviem
F(K, z) = lim (2, z),
N—-00

takze podle znamé véty z teorie Lebesgueova integralu (viz nap¥. [3], v&ta 57,
str. 110) existuje integral stojici v (5.1) vpravo a plati
v
[ F(K, z) dz = lim (2, ¥) ,
[ N—0
kde jako d¥fve
oL, y) = f fd, z) dz .
Pro libovolné déleni 2 intervalu K plati v8ak ztejmé v disledku (5.2)
12,z) < F(K, ).
Budiz {2,} libovolné posloupnost déleni intervalu K, »(2,) — 0. BudiZ nyni
Yo . " :
Yo € X takové, ze [ F(K, z) dx < co. Potom pro y € {c, y,> maji funkce f(9,, y)
integrabilni majorantu F(K, y), takZe (srv. [3], véta 65) limita

Yo
lim f [(Dn, 2) dz = lim ¢(2D,,, o)
fi—>00 € n—c0
existuje a je rovna integralu limity, tedy

fhmf@,,,x dz = fF(K z)de .

¢ fi—>0

Existuje tudiZz Burkilluv integril @ (K, y) pro kazdé y e <c, y,) a plati (5.1),
c.b.d.

%) Podminky pro existenci Burkillova mtegrélu funkce, o niZ predpoklédé.me jiz (5.2),
viz napi' [1] a [4].
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6. PFiklady aplikaci na Riemanniiv integrél
Budiz f(y, ) komplexni funkece dvou redlnych prom&nnych definovans
v oboru <a, b) X <¢, d). Necht pro kazdé x ¢ {c, d) existuje vlastni Riemanniv
b
integrdl [ f(y, z) dy = F(z). Rekneme, Ze tento integrdl konverguje stejno-

mérnd vzhledem k z € {c, d), jestliZe soudty (srv. [2]) Zf(ys ) Ay, pii max Ay, —
— 0 konverguji k F(z) stejnomérnd vzhledem k z € (¢, d). PoloZme nyni pro
I= (?/1, ?!z) c<a, b)

fitd, 2) = (%2 — ¥1) - fy1, @) . (6.1)

1]
Plati potom ziejmé (znatime ¥ = <a, b), X = <¢, d)): [ f(y, x) dy = 1[ f1Z, =)

a stejnomérnd konvergence Riemannova integralu funkce f odpovida stejno-
mérné konvergenci Burkillova integralu funkee f,.

Véty, které jsme si dokézali pro Burkillovy integraly, 1ze pak pienésti i na
integraly Riemannovy, resp. Lebesgueovy. Z véty 6 nap¥. dostaneme toto
tvrzeni:

Véta 10. Nech? {f,} je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci

b
v <a, b), necht integrdly [ f.(x) dz konverguji stejnomérné vzhledem k n a nechf
lim f, existuje. Potom

flim falz) dz = lim ;fu(x) dz . (6.2)

Véta 7 je téméf jen pFepisem véty 108 z [3]. Pondkud zajimavsjsi disledek
dostaneme z v&ty 9:

Véta 11. Budif f(y, ) redind funkce definovand v ¥ X X = (a, b) X <c, d).
a
Necht pro kazdé y e Y existuje Lebesgueiv integrdl [ f(y, x) dx. Necht pro kaZdé
xeX je f(y, x) monotonni resp. konvexni (komkdwni) funkct y. Potom plati
rovnost (Lebesgueovych tntegrdli)
b d i b )
f[ff(x, y) dr] dy = f[f 1y, z) dyl d . (6.3)

Dikaz. Vétu 11 dostaneme a,pllkaci véty 9 na funkei fl(I x) (viz (6.1)),
je-li f monotonni v y, resp. na funkei

foll, ) = (s — ) - Hfys 2) + fyas 2], 4
jeli f konvexni (konk4vnf).
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Pozndmka. Kromé funkei f, a f, 1ze definovati jeSté dalsf funkce intervalu
1i(Z, z) takové, Ze pro funkei f(y, x) pak plati

aff(y’x) dy:]_[fi(lsx):

napt. funkei f; definovanou pro I = <y, y¥,) vzorcem

Is(l, ) = % (Y2 — 1) [f(yl, ) + (Y2, ) + 4f (11_—2@_2 ; x)] ,  (6.5)

kters odpovidd pravidlu Simpsonovu podobné jako funkce f,, resp. f, odpovi-
daly pravidlu obdélnikovému, resp. lichobéZnikovému. Odhady pro rozdily

[ Hy, 2) dy — 141, 2)

V1
dostaneme snadno ze znamych odhadd pro tato pravidla (viz [2], kap. VL.,
vzorce (4), (5) a (11)); poslouzi ndm p¥i uréovani postaéujicich podminek stejno-
mérné konvergence Burkillovych integrala funkei f;. Slozitéjsi funkce f; se
zfskaji z dalich vzorcid pro numerickou integraci (viz nap¥. [5], § 70, str. 381).

Vedle téchto funkef 1ze oviem vziti i obecn8jsi pripad funkei tvaru
i, 2) = &) . H(fys, 2), [(Y, ), -.) - (6.6)

Bude potom mozno piendseti véty z teorie Burkillova integrdlu i na integraly
Riemann-Stieltjesovy. Pfitom aditivni funkce intervalu G bude odpovidati

b
integrujici funkei (distribudnf) g(y) v integralech tvaru [ f(y, ) dg(y). Princip

a
pienosu na tento obecn&jsi piipad je oviem v podstaté stejny jako v piipadé
Riemannovych integrali, kde jsme méli specidlni integrujici funkei g(y) = y,
resp. G(I) = |I|. Pro nejjednodussi piipad

R, z) = Q) . f(ys; @) (6.7)
(srv. [3], kap. X., § 7) dostaneme tak napt. z v&ty 6 toto zndmé tvrzeni: .

Véta 12. Budiz {f,} posloupnost komplexnich funkei definovangch v ¥ =
=<a, b) a g redlnd zleva spojitd funkce s variact koneénou v Y. Necht existuje

b
lim f,(y) = f(y), |{(y)| < o0, prokaZdéy Y anecht Stieltjesovy integrdly [ f.(y)dg(y)
konverguji stejnomérné vzhledem k n?). Potom plati

b’ b
J 1) dg(y) = lim [ f,(y) dg(y)

pro vdechnd a < a' <b' < b.
Podobn¥ lze prenésti i daldi véty, to viak zde jiz nebudeme provadéti.

7) Je ziejmé, %o tuto stejnomérnou konvergenci rozumime v obdobném smyslu jako pro
Riemannovy integrily, tj. jako stejnomérnou konvergenci prisluSnych soudta f,*(2,,, ).
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