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éasopis.pro péstovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

REFERATY

TEORIE KRIVKY KLEINOVA PETIROZMERNEHO PROSTORU
A JEJI APLIKACE NA SEGREHO KONGRUENCE W

(Vlastni referdt z prednésky piednesené dne 24. tnora 1958 v ,,Diskusich
o novych pracich brnénskych matematiki.)

C. SeerE ukdzal v préci [2] synthetickym zptisobem, %e ka¥dé kongruenci W s fokél-
nimi plochami p¥{mkovymi (v dal$im nazyvejme tyto kongruence Segreho kongruencems)
trojrozmérného prostoru lze v Kleinové pétirozmérném prostoru pritadit jistou rozvinu-
telnou plochu. Segreho kongruence W, kterd nensle¥i linedrnimu komplexu a jejiZ asocio-
vand kongruence rovné% nensle¥{ linedrnimu komplexu, je v Kleinové prostoru represento-
véna rozvinutelnou plochou teden prostorové kiivky, kterd nele#{ v podprostoru Kleinova
prostoru. Snadno se vidi, %e studium kongruenci W uvedeného typu je ekvivalentni se
studiem rozvinutelnych ploch, resp. jejich hran vratu, které neleZi v podprostoru Kleinova
pétirozmérného prostoru. Autor se v pfedndsce omezil na uvedené kongruence.

Bud dén v projektivnim Kleinové prostoru Py oblouk kiivky C ={x(7)}, (ktery neleZ
v podprostoru prostoru P;), v jeho¥ ka?dém bod$ existuji jednoznaéns linedrni oskulaéni
prostory P, (i = 1,2, 3, 4, P, je te¢nou), které maji s k¥ivkou C styk prévé i-tého fadu;
necht #idny bod uvafovaného oblouku kiivky C nele#i na Kleinové hyperkvadrice I'
(K-kvadrice I') a prostory P; necht nejsou tednymi prostory K-kvadriky I', kterd je déna
rovnicl @ . x = 2(,x, + T2 + #a2) = 0. K-kvadrika urdens predchézejici rovnici bud
kladn® orientovéna (I'+); bod z e P; je kladny (zdporny) vzhledem ke K-kvadrice I,
jestlize . x > 0 (z .2 < 0). Faktor homogenity soufadnic bodd k¥ivky C a novy para-
metr, ktery oznadme t, lze volit tak, %e pro aritmetickou kiivku z; = z,(¢) (¢ = 1, 2, ..., 6)
platic.z = &g,z . " = g (s? = 1,7 = 1, 2), kde &rky znadi derivace podle parametru ¢.
Rikejme, %e kiivka x; = x,(¢) kladnd orientované s rostoucim parametrem ¢ je déna v nor-
mélnfm tvaru. V ka¥dém bodé této kiivky existuje oskulaéni simplex, ktery je souéasnd
polérnim ke K-kvadrice I'+, jehoZ vrcholy jsou aritmetické body, 1N, 2N, 3N, 4N, N, 6N,
kterélze urdit a% naznaménkan; (¢ = 1, 2, ..., 6) akteréspliujirelace N .:N = g; (szi =
= 1); plati Frenetovy vzorce
N 72N,

AN’ = — g&,m,'N + &K 3N,

3N/ = — &,8,84713 K 2N + e, KN,

AN’ = — 5838, K 3N + e K SN,

5N — &8585 K34 N + &K 8N,
SN/ = — &48;85 K SN ,

kde K; = |/ /N TN — K2 | (i = 1, 2, 3, 4, K, = 1) a d4rky znadi derivace podle
parametru ¢. T¥i z bod N jsou kladné a tfi zdporné vzhledem ke K-kvadrice I'+. Funkce

K;>0(=1,2,3,4) a znaménka ¢; (j = 1, 2, ..., 6) tvoH Gplny systém projektivnich

I
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diferencidlnich invariantd orientovand kiivky prostoru Ps vzhledem k podgrupé projek-
tivnich unimodulérnich transformaci (které reprodukuji K-kvadriku I't), kterd odpovidd
grupé unimoduldrnich projektivnich transformaci trojrozmérného projektivniho pro-
storu P,;. UvaZované orientované kiivee odpovidd v prostoru P, Segreho kongruence W,
urdend jako orientovand vrstva regult aZ na unimoduldrni projektivni transformace.

Krivka, kterd representuje asociovanou kongruenci ke kongruenci dané, je opséna
bodem 8N, jehoZ parametr w je vézdn s parametrem ¢ diferencidlni rovniei du = K, dt.
Invarianty I~{,- ag (j=12384,7=1,2,...,86) kiivky, kterd representuje asociovanou
kongruenci, jsou vyjddieny pomoci invariantt pivodni kiivky relacemi ¢; = &._; a K i =

K, ;

K,y
Nutnd a postatujici podminka pro to, aby fokélni plochy Segreho kongruence W, resp.
kongruence asociované byly redlné, je & = — &,, resp. & = — &. Nutnd a postadujici

podminka pro to, aby paprsky kongruence a tim soucasné kongruence asociované byly
redlné, je, aby se znaménka ¢, ¢,, &5 navzdjem nerovnala.

V daldi ¢dsti prednédsky navédzal autor na préci [1]. Segreho kongruence W, kters je
uréena Fdiecimi kfivkami C,, €, a 0, C; fokédlnich ploch (kfivky jsou opsdny body
Y, 2, J» 2, jejich¥ parametr v je t. zv. normélnim parametrem, viz [1]), p¥islusi v prostoru Py

2
k¥ivka v normélnim tvaru, opsand bodem z(t) = £ AMe|((yz) —=(yz)] (A2=1,a2=1,

o je funkce parametru v), jehoZ parametr ¢ je védzdn s parametrem v diferencidlni rovnici

dv 1 .
Invarianty této krivky jsou s invarianty w,n, &= Q? — PR, H =

dar 28]
PQR|
=Q2?—PR,ax+0,S+0, K=|PPQR| (02=1,n2=1,e=1 H *0,x * 0,
P’Q"R”
S # 0, K #+ 0 funkce v) kongruence W (viz [1]) vdzdny relacemi
o 1 [H]| |K|
S 1o E T K“le_sv ‘= ZjE]

6 =—NW, &=T0, &= —0, =0, =osgnH, &= — wesgnH.

Ukazuje se, ¥e zménou znamének invarianth «, S, K v préci [1] se kongruence jako
geometricky utvar neméni. Kongruence W neexistuje, jestlize pro invarianty v préei [1]
plati ¢ = sgn H = — 1, nebot tato relace m4 za nésledek ¢ = ¢, = & = &, coZ je spor
s tvrzenim, Ze tii ze znamének ¢; jsou kladn4 a tii zdporné.

LITERATURA

[1] J. Klapka: O W-kongruencich s fokdlnimi plochami pfimkovymi, Spisy ptir. fak. MU
v Brné, é. 69, 1926.
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PROJEKTIVNT DEFORMACE SEGREHO KONGRUENCI W

(Vlastni referdt z pfednssky prednesené dne 19. kvétna 1958 v ,,Diskusich o novych
pracich brnénskych matematika‘.)

V predndice se autor zabyval projektivni deformaci Segreho kongruenci W, tj. kon-
gruenci W s fokélnimi plochami p¥imkovymi a jejich zobrazenim do Kleinova pétirozmér-
ného prostoru. P#i vySetfovéni bylo poufito podetniho apardtu a oznadeni zavedeného
v préci [2]. Systém diferencidlnich rovnic

1 o - 1 o _
g = (Q+S—_—.)y—PZ+0¢y, 2 = Ry+(8—Q~——)z+o¢z,
2 « 2 o
(1)
= 1 &) _ _ — = 1 o).
y'=—(Q+S+;—)y+Pz+my, 2’=—Ry+(Q—S—;——)z+M2’
2 « 2

kde n2 = 1a P,Q, R, S, « % 0 jsou funkce parametru v, ktery byl zvolen tak, Ze plati
Y, 2,9,2) = (¥, 2,9y, 2") = o (0 = 1) a ¢4rky znaéi derivace podle parametru v, uréuje
¥idiei ktivky Cy, Cz a Oy, Oz opsané body y, z a y, z ptimkovych fokdlnich ploch Segreho
kongruenci W. Paprsky kongruence uréuji mezi fokélnimi plochami asymptotickou trans-
formaci, v niZ bodu A4, = ¢, y(v) + £, 2(v) koresponduje bod A4, = t, y(») + t,z(v); tyto
body opisuji asymptotiky na fokélnich plochdch, jestlize bud £,, t, = konst, nebo v = const.
Predpokléddejme, %e v uvaZovaném intervalu parametru » plati Q2 — PR + 0 a (@* —
— PR)’2 — 4(Q? — PR)(Q* — P’'R’) # 0, tak¥e studované kongruence nejsou ani flekno-
délni, ani nenédleZi specidlnimu linedrnimu komplexu.

Necht systém (1) v napsaném poradi uréuje kongruenci W, kters je orientovéna tak, Ze
bod 4, (4,) je prvnim (druhym) ohniskem, které opisuje prvni (druhou) fokélni plochu;
fidiei kiivky Cy, Cy (Cz, Cz) jsou prvnimi (druhymi) ¥dicimi kiivkami svych fokédlnich
ploch a vrstva reguld, na né% se dé kongruence rozloZit, je kladns orientovéna s rostoucim
parametrem v. Zména po¥adi ohnisek nebo #idicich k¥ivek fokélnich ploch m4 za nésledek
jistou zménu v potadi rovnic v systému (1). UvaZujme o druhé orientované kongruenci W,
kterou urduje systém diferencidlnich rovnic, ktery obdrzime ze systému (1) transformaci

ya z! ys Z, P: Q: R: S‘ “’ 'U, tl’ tz’ T, w
ly’ 12, ly, 12, lP’ IQ, 1R’ IS’ 10‘, 1?}, Tys T 17!, 1w

Oznadéme tento systém diferencidlnich rovnic (1’). Systémy (1) a (1) se od sebe li§i pouze
" indexem 1.

(2)

Autor uvedl nutné a postaéujici podminky pro to, aby Segreho kongruence W uréené
systémy (1) a (1) byly v rozvinutelné transformaci, kterd je nutné asymptotickd. Vhodnou
volbou Fidicich kiivek fokdlnich ploch obou kongruenci Ize doeilit, Ze rozvinutelnd trans-
formace je dédna rovnicemi

=17y, la=Ty, ¥v=DM; (3)

jestliZe (3) je rozvinutelnou transformaci mezi kongruencemi uréenymi systémy (1) a (1’),
. potom plati P = P, @ = 1Q, R = 1R a funkee o, S, &, 1S a znaménka =, o, 1z, v jsou
libovolné.

Kazd4 rozvinutelnd transformace (3) je projektivni asymptotickou deformaci prvniho
féddu; ke kazdému péru paprski odpovidajicich si v rozvinutelné transformaci (3) existuje
o ® te¢nych kolineaci. K libovolné Segreho kongruenci existuje t¥ida Segreho kongruenci
zévislé na dvou funkeich jedné proménné (x, 1S), které jsou v projektivni asymptotické

108



deformaci prvnfho fddu s kongruenci danou. V této tfidé existuje podtiida kongruenci
néle¥ejicich linedrnimu komplexu (1S = 0), zdvisld na jedné funkei jedné proménné (1«),
které jsou v projektivni deformaci prvmho fddu s kongruenci danou. Rozvinutelnd trans-
formace (3) je projektivni deformaci prvniho f4du soucasné podél viech paprskt regult
v = 1y = konst, nebot existuje te¢nd kolineace spole¢nd vSem partim odpovidajicich si
paprski. Geometrické vysledky tykajici se nékterych specidlnich typt teénych kolineact
neuvédime.

Aby rozvinutelnd transformace (3) byla projektivni deformaci druhého ¥ddu, je nutné
a stadi, aby platilo kromé P =P, @ = 1Q, R = 'R je$té n = 7 a o = la, resp. o =
= — 1. Oskulaéni kolineace je ddna rovnicemi

Hy =o'y, Hz=yp'2, Hy='%, Hz=p%z, (4)

kde p? = 1, resp. 0> = — 1, kdyZ o = &, resp. « = — lx. Rozvinutelnd transformace (3)
je projektivni deformaci druhého fddu soudasné podél viech paprskd regull v = v =
= konst, nebot oskulaéni kolineace nezdvisi na parametrech ¢, a t,. K libovolné Segreho
kongruenci W existuje tfida Segreho kongruenci W zdvisld na jedné funkei jedné pro-
ménné (19), které jsou v projektivni deformaci druhého ¥ddu s danou kongruenci; v této
t+idé existuje pravé jedna kongruence néleZejici linedrnimu komplexu. O Segreho kon-
gruencich W lze snadno dokédzat, Ze jsou totoiné s kongruencemi W s asymptotickou
dualisaci, o nich# E. CecH rovndz dokézal tvrzeni o existenci tiidy kongruenci v projek-
tivni deformaci s kongruenci danou (viz [1]).

V druhé éésti prednésky zabyval se autor zobrazenim dvojice Segreho kongruenci W
v rozvinutelné transformaci a v projektivni deformaci prvniho a druhého ¥4du do Kleinova
pétirozmérného projektivniho prostoru P;, pti éem? se omezil pouze na Segreho kongruence
W, které nendleZi linedrnimu komplexu a jejichZ asociované nendleZi rovnéZ linedrnimu
komplexu. Ka#ds Segreho kongruence W uvedeného typu je v prostoru P; representovéna
kiivkou v normélnfm tvaru, kterd nele#{ v podprostoru prostoru P;. Uplny systém pro-
jektivnich diferencidlnich invariant@ (vzhledem k jisté grupé transformaci reproduku-
jieich Kleinovu hyperkvadriku) tvofi étyfi funkee jedné proménné K,,K,, K;, K, vesmés
kladné a Sest znamének &, &,, ..., &, z nichZ tii jsou kladnd a t¥i zdpornd. (Viz referit
z prednésky ,,Teorie kiivky Kleinova pétirozmérného prostoru a jeji aplikace na Segreho
kongruence W** v tomto Easopise na str. 106.)

Budte 1t parametr a 'K, 'K,, 'K, 'K,, e}, ¢, ..., 1g; projektivni invarianty jiné kiivky

v normélnim tvaru v prostoru Ps. Ukdzkou uvedme jen vysledky pro Segreho kongruence

W v projektivni deformaci druhého ¥ddu. Zavedeme-li mezi body kfivek korespondenci
dt K

uréenou diferencidlni rovnici FTi ?2 , potom nutné a postadéujici podminky pro to, aby
2

tyto k¥ivky representovaly Segreho kongruence W, které lze na sebe projektivné defor-

movat, jsou, aby v korespondujicich bodech platilo

K; K,

E_:? ,7=1,2,3,4 a ¢,=1,, resp. &, = —1l¢,, m=1,2,....,6.

)

Segreho kongruence W je v projektivni deformaci se svou asociovanou kongruenci, kdy%
a jen kdy% plati K, = K, K, = 1, ¢;, = — ¢_;. Korespondence mezi body kfivek v nor-
mélnim tvaru, které representuji pér a,socmvanych kongruenci v projektivni deformaci,
je uréena diferencidlni rovnici d¢ = d!¢. Projektivni deformace se redukuje na pouhou
projektivitu; t¥ida téchto kongruenci zdvisi na dvou funkecich jedné proménné a jednom
znaménku, jak jiZ také stanovil J. KLapra v préei [2].
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0 PROSTORECH S AFINNT KONEXT, KTERE DOVOLUJI ZAVEST
POJEM UHLU

(Referét o predndice prof. A. Hammovice (Iasi), konané ve schizi matematické obce praZské
dne 26. z4ii 1958)

Mgjme dvojrozmérny afinni prostor. Soufadnice bodu oznaéime (z?), slozky vektoru
X' a T% koeficienty konexe. Uhel dvou vektort X?, Y je pak definovén témito podmin-
kami:

a) je vyjédien funkei V(z?, X%, ¥%) soutadnic bodu a obou vektorii, kteréZto funkce je
homogenni nultého ¥4du vzhledem k X? a k Y%;

b) je aditivni, tj. V(z¥ X1, Z%) = V(xf, X%, Y%) + V(zt, Y?, Z%) ;

¢) je nezdvisly na soufadnicovém systému;

d) je invariantni vzhledem k linedrni translaci vektort.

Z téchto pfedpokladi se pak odvodi tyto dusledky:

1. V(at, Xt Y% = Uz?, X¥) — U(a?, Y¥), kde U je nové funkee.

2. Funkce U je definovéna systémem rovnic:

D, w2 o,
kde w; jsou sloZzky libovolného kovariantniho vektoru.

Po doplnéni systému dostaneme tento vysledek:

A) Prostory, které dovoluji zavésti pojem whlu, jsou dény relacemi Rl o, = AR} 5 + R
JjeZ lze interpretovati geometricky.
. B) Vezmeme-li formu R;E"E", kde Ri";. = %(Ru‘ + R;;) a je-li tato forma positivné defi-

nitni, pak hel je popsdn vztahem

REXYI .
| BExixi|/REyiyi
Je moZno té% v ostatnich pi{padech udat obdobnou formuli pro thel. Z pfedchozi defi-
nice thlu plyne fada zajimavych disledkd, o kterych se autor v prednésce zminil.
Frantisek NoZicka, Praha

cosV =
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