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Casopis pro péstovani matematiky, ro. 84 (1959), Praha

POZNAMKA K TEORII (BB)-INTEGRALU

FRANTISEK ZITEK, Praha .
(Doslo dne 15. iinora 1958) DT :517.6

Vysledkt obsaZenych v pféci [1] je vyuZito k odvozeni podminek
(BB)-integrability ndhodné funkce intervalu.

1. Uvod a shrnuti. V praci [4] jsme zavedli pojem ndhodné funkee intervalu
s nezdvislymi piirtstky a pojem (BB)-integralu takové funkce. P¥i studiu pod-
minek (BB)-integrability byla tam v § 5 dokdzdna véta 15 udavajici nutné a po-
stadujici podminky (BB)-integrability dané ndhodné funkce X definované
v intervalu K, za predpokladu, Ze X je na K spojitd v @.2)

H. BeresTROM studoval v [1] podminky existence limitnich zdkont rozloZent
souétt nezavislych nadhodnych proménnych a dokdzal nékteré véty, jichZ lze
vyuziti k odvozeni podminek (BB)-integrability ndhodné funkce intervalu po-
dobné, jako jsme v [4] vyuZili vét uvedenych v § 25 monografie [2]. Misto
pomérné slozitych podminek véty 15 z [4] dostaneme tak jednu podminku jed-
nodussi, oviem s prihlédnutim k dalimu pfedpokladu (b). Bez zajimavosti neni
ani dtsledek pomocné véty z odstavee 2, resp. jejiho zobecnéni; je uveden
v odstavei 4 a tyka se souvislosti (BB)-integrability s existenci (BB)-integralu.

2. Pomocni véta. Provedeme si nejprve nékteré pomocné tivahy z teorie
Burkillova integralu, které ndm pozdéji poslouzi pti dikazu nasf hlavni véty.
Budiz K konetny interval v R = (— o0, ) a budiZ f(I, z) koneénd redlnd
funkee intervalu definované pro I c K, z ¢ R. Rekneme, 7e Burkillav integrél
[f(Z, ) konverguje stejnomérné vzhledem k z e R, jestlize pro libovolnou po-
K
sloupnost {2,,} déleni intervalu K spliujici »(2,) — 0 plati

lim > f(I,2) = [{(I,2) < (1)
n—w Ie, K

stejnomérné vzhledem k z ¢ R.
Podminku stejnomérné konvergence integrilu [f(I,z) lze vyjadrfiti téZ
X

timto ekvivalentnim zpasobem (srv. [3], 3.6):

1y Znalost préce [4] se v tomto &ldnku piedpoklddd, a proto bez rozpakii pouZivdme
pojmu i oznadeni, které jsme v [4] zavedli.
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Ke kazdému kladnému ¢ existuje kladné o takové, Ze pro libovolnd dvé dé-
leni 2, a 9, intervalu K splitujicf »(2,) < 6 a »(Z,) < & plati
sup | 3, f(1 @) — 2 1, )| < e (2)

zeR Ie%:
Lemma. Jestlize Burkillivw integrdl ‘[ f(I, x) konverguje stejnomérné vzhledem

k z e R, pak pro kaidy interval J c K integral j fI, x) rovné konverguje stejno-

mérné vzhledem k x € R.

Diakaz. Budi# &> 0, najdeme takové & > 0, aby pro kazda dvé délenf
intervalu K s normami mendimi nez & platilo (2). Budiz J libovolny interval
J c K a budte? 9, a 9, dvé délenf intervalu J s normami mensimi nez 6. Délenf
2, a P, doplnime na déleni Z, resp. Z, celého intervalu K tak, aby se jejich
normy nezvétdily; ptitom v intervalech tvoficich rozdil K — .J (které mohou
byt i prazdné), dopliiujeme obé délenf tymiZ intervaly. Pro déleni &, a #, plati
tedy (2), aviak

S fLa=_ 2 [z, (3)
1191"92' ’0.'1’! - Dy
takZe skutedéné
sup | 3 fl, @) = 2 fil,2) < e, ()
c. b. d.

3. Hlavni véta. Budiz K koneény interval v R, budiz X nahodnd funkee
intervalu s nezdvislymi ptirtstky definovand v K. Oznadime F (I, x) distribuéni
funkei ndhodné proménné X (I) a pro 0 < 9 < < polozime pak

Ml,ng)= [2dF(l,z), j=1,2. ()

o] <n
Symbolem E(z) oznadime distribu¢nf funkei ndhodné proménné V'{0}, symbo-
lem @(x) oznatime distribuéni funkei normélnf, tj.

P(z) = V;}c fe ' ;.' de . (6)

w0

O nédhodné funkei X budeme v tomto odstavei stale predpokladat, ze spliuje
nésledujici dvé podminky:

(a) funkee X je spojité v ¢, tj. platf
lim F(I, x) = E(x) (7)

150
stejnomérné vzhledem k I c K;?)

(b) pro kazdé konedné kladné n existuje kone&ny horni Burkilltiv integrd
ST, )| < 0. (8)
%) Konvergenci distribu¢nich funkef rozumime obvyklou konvergenci v podstaté,

84



Pozndmka. Je ziejmé, Ze podminka (b) je spInéna napt. vidy tehdy, jest-
lize ndhodné proménné X (/) maji symetrické (okolo nuly) zédkony rozloZenf;
stadf dokonce, aby tato podminka byla splnéna jen pro dostateénd malé inter-
valy [ ¢ K. V tomto ptipadé bude oviem M, (I, 7) = 0 pro kazdé n < oo,
atedy (8) plati, nebot integral je roven nule.

Kazdé distribu¢ni funkei F(Z, ) a kladnému &islu o pak pritadime tzv.
Weierstrassovu transformaci F (I, x) vzorcem :

Fo(l,x) = F(I,2)* ® (;) : (9)

(pouzivame pritom obvyklé znatky * pro oznateni konvoluce dvou distri-
bu¢nich funkef). PoloZme nyni

H, (I,x) == Fo(l,x) — ® (“;) ,
’ (10)
= [F(I,x) — E(x)] *»® (?;-) .

Funkce H,(1, x) je pro kazdé ¢ > 0, I ¢ K, rozdilem dvou distribudnich funkei,
tedy funkei s omezenou variaci, a plati — 1 < H (I, z) £ 1 pro viechna
xeR, o >0, IcK. :

Nyni jiz mZeme vysloviti svou hlavni vétu vyjadiujici podminky (BB)-
integrability funkce X v intervalu K za pfedpokladu, Ze X spliiuje podminky
(a) a (b):

Véta. Nutnou a postabujict podminkou (BB)-integrability funkce X v K jest, aby
pro kaZdé o = 0 Burkilliw integrdl

x[H"(I’ x) (11)

konvergoval steynomérné vzhledem k x € R.

Dikaz. I. UkdZeme si nejprve nutnost této podminky. Je-li tedy X (BB)-
integrabilni v K, pak oviem existuje i (BB)-[X. BudiZ {2,} libovolné po-
K

sloupnost déleni intervalu K splitujief podminku »(£2,) —> 0. Necht déleni 2,
se sklddd z intervalt 11, 1Y, ..., If?. PoloZime-li nynf

FIM, z) pro 1 £k <Sk,,

_ 12
E(x) pro k, <k, (12)

F(n; x)
pak tyto distribuéni funkce Fy(n; ) tvoi{ dvojnou posloupnost, kterd splituje
podminku (', (a tedy také podminku C) prace Bergstromovy (srv. [1], § 10),
tj. plati

lim Fy(n; x) = E(x) (13)
stejnomérné vzhledem ke k; to plyne z predpokladu (a). Kromé toho je tato
posloupnost také centrovand, tj. plati vzorec (10.4) prace Bergstromovy, coZ je
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diisledkem predpokladu (b). Podle Bergstrdmovy véty 17.1 pak oviem po-
sloupnost funkef

kﬂ,
for,(n, ) = ,ZI[F i(n; @) — E(z)] (14)
i=
je cauchyovska ve W-normsg, tj. plati pro kazdé ¢ > 0
fora(m, %) * o (;) — forn(m, ) * D (%)

jakmile n a m jsou dostatetnd velkd. V naSem oznadeni je viak (15) ekviva-
lentni se vztahem

sup

<e (15)
zeR '

sup | > H,(I,2) — 2. H,(I,z)| =0 (16)
z2eR IeYn IE.C/m

platnym pro ka#dé o > 0, takie pro kaZdé o > 0 existuje limita
lim > Hy(I,2), (17)

n—o0 I'e Dy

a to stejnomérna vzhledem k z € R. Zbyva jiz nyni jen ukazati, Ze tato limita je
nezavisla na konkretni volb& posloupnosti déleni 2,. To se vSak jiZ snadno
provede obvyklym zptisobem: vezméme dvé takové posloupnosti {Z,} a {2}
spliiujici »(2,) - 0, »(2,) - 0. Pro ob& existuji (stejnomérné vzhledem
k z ¢ R) limity (17). Utvofime kombinovanou posloupnost {Z,} tak, Ze polo-
rime Dy, = D, Dy = D% pro k= 1,2, ... Plati zfejmé& opét »(2,) — 0,
a tedy i vztah obdobny (16), z toho v&ak jiz vyplyva rovnost obou limit. Doké-
zali jsme tak skutedné stejnomérnou konvergenci integralu (11).

1. Predpoklidejme nyni naopak, Ze podminka véty je splnéna, méme pak
dokézati, ze pro libovolny interval J c K existuje integrdl (BB)-[X. Budiz

7

tedy J libovolny takovy interval, v dusledku pomocné véty, kterou jsme si
dokézali v odstavci 2, konverguje také integral [H,(I, x) stejnomérné vzhledem
J

k xeR, a to pro kazdé kladné ¢. Budiz {2,} libovolnd posloupnost déleni

intervalu J, klademe opét 2,, = {I{"), ..., I}, rovn& funkce Fy(n; ) afor (7, %)

definujeme analogicky jako v prvé ¢isti dikazu. Posloupnost {fy, (7, )}, j€

v disledku stejnomérné konvergence integrdlu [H,(I,z) op&t cauchyovska
J

ve W-normé, takie odtud plyne i existence limity konvoluci

lim F(IP, z) * ... * (I 2) = G(J, z) (18)

n—>0

s limitn{ distribuéni funkef G(J, z), z¥ejmé nezavislou na volbé déleni 2,. Exis-
tuje tedy (BB)-integral ndhodné funkce X v intervalu J, c. b. d.; Q(J, z) je pii-
sluind distribuéni funkece.

4. Duisledky. Jak vyplyvé z dikazu nagi véty, stadi k zarudeni stejnomérné
kctnvergence integrdlu (11) jiZz existence (BB)-integrdlu nahodné funkce X
v intervalu K. Odtud vyplyvé bezprostiedn® tento zajimavy
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Dusledek. Za predpokladu splnéni podminek (a) a (b) je existence integrdlu
(BB)- [ X nutnou a postatujici podminkou (BB)-integrability ndhodné funkce X
K

v ntervalu K.

Jak jsme si ukazali v [4], §6, neni obecné (BB)-integrabilita disledkem
existence (BB)-integralu; nadhodnd funkce uvedend v § 6 price [4] jako proti-
ptiklad nevyhovuje oviem podmince (a). Predpoklad (b) v8ak pfitom splnén je,
nebot viechny piislu$né ndhodné proménné maji symetrické zdkony rozlozent,
protoZe jejich charakteristické funkce jsou vesmés redlné.

Dé se vSak ukédzati, Ze podminka (b) neni zde podstatnd a Ze ji lze vypustit.
Lemma dokédzané v odstavei 2 lze totiZz bezprostiedné rozsifiti i na komplexni
funkce intervalu a na ptipad, kdy = probih4 libovolnou mnozinu v R (viz téz
[6]). Plati tedy

Véta. Budiz X ndhodnd funkce intervalu definovand v intervalu K, spojitd v 0.
Necht existuje (BB)- [ X. Potom je X v K (BB)-integrabilni.
K

Dukaz. Budiz y(I, s) ptisludna y-funkce ndhodné funkce X. Jezto
(BB)-[X ~Blim > X(I®) (19)
X n—w IjM e,
pro libovolnou posloupnost {2,} déleni intervalu K, pro kterou »(2,) — 0, a né-
hodné proménné X (I{") jsou v disledku spojitosti funkce X nekoneén& malé
(srv. [2], [4]), je nutné (BB)- [ X ¢ X (viz [2], § 24). Pro kaZdé s ¢ R tedy existuje
K

koneénd limita -

lim > I, s) = [y, ), (20)

n—sco IjM e, K
a dokonce (srv. [5], véta 3, str. 199) Burkilliv integral (20) konverguje stejno-
mérné vzhledem k s v kazdém koneéném intervalu c R. Podle naseho lemmatu
konverguje tedy takto lokalng stejnomérné také integral [y(I, s) pro libovolny
J

interval J ¢ K. Odtud v&ak jiz vyplyva (BB)-integrabilita funkce X v K, c. b. d.
Poznamka. Je celkem ziejmé, Ze také (BB)- [X e X pro libovolny interval
J

J c K, takZe neurdity integral je pak funkef typu ID.

5. Zavérecné poznamky. Je ziejmé, Ze predpoklad (a) ve vété odstavee 3 je
zbytedné silny, nebot, jak plyne z Bergstromovych vysledkd, stadi, aby misto
podminky C, — odpovidajici pfedpokladu (a) — spliiovaly distribuéni funkce
F(n, z) definované vzoreci (12) jenom slabsi podminku C. Timto piipadem se
viak zde jiz nebudeme zabyvati; vratime se k nému ostatné na jiném misté pti
studiu jinych, slab&ich druht spojitosti nahodnych funkei intervalu nez je spo-
jitost v 0, tak jak jsme si ji zavedli v [4].

Podminka stejnomérné konvergence integralu (11) vyjadiuje, jak jsme se
o tom jiz zminili, cauchyovskost ve W-normé& posloupnosti funkei {f. (n, z)}.
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