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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SYAZEK 84 ¥ PRAHA, 19.11. 1959 % &IsLO 1

POZNAMKY KE SVAZUM S METRIKOU

MILOSLAV MIKULIK, Brno

(Doslo dne 20. tinora 1957) DT: 519.5:519.53

V této préci se zabyvam vztahy mezi metrickou konvergenci a
o-konvergenci ve svazech s metrikou. Navazuji v nf na svou préci [2].
Vznikla z podnétu akademika J. NovAxa, ktery vyslovil ndzor, Ze né-
které vysledky obsaZené v [2] 1ze dokédzat za obecnéjsich predpokladi.
Te se mi podatilo ve véts 2.

V dal§im bude S znadit nepriazdnou mnozinu s nasledujicimi vlastnostmi:

(V1) 8§ je svaz.

(V2) Na mnoZiné S je zavedena takovd metrika o, Ze z kaZdé neklesajici [ne-
rostouct] posloupnosti proka z S,) ohranifené vzhledem k metrice o, lze vybrat
posloupnost, kterd je v S metricky konvergentni.

(V3) Jestlize A c S je spoetnd nebo koneénd, potom, md-li infimum a supre-
mum, je jejich vzddlenost rovna priméru mnoginy A (znadim jej d(4)).

Tim je na mnoziné S definovan svaz s metrikou, ktery budu znadit &.2)
Z (V3) vyplyva, Ze ve svazu s metrikou & plati: Jestlize z, y,z¢ S, x < y < 2,
potom je o(z, y) = o(, 2), oy, 2) = o(z, z). Je tedy svaz s metrikou & zvlast-
nim piipadem svazu s metrikou, o némz jsem pojednaval ve své praci [3]. Podle
vysledki tam uvedenych plati tato lemmata:

1) Posloupnost {%,}n.1 je neklesajici [nerostouci], jestliZe je u; S up < ... S u, <...
[, 2uy =... 24, = ...].

2) Prikladem svazu s metrikou s vlastnostmi (V1), (V2), (V3) je svaz definovany na
mnoziné M vSech feseni diferencidlni rovnice " = f(¢, ), kde f(¢, =) je spojitd a ohrani¢end
funkce v dvojrozmérném intervalu 4: |t — £| < a, |z — 7| < . Céstetné uspoiddéni
mnoZiny M a metrika ¢ v M je zavedena stejné jako v pi¥ikladé mé préce [2] na str. 364.
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Lemma 1. BudiZ {u,};., neklesajici ['nerostoucz] posloupnost proki z S, ohra-

niéend vzhledem k metrice o. Potom existuje uw = V U, [u= /\ u,] @ plati w, —> u.
. n=1 n=1 e

Lemma 2. Necht {z,}2_; je takovd poslowpnost proka z S, Ze x, — . Potom téZ

x, = . 0
e
Dokazme nyni tuto vétu:

Véta 1. Ve svazu s metrikou & jsow metrickd konvergence a o-konvergence iden-

tické.

Dikaz. Vzhledem k lemmatu 2 stadéi dokdzat, %e metrickd konvergence
n+m

implikuje o-konvergenci. Necht tedy =, — x, x,, x€ 8. Oznalme z,, = Az,
e k=
n+m
Zpym=VNzxpron =1,2,...,m=1,2,.... P¥i kazdém pevném n existuji podle
k=n

lemmatu 1 prvky I, = Xz,,m = Xxk, L, = {;Zm = \7xk. Podle (V3) je
m=1 k=n m=1 . k=n
sup o(z,, z,) = o(l,, L,). Je tedy lim (., L,) = 0. Vzhledem k lemmatu 1

L, —>Vl,,, L, —>/\L Je tedy hm o, L,) = Q(\/Z,,, /\L,,) = 0, takze /\L =

gn= en=1

= Vl Oznalme y = /\L = Vl Plati tedy =, —>y Podle lemmatu 2 plati:

n=1

z, — Y. Ponévadz podle predpokladu z, -, je y = x. Plati tedy z, - .
[ e 0

2

Budiz nyni @ svaz, na ném% je definovana realnéa funkce v(z), kterd ma tyto
vlastnosti:
1° JestliZe z, y € G, potom je v(x) + v(y) = v(x A Yy) + v(z V y).
2° Jestlize 2, y ¢ G, x < y, potom je v(x) < v(¥).
Polozime-li nyni
oz, y) =v(xVvy) —v@@AyY) pro z,yel, (1)
je o metrikou na G. Tento svaz s metrikou budu déle znadit @. Je-li svaz s metri-

kou & metricky dplny, jsou v ném metrickd konvergence a *-konvergence
identické.?) Dokazme nyni toto lemma.

Lemma 3. Svaz s metrikou & md vlastnost (V2) kdyz a jen kdyz je metricky
uplny.

Dukaz. I. JestliZe svaz s metrikou & mé vlastnost (V2), je metricky Gplny
podle lemmatu 7 mé prace [2].

3) Viz [11, hlava V, véta 15.



II. Necht & je metricky tplny a necht {u,}*_, je libovolnd neklesajici po-

n=1
sloupnost prvki z &, ohranidend vzhledem k metrice o. Polozme sup o(u,, %,) =

=aq. Jeli a =0, je u, =uy= ... =u, = ..., takie posloupnost {u,}*_; je
cauchyovskd. Necht tedy @ > 0. Vzhledem k (1) plati pro s > r vztah o(u,, ;)=
= o(uy, us) — 0(%y, u,). K libovolnému & > 0 lze tedy uréit takovy index n,,
Ze pro vSechna 7, s > n, je o(%,, %;) < &. Posloupnost {u,}7_, je tedy i v tomto
piipadé cauchyovska. Ponévadz & je metricky uplny, je v ném posloupnost
{u,}°., metricky konvergentni. Podobné se dokaze vlastnost (V2) pro neros-
touci posloupnosti.

Oznadme nyni 3° tuto vlastnost funkce v(x):
3° Necht {z,}*_; je posloupnost prvka z G. Existuje-li Vz, a Az, potom
n=1 n=1
nechf plati

v(V 2,) — v(AZ,) = Sup [0(@, V Zm) — 0(2Tn A Z)] -
n=1 n=1 n,m

Je-li na svazu @ definovéna redlnd funkce v(z) s vlastnostmi 1°, 2°, 3°, potom
metrika o definovand na @ vztahem (1) m4 vlastnost (V3).Z véty 2 a z lemmatu
3 vyplyva:

Disledek 1. Necht na svazu @ je definovana realna funkce v(z) s vlastnostmi
1°, 2°, 3° a necht je na ném zavedena metrika p vztahem (1). Je-li takto defino-
vany svaz s metrikou metricky dplny, jsou v ném identické metrickd konver-
gence a o-konvergence.

Pozndmka 1. Necht na svazu @ je definovina redlnd funkce »(z) s vlast-
nostmi 1°, 2°, 3° a necht je na ném definovana metrika p vztahem (1). Takto
definovany svaz s metrikou nemusi byt metricky Gplny ani v piipadé, Ze jsou
v ném metrické konvergence a o-konvergence identické.

2n — 1

Uvedu piiklad: Necht G je mnozina d&isel tvaru nebo o

n=1,2,.... Vzhledem k ptirozenému usporddani je G' svazem. Definujme nyni
na @ funkei v(z) takto: v(z) = x pro z ¢ G. Takto definovana funkce v(x) mé
vlastnosti 1°, 2°, 3°. Metriku o definujme na @ vztahem (1). Takto definovany
svaz s metrikou na G neni metricky Uplny, i kdyZ jsou v ném metrickd konver-
gence a o-konvergence identické.

Necht na mnoziné M =+ @ je definovan o-Uplny svaz a zaroven metrika g,
vzhledem k niZ je M kompaktni. Tim je na mnoziné M definovan svaz s metri-
kou, ktery budu znadit IN.



Lemma 4. Necht svaz s metrikou IM md viastnost:
(B) J estliée {2, }2_1 je metricky konvergenini posloupnost prokd z M, potom je

lim Q(/\-’”k, ka) = 0.

Nn—somw k=n

Potom svaz s metrikou M md viastnost:

(0) Jestlize {u,};_, je meklesajici [nerostouct) posloupnost proks z M, potom
je metricky konvergentni a plats w, — w, kde w = Vun [u = A u,].
e =1 n=1
Dukaz. Necht {u,}?_, je neklesajici posloupnost prvka z M. Ponévadz M je
kompaktni, lze z kazdé posloupnosti {u,,}* ;, vybrané z posloupnosti {%,}2_,,
vybrat posloupnost {um.i}j.‘;l metricky konvergentni v M. Polozme nyni u =

= Vu,, = Vu, Vzhledem k (8) je lim go(Au,,, VU,;) = lim o(u,,, u) =0,
j=1 1 n=1 i>0  k=j Fk=j ¥ oo 7
takze Uy = U Ponévadz z kazdé posloupnosti {un,}? ;, vybrané z posloupnosti
e

{un}n_l, lze vybrat posloupnost {um 12, tak, Ze wu,, , U= Vun, plati w, — u.
e n=1 e

Podobné se véta dokéazZe pro nerostouci posloupnosm.

Véta 2. Ve svazu s metrikou M jsou ekvivalenint tato tvrzent:

(o) Metrickd konvergence a o-konvergence jsou identické.

(B) J estlzze {z,}2_1 je metricky konvergenini posloupnost proki z M, potom plati

lim Q(.ka, Axk) = 0.

N—>c0

(v) Jestlzze {zn},, L je metricky konvergentni poslowpnost proka z M, potom
plati V Axk A ka

n=1k=n n=1k=n

Dikaz. I. Necht plati («). Necht z, — x, kde T, % € M. Podle (2) 2, > 2.

e

Tedy /\xk r x, ka >z Vzhledem k () je lim g(/\xk, V xk) = 0.Plati tedy (8).

n—so0

II. Nechﬁ plati (B) a necht {xn}n=1 je metncky konvergentm posloupnost
prvki z M. Podle lemmatu 4 plati /\xk — V Axk, ka — /\ ka Ponévadz

=n gn=1k=n k=n on=1k=n
podle (8) je lim g(/\mk, ka) =0, je V1 /\ z= A kak. Plat{ tedy (y).

II1. Necht plat1 (v). a) Necht z, —>x, kde z,, x e M. Poloime y,, = x,,

Yo = . Ziejmé y, —z. Podle (y) plati /\ Vyk V /\yk Ponévadz
e

n=1k=n

dé’lekAyk éx gkvyk Pro n= 1, 2; 3: 2] ]e A Vyk_x—v /\yk TedV

n=1k=n n=1lk=n

Yy, — x, takze téZ y,, — x. To znamen4d, Ze x, — x.
0 0 0
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b) Necht z, — z, kde z,, x ¢ M. Pon&vadz M je kompaktni, 1ze z libovolné
0

posloupnosti {z,};~;, vybrané z posloupnosti {z,},.;, vybrat posloupnost
{xm,};il tak, Ze T, = Y, kde y ¢ M. Podle Gasti a) T, T y. Podle pfedpokladu

e
x, = , takZe téz x, — x.Je tedy y = x. PonévadZ tedy z kazdé posloupnosti
0 70

{#y,}i%1, vybrané z posloupnosti {z,};.,, Ize vybrat éisteénou posloupnost

{x,,(j};-’ll tak, Ze Ty, = T, plati z, — . Plati tedy («).
e e

Pozndmka 2. Véta 2 nemusi platit v g-tiplnych svazech s metrikou.
: . . 1 1 1
Uvedu ptiklad: Necht M je mnozina {1 + o= 1 4 EYRR 1+ e O}-
Vzhledem k ptirozenému uspoiddani je mnozina M o-tplnym svazem. Metriku

o definujme na M takto: o(z, y) = |y — | pro x, y e M. Tim je na mnoziné M

. R . o iy 1
definovan ¢-Gplny svaz s metrikou. Ziejmé (1 + z) — 0, avSak posloupnost
0

{1 + %} neni v M kounvergentni vzhledem k metrice g.

n=1
Diusledek 2. Necht na mnoZing N + § je definovan ¢-iplny svaz a necht je
na N zavedena zaroveil metrika p, vzhledem k niz je NV kompaktni. Necht dale
pro kazdou koneénou nebo spodetnou 4 ¢ N plati d(4) = p(A¢t, VE). Potom
ted te A

v tomto svazu s metrikou jsou metricka konvergence a o-konvergence identické.
Skuteénd, uvazovany svaz s metrikou mé vlastnost (B), takze tvrzeni vyplyva
okamzité z véty 2.

LITERATURA
[1] Q. Birkhoff: Lattice theory, 1948, New York.
[2] M. Mikulik: Merprdeckue ¢cTpyKTyphr, Uex. mar. sypHan, £ (79), 1954, 364—371.

[8] M. Milkulik: Tlpamedanne K *-cXoguMocTH, Spisy vydévané prirod. fak. MU v Brns,
é. 68, 1955, 1 —10.

PesomMme

3AMEUAHUSA K CTPYKTYPAM C METPUKOI

MUIOCIAB MURYJIUR (Miloslav Mikulik), Bpro
(Hoetymiwio B pegakimo 20/IT 1957 r.)

Hacrosamas paGora mpuMbsikaer K paGore aBropa [2]; B Hell mOKas3aHO, YTO
B CTPYKTYypax ¢ MeTpPHKOi, obnagaromux cBoitcrBamu (V1), (V2), (V3), merpu-
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YeCcKaA CXONUMOCTH COBIAfAeT ¢ O-CXOMEMOCTHIO. OTH DPe3yJIbTATHL IPHMeHA-
10TCA K METPUIeCKOR CTPYKType, Kotopyio paccmarpmsaer I'. Bmprrod ¢ s [1].

Iaiee, B TeopeMe 2 JalOTCA HEKOTOpPHle HeOOXONMMEIE W NOCTATOYHEIE YCIIO-
BHSI TOTO, 9TO0EI METPHYECKAA CXONEMOCTh I 0-CXONAMOCTE OBLIE TOKAECTBEHHEL
B ¢-IOJIHHX CTPYKTYpPaX, B KOTOPHIX BBeJeHA METPHKA, II0 OTHOIMEHHIO K KO-
TOPOH OHH KOMIAKTHBEL

Summary

A NOTE ON LATTICES WITH DISTANCE FUNCTIONS

MILOSLAV MIKULIK, Brno
(Received February 2, 1957)

This paper is a free continuation of the author’s paper [2]. It is proved that
in lattices in which there is defined a distance function satisfying conditions
(V1), (V2), (V3), metric convergence and o-convergence are identical; this
result is applied to the metric lattice of G. BIRKHOFF [1].

In theorem 2 necessary and sufficient conditions are stated for the equiva-
lence of metric and o-convergence in o-complete lattices which are simulta-
neously compact metric spaces.



Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 84 (1959) , Praha

O JEDNOM TYPU DOBRE ORIENTOVANYCH GRAFU

JIRI SEDLACEK, Praha
(Doslo dne 4. fijna 1957) DT : 519.51

Tento ¢lanek si vSimé dobfe orientovanych grafi, jejichZ vSechny
cykly prochézeji tym2 uzlem.

0. OrE [4]a po ném F. BiBLER [1] studovali pfed ¢asem neorientované eule-
rovské grafy, jejichZ vSechny kruZnice prochdzeji tymz uzlem c¢c. K témto
grafim dospéli modifikaci klasické Eulerovy tlohy o konstrukei souvislého
neorientovaného grafu jednim (uzavienym) tahem. Ukazuje se totiz, Ze Oreho
a Béblerovy grafy lze charakterisovat téz existenci uzlu ¢ s touto vlastnosti:
Vyjdeme-li z ¢ a prochézime-li grafem, p¥i éemZ dbame jen toho, abychom po
zadné hrané nesli dvakrat, potom vidy, kdykoliv se
octneme v ¢ tak, e nemuZeme uZ dale, jsme prosli
v8echny hrany gratu. V tomto piispévku se zabyva-
me analogickou problematikou pro dobie orientované
grafy.l) Existuje-li v dobfe orientovaném grafu G
uzel ¢, ktery je uzlem kaZdého cyklu grafu G. pake \/
nazveme centrem grafu G (viz obr. 1). Chceme zde
zejména pojednat o téch koneénych neorientova- . Ob: 1
nych grafech @, jejichz kaidy uzel lze poklidat za )
centrum dobie orientovaného grafu G, ktery vznikne vhodnou volbou orientace
hran grafu @. Je vidét, 'ze k tomu tdelu staéi prostudovat jen neorientované
grafy bez dvojihelnika, bez smyéek a bez isolovanych uzla.

1. Nez ptistoupime k jadru této price, je uziteéné piripomenout nékolik
pojmu a provést nékolik pomocenych Gvah.

Necht z, y jsou dva razné uzly neorientovaného grafu G. Protoze kazdy uzel
grafu G nilez{ vice neZ jednomu resp. pravé jednomu jeho 8ldnku pravé tehdy,
je-li to jeho artikulace resp. neni-li ([3], str. 226, véta 2), je mozno zavést tako-

1) Graf je dobre orientovany, lze-li z kaZdého jeho uzlu dosp&t po dréze do kaZdého
dalétho (viz [2], [5]).



vyto pojem: Priichodem?) cesty C nazveme ten jeji uzel u (existuje-li), ktery
inciduje se dvéma hranami cesty C, z nichz kazdé patii jinému &lanku grafu G.
Podle véty citované z D. KoN1aa je kazdy priachod cesty C artikulaci grafu G.

V préci [5] jsme bez dikazu uvedli (str. 197), Ze vlastnosti artikulaci a &lanka
je moZno studovat pomoci theorie strom.?) Zde nyni dokaZeme tuto vétu:

Lemma 1. BudiZ @ souvisly nmeorientovany graf s asport jednow artikulact.
Sestrojme graf H, jehof mnodinu uzli tvofi jednak vdechny artikulace grafu @
(uzly 1. typu), jednak uzly 2. typu, z nich% kady nahrazuje jeden Sldnek grafu G.
Hrany grafu H definujme takto: Je-li a artikulace grafu G leZici v jeho Eldncich
Gy, Gy ..., Gy a jsou-li gy, G, -..r g, PFisludné uzly z H, zavedme hrany ag,
(1 =£¢ Z7r). Pak H je strom.

Diukaz. Je tieba dokdzat, Ze H a) je souvisly, b) neobsahuje Zddnou kruz-
nici.

a) Graf H m4 aspoil tfi uzly. Budtez z, y dva jeho riizné uzly; chceme do-
kézat, %e v H existuje cesta I" spojujici z, y.

Necht z, y jsou oba 1. typu. Pfejdéme ke grafu G, v némz z, y jsou artikula-
cemi, tedy pfedstavuji dvojici riznych uzli. Z pfedpokladu souvislosti grafu ¢
plyne existence cesty C' v @ spojujici uzly z, y. Podle jedné véty dokdzané
Koénigem ([3], str. 229, véta 10) maji v8echny takto definované cesty C tuto
vlastnost: bud nemaji Zddny prachod nebo vSechny maji tytéz prachody (po
tads) a,, a, ..., a, (s = 1). V prvnim ptipadé patii oba uzly z, y témuz 8ldnku
grafu G (plyne z [3]; str. 228, véta 8) a zddand cesta I' v grafu A m4 dvé hrany.
V druhém pifpadé polozme jesté x = a,, ¥ = a,,,. Artikulace a;, a;,, omezuji
na O cestu C; (0 <7 < ), pti demZ z definice priachodu plyne, ze C; lezi cels
v jednom élanku G; grafu G. Stadf nyni nahradit kazdé @; uzlem g; asnadno u
odtud plyne existence cesty I' v H.

Jsou-li z, y oba 2. typu, oznadme X, Y dva rizné dlénky grafu @, jimz z, y
odpovidaji. Maji-li X, Y spoleény uzel, je to jejich jediny spoleény uzel ([3],
str. 228, véta 7), tedy je to artikulace ([3], str. 226, véta 2) a véc je zfejmi.
Jsou-li X, Y disjunktni, zvolme v X uzel £ a v Y uzel 5. Volbu lze za¥idit tak, ze
&, n jsou (dvé ruzné) artikulace grafu G. Protoze v H lze &,  uz (podle piedché-
zejiciho) spojit cestou I, existuje i Zddané cesta I" pro dvojici z, .

Analogicky lze uvazovat i v ptipadé, je-li z uzla 2, y kazdy jiného typu. Tim
je souvislost grafu H dokizana.

b) Necht nyni v grafu H existuji kruznice; zvolme jednu z téch, které maji
minimélni podet hran, a oznaé¢me ji 0. M4 sudy podet uzld, a to vice nez 4.%)

%) D. Konia ([3], str. 228) u¥iv4 gro priichod cesty nizvu ,,Durchgangsartikulation*‘.

%) Tam jsme té% upozornili (v pozn.4)), e Kénigem popsan interpretace grafu G je
nespravna.

4) Pripad dvou uzli je vylouden podle definice grafu H, piipad 4 uzlt odporuje v&ts
7,[3], str. 228.
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Oznaéme tyto uzly po tads

@1, G5 Bas Jas -+ s By s Oy - (1)
Prejdéme ke grafu G; v ném at uzlim g, odpovidaji &ldnky G, pii ¢emz uzly
@;, @iy jsou artikulace lezfef v ¢lanku G; (1 =1,2,...,7, Gy = @,). Uzly
@, @y 126 sPOjit v @ cestou C;, jejiz véechny hrany lezi v G;. V posloupnosti cest
C,, 0y, 0, ...,Coy vidy jedna mé svij polateéni uzel spoleény s koncovym
uzlem predchézejici, jinak viak Z4dné dvé zde nemaji Zaddny uzel spoleény.3)
Uzly a,, a, grafu G 1ze tedy spojit jednak cestou C, bez priichodii, jednak cestou
(slozenou z Cy, Cy, ..., 0,_,) s prachody a,, @, ..., ,_,; to viak je spor s cito-
vanou uz vétou ([3], str. 229, véta 10). Dikaz je podan.

Necht z, y jsou dva rtzné uzly aspoii 3. stupné v neorientovaném grafu @
a necht existuje cesta Z spojujici z, y. Skldda-li se Z bud z jediné hrany nebo
jsou-li véechny vnit¥ni uzly cesty Z druhého stupné v @, pak Z nazveme Zebrem
grafu G.%) Uzly z, y jsou koncové uzly Zebra Z. Slovnim obratem ,,odstranit
zebro Z z grafu G*‘ popisujeme v dal§ich iivahdch konstrukei podgrafu grafu @,
ktery vznikne z G tak, Ze vynechdme v8echny hrany Zebra Z a vSechny jeho
uzly az na uzly koncové. Je-li graf G kruznice, pak v ném nelze najit zadné
zebro; v kazdém jiném grafu bez artikulaci vak zfejmé lze najit aspont t¥i rizna
Zebra.?)

JestliZze nazveme koncovym ¢&lankem souvislého grafu G ten jeho éldnek,
v némz lezi jediné artikulace grafu @, pak z lemmatu 1 (a z véty 4, [3], str. 49)
plyne, ze kazdy souvisly graf s aspoil jednou artikulaci mé aspoii dva koncové
¢lanky. Souvisly neorientovany graf, ktery mé pravé dva koncové Elanky,
nazveme Fetézcem. Retézci odpovida (podle lemmatu 1) strom, ktery ma dva
uzly koncové, zatim co ostatni jeho uzly jsou 2. stupné. Lez{ tedy kazd4 artiku-
lace Fetézce pravé ve dvou jeho élancich a kazdy ¢lanek Fetézce, ktery proii
neni koncovy, obsahuje pravé dvé artikulace fetézce. DokdZeme nyni vétu:

Lemma 2. BudiZ G souvisly neorientovany graf bez artikulact a Z budiz jeho
Zebro. Oznalme G* podgraf grafu @, ktery vanikne odstranénim #ebra Z. Pak G*
je bud souvisly graf bez artikulact nebo Fetézec (pfi dem# koncové uzly Sebra Z lefi
kaZdy v jednom koncovém Eldnkw, nesplyvaji véak s artikulact).

Dukaz. Nejprve dokazeme souvislost grafu G*. Pfedpoklddejme naopak, ze
v G* existuji dva uzly v, w, které v G* nelze spojit zadnou cestou. V grafu ¢

%) Vzhledem k minimalit§ kruZnice O neexistuje totiZ v posloupnosti (1) 24dny uzel a;
spojeny s jinym nesousednim uzlem této posloupnosti. Neexistuje vSak ani uzel v ¢ H
leZici mimo (1), z n&hoZ by £ly dvé hrany ke dvéma rznym uzlim z (1). To tedy vylutuje,
aby na nékteré cestd C; leZela jind artikulace ne% @;, a;,, a také aby cesta C; méla jisty
uzel spoleény s n8kterym ,,nesousednim‘‘ lénkem.

8) Srovnej pojem suspended chain v préci [6], str. 340.

7) Mezi souvislymi grafy bez artikulaci je kruZnice charakterisovdna vztahem u = 1,
kde u je index souvislost grafu (viz [6], str. 344, véta 10). P¥i tom rozumime indexem
souvislosti souvislého grafu @ ¢islo uy = h — u + 1, kde h (resp. ) je pofet hran (resp.
uzli) grafu G.
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spojuje v, w cesta, jejiz asti je tedy zebro Z. KaZdé hrana Zebra Z je proto
mostem v G, kazdy uzel zebra je tedy artikulaci ([3], str. 224/;), coZ je spor.

Necht nyni graf G* mi artikulace. Budiz G7 jeden jeho koncovy &linek
s artikulaci a. Uzel a¥ necht inciduje s dvéma riznymi hranami &, 2’ grafu G*,
které nele#i v #4dné kruznici grafu G*; pfi tom necht % je hranou &lénku Gf.
V grafu @ lze viak najit kruznici, v niz k, 2’ lezi; jeji ¢asti je proto Zebro Z.
Jeden koncovy uzel Zebra Z splyvé tedy s jednim uzlem ¢lanku Gy rznym od
a¥. Protoze Z m4 dva koncové uzly, plyne odtud, ze G* ma dva koncové ¢lanky.
Dikaz je podén.

Lemma 3. Budif G neorientovany souvisly graf bez artikulaci, jehoZ index
souvislosti®) je u > 1. Pak existuje £ebro Z takové, Ze plati: Odstranime-li z G Zebro
Z, vanikne sowvisly graf, ktery je rovnéf bez artikulaci a md index souvislosti
u—1.

Dikaz lze najit v [6], str. 349, véta 18.

Zebro, o jeho# existenci mluvi lemma 3, nazveme reguldrnim. Existuji grafy
(bez artikulaci) s uzlem z takovym, Ze z4dné z Zeber incidujicich s uzlem z neni
regulirni.®)

2. Pfipometime nékolik pottebnych pojmi z theorie orientovanych grafi.
Pramenem (resp. protipramenem) orientovaného grafu e rozumime ten jeho
uzel, ktery neni poéatedni (resp. koncovy) pro zddnou hranu z G. Orientovany
graf je acyklicky, neobsahuje-li Zadny cyklus (viz [2], [5]). DokdZeme tuto vétu:

Véta 1. Necht G je sowvisly neorientovany graf bez artikulact; necht p, q jsou
libovolné dva rivzné uzly z @. Pak lze volit orientaci hran z G tak, Ze vznikne acy-
klicky graf Gs jedinym pramenem (uzlem p) @ jedingm protipramenem (uzlem q).

Dikaz. Mé-li G jen uzly p, ¢ (a hranu pg), je véc ziejméa. Necht nyni G mé
kromé p, ¢ jeSté daldi uzly. ProtoZe to neni strom, je podle véty 14, [3], str. 54
jeho index souvislosti x = 1. Dikaz nyni podame indukei podle u.

Ptipad 4 = 1 znameni, Ze G je kruznice ([6], str. 344, véta 10). Tu rozdéluji
uzly p, ¢ na dvé cesty, pfi éemZ kaZdou z nich lze orientovat jako drahu vedouct
z p do g; Zadanda konstrukee je provedena.

Budiz ddle x > 1 a necht tvrzeni plati pro grafy, které maji index souvislosti
nejvySe u — 1. Necht G m4 index souvislosti x. Podle lemmatu 3 lze v G najit
regularni Zebro Z s koncovymi uzly z, y takové, Ze po jeho odstranéni vznikne
souvisly graf G’ bez artikulaci s indexem souvislosti u — 1.

a) Necht uzly p, ¢ leZi na Zebru Z (napt. v potadi z, p, ¢, ¥, pfi éemz ovSem
pfipoustime bud z = p nebo ¢ = y). Pak G’ lze podle indukéniho piedpokladu

8) Definici indexu souvislosti jsme uvedli v pozn. 7).
%) Pfikladem muZe byt graf, ktery (v jiné souvislosti) uvadi Konic [3], str. 28, obr. 14.
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orientovat tak, Ze vznikne acykhcky graf , G s jedinym pramenem z a jedinym
protipramenem y. Dopliime nyni , G’ zebrem Z orientovanym tak, Ze cestu mezi
p, q orientujeme jako drahu poéinajici v p a konéici v ¢ (drdha D,), cestu mezi
p, 1°) jako dréhu D, a cestu mezi y, ¢*9) ]ako drahu D, (vidy v naznadeném
pofadi uzld). Vznikne tak orientovany graf G, ktery mé jediny pramen p a je-
diny protipramen gq. Graf @ j je acyklicky: Kdyby v ném totiZ existoval cyklus
£y, pak (zorientované) Zebro Z by bylo éasti 2,. ProtoZe « je pramenem v ,G,
muselo by Z byt orientovino jako draha vedouci z y do z (spor s existenci
drahy D,).

b) Necht Zaddny z uzld p, ¢ neleii na Zebru Z. Pak p, q jsou uzly grafu G’,
ktery lze podle indukéniho predpokladu orientovat tak, Ze vznikne acyklicky
graf 2@)’ s jedinym pramenem p a jedinym protipramenem ¢. V préci [5] bylo
dokézano (str. 209, véta 12), Ze orientovanjf graf 4 onuzlech je acyklicky pravé
tehdy, Ize-li jeho uzly oéislovat ¢&isly 1, 2, ..., n tak, Ze z existence hrany v 4
plynes < j. Oélslu]me tak tedy uzly acykhckeho grafu , &, pfidemZ necht uzel x
(resp. y) grafu , @ dostane &slo iy (resp. j,) a necht ¢, < 5,. Dopliime nyni ZG'
Zebrem Z orientovanym jako draha D, s potitednim uzlem x a koncovym y.
Vznikne tak orientovany graf G' ktery mé jediny pramen p a jediny protipra-
men ¢. Abychom nahlédli, Ze G je acyklicky, pfedpoklédejme existenci cyklu
2,v G. Pak stt £, je drdha D,. Musi tedy v G” existovat draha vedouei z y
do x; uzly této drahy necht maji pfi sestrojeném uz odislovani uzld grafu

.G po Fadé &isla &y < ky < ... < k,, kde 7, = ky, 1y = k,. Odtud plyne spor
Jo < -

¢) Necht uzel p lezi na Zebru Z a ¢ nikoliv. Oznaéem budiz tak voleno, Ze
p #* y. Orientujme @' tak, Ze vznikne acyklicky graf G s jedinym pramenem
a jedinym protipramenem ¢. Dopliime nyni 4 G’ ebrem Z orientovanym takto:
Cestu mezi p a y orientujme jako drdhu D; vedouci z p do y, zatim co cestu
mezi p,  jako dradhu Dg vedoucei z p do z. O vzniklém grafu G se opét snadno
presvédéime, Ze je acyklicky s jedinym pramenem p a jedinym protiprame-
nem gq.

d) Necht p nelez1 na Zebru Z, zatim co ¢ ano. Orientujme & tak, Ze vznikne
acyklicky graf A s jedinym pramenem qa jedinym protlpramenem p (odst. ¢))
a zmélme orientaci u vSech hran grafu @. Vznikne graf G zddanych vlastnosti.
Dutkaz je podan.

Souvisly orientovany graf s jedinym pramenem byl v praci [2] nazvan W-
grafem. Véta 1 tedy mluvi o jistém druhu acyklickych W-grafd, totiz o tako-
vych acyklickych W-grafech, z nichz zménou orientace vSech hran dostaneme
opét acyklicky W-graf. Pfedpoklad o artikulaci je v ni podstatny. Obsahuje-li
totiZ souvisly neorientovany graf G.artikulaci, pak v ném nelze libovolné volit
dva rizné uzly p, ¢ tak, aby vhodnou volbou orientace se G dal prevést na

10y M4-li oviem n8jaké hrany.
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acyklicky graf s jedinym pramenem p a jedinym protipramenem g. Graf G ms,
totiz aspont dva koncové Elanky, pti éemzZ lze dokdzat vétu:

Lemma 4. Budif A acyklicky W-graf s pramenem p; budiz Zk jeden jeho kon-
covy Eldnek. Jestlize p nelezt v Ay, pak A, obsahuje aspoii jeden protipramen grafu
A.

Dukaz. BudiZ a, (jeding) artikulace grafu 4 lefct v A,. Clanek 4, pred-
stavuje acyklicky graf, existuje v ném tedy pramen p, i protipramen g,.
Nelezi-li p v Ak, pak je a, = p,. Ex.lstu]e tedy protipramen ¢, =+ a, &lanku
4, a ten je té% protipramenem grafu Ay

3. Acyklickym grafiim jsme zde vé&novali pozornost proto, Ze zfejmé plati
toto tvrzeni: Odstranime-li z dob¥e orientovaného grafu s centrem c¢ vSechny
hrany, které poéinaji v uzlu ¢, dostaneme acyklicky graf.!!) Nez ptistoupime
ke studiu dob¥e orientovanych grafii s centrem, dokdzeme je§té jednu po-
mocnou vétu.

Lemma 5. Budif 4 acyklicky graf s jedinym pramenem p o jedinym proti-
pramenem q. Spojme uzly p, g novow drahow B pocmaym v q @ konict v p, kterd
md s grafem 4 spoletné pravé jen uzly p, q. Venikne graf D ktery je dobre oriento-
vany.

Diikaz. Piedné lze konstatovat, Ze pro kazdy uzel z grafu A4 (z * ¢) existuje
dréha vedouci z « do ¢. Kdyby totiz takovs draha pro néktery uzel z + ¢ ne-
existovala, oéislujme uzly grafu 4 (podobns, jak jsme to provedli vdikazu
véty 1, bod b)) a vyhledejme uzel z_,, s maximélnim &islem, pro n&jz tato drdha
neexistuje. Protoze z_,, neni protlpramenem grafu 4, vychéazi z ného hrana do
uzlu ', ktery je tedy odislovén slem v&t&im ne¥ uzel % e L uzlu 2’ uz existuje
dréha do g, tedy z uzlu z_,, také vede draha do ¢ (spor). Podobn& nahlédneme,
Ze pro kazdy uzel y grafu 4 (y =+ p) existuje draha vedouci z p do y.12)

Zvolme nyni v D dva riizné uzly z, y.

a) LeZi-li z, y oba v Z, sestrojme drahu B, (resp. B,) vedouci z x do ¢ (resp.
z p do y).*) Podle véty 1 ve [3], str. 88 plyne z existence drah B,, B, B, exis-
tence drahy vedouci z  do y v grafu D.

b) Lezi-li #, ¥y oba v B v potadi ¢ z,y, p, je véc ziejmé. Jde-li o pofadi
9, ¥, %, p, postupujeme nejprve z x do p, pak sestrojime v 4 drahu vedouci z P
do g a koneéné jdeme z ¢ do y.

c) Lezi-li z v B a y nikoliv, jdeme z z do p a pak zpdoyvgra,qu Lezi-li y
v B a z nikoliv, jdeme z xdoqvglaiuA a pak z g do y po Gasti drahy B.

11) Srovnej také 5. a 6. pozndmku v praci [1], &tr. 84.
12) Z toho tedy jako vedlej§i vysledek méme: Acyklicky graf s jedingm pramenem
i prompramenem Jje souvisly.

%) By a B, se oviem mohou redukovat ka¥d4 jen v jediny uzel.
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Z kazdého uzlu grafu D lze tedy dojit po dréze do kazdého dal§iho — proto D
je dobie orientovany graf.

Véta 2. BudiZ D souwvisly neorientovany graf bez artikulact s aspoti tfems uzly
a necht ¢ je libovolnyj jeho uzel. Pak lze volit orientact hran grafu D tak, Ze venikne
dobte ortentovany graf D s centrem c.

Diukaz. Graf D nemuZe byt strom, nebot kazdy strom s aspon t¥emi uzly
m4 artikulaci. Proto index souvislosti grafu D je u = 1.

Je-li D kruznice (8ili u = 1), je tvrzeni trividlni. Necht tedy x > 1. Lze najit
(aspoii jedno) Zebro Z s koncovymi uzly z, y, na némz lezi ¢. Odstranénim Zebra
Z at vznikne z D graf D* popsany v lemmatu 2.

a) Nemé-li D* artikulaci, orientujme jej jako acyklicky graf s pramenem z
a protipramenem y (véta 1), zatim co Zebro Z necht je orientovano jako dréaha
vedouci z y do z. Podle lemmatu 5 vznikne tak dobie orientovany graf, pti éemz
kazdy jeho cyklus z¥ejmé obsahuje (zorientované) Zebro Z. Tedy ¢ je centrum
takto vzniklého grafu.

b) Je-li D* ¥etézec, pak lze uzly z, y a véechny artikulace a, grafu D* srovnat
do posloupnosti z, a4, @ ..., a,, y (r = 1), pii temz a, (resp. a,) lezi ve stejném
koncovém ¢lanku jako z (resp. ), zatim co artikulace a;, a;,, leZi obé v témz
¢lanku grafu D* (pro 1 < j < r — 1). PoloZme & = ay, ¥y = a,,. Podle véty 1
Ize kazdy ¢lanek grafu D* orientovat jako acyklicky graf s (jedinym) pramenem
a; a (jedinym) protipramenem a,., (0 <14 < r). Provedeme-li to, vznikne
acyklicky!4) graf D* s (jedinym) pramenem z a (jedinym) protipramenem y.
Ten opét doplnime Zebrem Z orientovanym jako draha vedouci z y do z, aby
vznikl graf zadanych vlastnosti. Dikaz je podéan.1s) :

Chceme si jesté vSimnout, Ze v orientaci grafu D popsané v dikaze véty 2
existuje vzdy vice nez jedno centrum; snadno oviem sestrojime dobie oriento-
vany graf i s jedinym centrem (v obr. 1 existuje jediné centrum ¢). M4-li vak
graf D z predpokladd véty 2 kazdy uzel nejvyse 3. stupné, pak piislusny graf
D ma vidy aspont dvé centra. Konedné ke kazdému piirozenému &islu s > 3
lze najit graf D s uzlem c¢ stupné s-tého takovy, ze kazdy graf Dz véty 2 ma
kromé ¢ jesté dalsi centrum. P¥enechdvame ¢tenafi, aby se o téchto tvrzenich
presvéddil.

4. Mezi dobfe orientovanymi grafy zaujimaji dilezité postaveni souvislé
rovnovazng orientované grafy.'®) Orientovany graf nazyvime rovnovdZné

14) Plyne napf. z pfipominané uZ véty o odislovéni uzla acyklického grafu.

15) K vétd 2 je nutno poznamenat, Ze predpoklad o artikulaci je v ni podstatny.

18) Nazev rovnovdiné orientovany graf pochdzi od A. Korziga. V literatufe neni pro
tento pojem jednotné pojmenovéani: Konig [3] neuziva Zddného ndzvu, kdeZto u jinych
autorit lze najit nap¥. pojmenovani T-graph (N. G.pE BrRUWIN), simple graph (W. T.
TurTE) atd.
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orientovanym, jestlize v kazdém jeho uzlu pravé tolik hran konéi, kolik v ném
poéind. Ukézalo se, Ze souvislé rovnovazné orientované grafy hraji analogickou
tlohu mezi orientovanymi grafy, jakou v piipadé neorientovanych grafh maji
souvislé eulerovské grafy (viz [3], str. 29, véta 7; odtud také snadno plyne, Ze
souvisly rovnovézné orientovany graf je zvlastnim p¥ipadem dobfe orientova-
ného grafu).
Budi# dén orientovany graf G. Lze-li sestrojit posloupnost
ul) "71&2, qu mﬁb u3’ s vioy 'u'm; W‘n—ﬁb ul 3 (2)

kde u; jsou uzly a wu;,, hrany grafu G, pak (2) nazveme tahem kompletnim
vzhledem k u,, jestlize (2) obsahuje v8echny hrany grafu G poéinajici v u,.

Véta 3. Rovnovd#né orientovamy) graf G md uzel ¢ za své centrum pravé tehdy,
jestlize kazdy tah kompletmﬁ vzhledem k ¢ obsahuje viechny hrany grafu G.

Dikaz. Budiz @ rovnovéimsé orientovany graf s centrem ¢ a necht existuje
tah kompletni vzhledem k ¢, ktery neobsahuje hranu wwe G. Sestrojme
viechny hrany »w s uvedenou L viastnosti; vidime Ze (spolu s podéteénimi a kon-
covymi uzly) tvoif podgraf G’* ktery je téZ rovnovazné orientovany. Uzel ¢
oviem nele#i v G*, zatim co v G* lze sestrojit cyklus (viz [3], str. 29, véta 8). To
vSak je spor s tim, Ze ¢ je centrum grafu q.

Necht obracené v rovnovazné orientovaném grafu d ka,zdy kompletni tah
vzhledem k ¢ obsahuje vSechny hrany z @. Necht existuje v a cyklus 2, ktery
neprochéazi uzlem c. Odstratime z G viechny hrany cyklu 2 a pfipadng vSechny
uzly, jez by pak byly isolované. Vznikne tak (event. nesouvisly) graf H, ktery
je rovnovainé orientovany. Zvolme v H tu komponentu K v niz lezi uzel c;
tato komponenta ziejmé obsahuje vSechny ty hrany z G, které vychézeji
z uzlu ¢. Podle Konigovy véty zminéné na polétku odst. 4 existuje v K tah
kompletni vzhledem k ¢ (obsahujici dokonce vSechny hrany z K ). To je tedy
také kompletni tah vzhledem k ¢ i v pivodnim grafu G, ktery v8ak neobsahuje
zddnou hranu z £ (spor).
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Pesome
OB OJHOM THUIIE XOPOIIO OPUEHTUPOBAHHBIX I'PA®OB

UPHU CEOJIAYEKR (Jifi Sedladek), Ilpara
(Tocrynmimo B pemaknuio 4/X 1957 r.)

HKomreunsit opuenTupoBaussil rpad D vz massBaen XOpOIIO OPHEHTHPO-
BaHHEIM (cM. [2], [5]), eciu u3 KasKmoO¥ ero BepMUHEL BeJeT MYyTh K KaKAOH m3
OCTalnpHEIX BepmuH. Eciuz B Xopomo opumeHTHpOBaHHOM rpade D CYIecTBYeT
BepIIUHA ¢, ABIAIOMAACA BEPIIUHON KaKIOTO NUKIA rpada D, 10 bl Haz0BeM
¢ meETpoM rpada D. Tnapras Teopema Hamlell cTaTeu Iriacur (Teopema 2):

HIyecme D — ceaswulii Heopuermuposannyli epag 6es 0syyzoavHukos, 6e3
nemead U 6e3 apMUKYAAYUU, UMEOWUL No Epalinelt mepe mpu eepusunsl. Ilycmy
¢ — npousgosvras sepwura epaga D. Tozda momcro nodobpamsv opuenmayuio
pebep epagpa D maxr, umo noaywumcs xopowo 0OpueHmuposarHslii 2pag De yen-
mpon c.

Zusammenfassung

UBER EINE SPEZIELLE KLASSE WOHLGERICHTETER
GRAPHEN

JIRI SEDLACEK, Praha
(Eingelangt am 4. Oktober 1957)

Ein endlicher gerichteter Graph D heisst wohlgerichtet (siehe [2], [5]), wenn
von jeden Knotenpunkt aus zu jedem anderen eine Bahn fihrt. Existiert in
einem wohlgerichteten Graphen D ein solcher Knotenpunkt ¢, der in jedem
Zyklus des Graphen D liegt, dann bezeichnen wir ¢ als Zentrum des Graphen D.
- Der Hauptsatz der vorliegenden Arbeit ist der Satz 2:

Es sei D ein zusammenhiingender nichtgerichteter artikulationsloser Graph ohmne
Zwetecke und ohne Schlingen, der mindestens dret Knotenpunkte besitzt; es sev ¢
sein beliebiger Knotenpunkt. Dann g@bt es eine solche Orientierung der Kanten
von D, dass ein wohlgerichteter Graph D mit dem Zentrum c entsteht.
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&asopis pro p¥stovini matematiky, ro€. 84 (1959), Praha

0 LEXIKOGRAFICKEM SOUCTU CASTECNE USPORADANYCH
MNOZIN

KAREL CULIK, Brno
(Doglo dne 11. listopadu 1957) DT :519.518

V lénku je ukdzéno, %e nikoli kaZdé distednd usporddans mnoZina
je lexikografickym souStem systému &dstedn8 uspofddanych a lexiko-
graficky nerozlo¥itelnych (3) mnoZin pres édstednd uspofddanou a lexi-
kograficky nerozlozitelnou mnoZinu. Déle se tu studujf zdkladni vlast-
nosti vloZenych (1) $4stednd uspofddany ch podmnoin, rozklady ve vlo-
%ené a lexikograficky nerozloZitelné édsteénd usporddané podmmnoZiny
a faktorové (2) édstednd usporadané mnoZiny, které jsou lexikograficky
nerozlo¥itelné, na dané éstetnd usporddané mnoZind.

O t4stednd uspotddané (zkrécend &dst. usp.) podmnozing P =+ ¢ Sast. usp.

mnoziny M Yekneme, ze je vlofend v M, jestlize plati

{,yeP, ze M — P}=>{r<zey<z} i < az<>z < y}. (1)
Podminka (1) #k4, Ze prvek ze M — P se chova vzhledem k relaci dastedného
uspoFdddni ke véem prvkim z P stejné.

Cast. usp. mnozinu M a kazdou jejf jednoprvkovou podmnozinu nazyvéme
trividinimi vloZenymi S4st. usp. mnoZinami v M.

Rozklad M na &4st. usp. mno%ing M nazyvéme rozkladem ve vloXené Edst.
usp. podmnoziny, jestlize kazdy jeho prvek je ¢dst. usp. podmnozinou vloZenou
v M. Zejména nejmensi a nejvétsi rozklad (viz [2] str. 14) na dast. usp. mno-
zind je vidy jejim rozkladem ve vloZené (toti trividlnf) ¢dst. usp. podmnotiny.

Vzhledem k podmince (1) 1ze na ka?dém rozkladu M ve vloZené &Sést. usp.
podmnoZiny v &ist. usp. mnoziné M definovat ¢dstedné usporddini takto

PQeM,P£=Q=>{P<Qwx<y kdy? xe P, yeQ} . (2)

Pak ¢ist. usp. mnozinu definovanou na M s ¢4stednym uspot¥addnim (2) ozna-
¢ujeme strudné zase M a nazyvime faktorovou &dst. usp. mmofinou na Edst. usp.
mnoziné M. Existuje tedy na kazdé Sast. usp. mnozing alespoii jedna, jeji fakto-
rové Sist. usp. mnozina a mé-li dand &dst. usp. mnozina alespoii dva prvky,
existujif vidy alespofi dvé jeji faktorové &dst. usp. mnoziny (definované na
nejmensim a nejvétsim rozkladu, které jsou v tomto p¥pad® rizné). Faktorovd
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Cést. usp. mnozina definovans na nejvétdim p¥ip. nejmensim rozkladu je iso-
morfnf s jednoprvkovou p¥p. s danou &ést. usp. mnozinou.

Jsou-li prvky =, y v ¢st. usp. mno%ing nesrovnatelng, piSeme z || y. Totoz-

nost ptip. isomorfismus dvou &4st. usp. mnoZin oznatujeme symbolem =,
piip. =.

Véta 1. Jdst. usp. mnofina M je lexikografickym souctem systému Edst. usp.
mnoéin M, + @ pres Edst. usp. mnofinu N + 0 t. plati M = DM, ue N prdvé
N

tehdy, kdyZ M, je Edst. usp. mnofina vloZend v M pro katdé we N a N je isomorfni
faktorové édst. usp. mnoZing definované na rozkladu ve viofené podmnoSing M.

Dikaz. Necht nejdive plati M = > M,. Pak podle definice lexikografického
N

souttu (srv. [1], str. 27) plati M, 0 M, = 0 prow * v a také U M, = M, takie
uelNV

podmnoZiny M, jsou prvky jistého rozkladu M na M. Necht ze¢ M — M,

tj. ze M, pro vhodné b + a, kde a, be N a necht z, y e M. Plati-li nyni z < 2

piip. z <x v M = > M,, pak podle definice lexikografického soudtu musi
N

platit @ < b pifp. b < a v N a tedy také y < z pip. z <y v M. Tedy M,
spliiuje podminku (1) a proto je &ast. usp. mnozinou vloZzenou v M pro kazdy
ae N, takZze rozklad M je rozkladem ve vloZené &ist. usp. mnoZiny v M.
Zobrazeni &ist. usp. mnoZiny N na faktorovou &st. usp. mnoZinu M, které
zobrazuje prvek a e N na prvek M, e M je z¥ejmé prosté. Plati-lia < b v N,
pak podle definice lexikografického souétu plati také x < y pro ze M,, y e M,
a tedy podle (2) je M, < M, v M. Plati-li naopak M, < M, v M, pak podle
(2) plati * < y pro z e M ,, y e M, a tedy podle definice lexikografického soudtu
je a < b (nebot plati @ + b). Tim je ukédzano, Ze uvazované zobrazeni je iso-
morfismem (srv. definice isomorfismu [1], str. 18—19) mezi N a M.

Necht nyni ¢dst. usp. mnoZina N je isomorfni s faktorovou &éast. usp. mno-
zinou M na &4st. usp. mnozing M a necht v pfedpoklédaném isomorfismu si
odpovidaji prvky a e N, N, e M. Pak ¢st. usp. mnoZiny M, jsou vloZené v M.

Z definice lexikografického soustu predevsim plyne, Ze mnoZiny M a U M,
aeN

jsou stejné. Necht koneéné x, y ¢ M, tj. plati x € M,, y € M, pro vhodné a, be N.
Pak kazdé z nasledujicich tvrzenf je ziejmé ekvivalentni s predchézejicim

(@) x<yv>M,,
N

(b) a<bv N neboa=5%,
(¢) M,<M, v Mneboz<yv M,,
d z<yv M.

Tim je dokdzdno, ze > M, = M.
N
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Rekneme, 7e &4ist. usp. mnozina M je lexikograficky merozlofitelnd ptip.
lexikograficky skoronerozloZitelnd, jestlize spliiuje podminku

M = 3 M,=bud kard M, = 1 pro kazdy ze N nebo kard N =1, (3)
N ‘

prip.

M =Y M,= bud existuje M, takové, ze M, = M nebo N = M . - (4)
N : L

Véta 2. Pro &dst. usp. mnozinu M jsou ekvivalentni tvrzent
~a) M je lexikograficky merozloZitelnd.

2 v

b) Ka#dd édst. usp. podmnozina vioZend v M je trividini.

7

c) Na M existuji nejoyse dvé faktorové Edst. usp. mnoziny.
Dikaz plyne jednoduchou dvahou z poutitych definic a z véty 1.

Véta 3. Cdst. usp. mnofina, kterd je lexikograficky nerozloZitelnd, je také lexiko-
graficky skoronerozloZitelnd. Konetnd Edst. usp. mmoZina, kterd je lexikograficky
skoronerozloZitelndg je také lexikograficky nerozloZitelnd. Existuji nekoneéné &dst.
usp. mnokiny, které jsou lexikograficky skoronerozloZitelné ale nejsou lexikogra-
ficky merozloZitelné. o

Dtkaz. I. Thned se vidi, Ze (3) = (4).

II. Necht ¢ast. usp. mnoZina M je koneénd a lexikograficky skoronerozlozi-
telnd. Predpokladejme dale, Ze existuje dast. usp. podmnozina P, kterd je ne-
trividIni vlozend v M. Pak z¥ejms existuje rozklad M ve vlozené d4st. usp. pod-
mnoziny v M takovy, #e P e M. Necht &st. usp. mnozina N je isomorfni
s faktovou &4st. usp. mnoZinou M a v p¥islusném isomorfismu necht si odpovi-
daji prvky ae N, M,c M. Podle v&ty 1 je M = >M,, aviak kard M <

N

< kard M, takze N + M a také kard M, < kard M ¢ili M, + M pro kazdy
€ N. Tedy neplati (4) a to je spor. Tim je ukédzano, Ze kazda Sast. usp. pod-
mnozina vloZzend v M musi-byt trividlni a tedy podle véty 2 je éast. usp. mno-
zina M lexikograficky nerozloZitelna.

III. Snadno se nahlédne, %é Fetézec typu o nebo typu w* a také nekonedns
mnozina prvki, z nichz kazdé dva jsou nesrovnatelné, jsou ¢ast. usp. mnoziny
lexikograficky skoronerozlozitelné, ale nejsou ziejmé lexikograficky nerozlozi-
telné.

Nyni se pfirozené nabizi otdzka, zda lze kazdou 4st. usp. mnoZinu plné cha-
rakterisovat s pomoci operace lexikografického souétu a s pomoci ¢dst. usp.
mnozin, které jsou lexikograficky nerozloZitelné piipadné jenom lexikograficky
skoronerozloZitelné, tj. zda lze ke kazdé &ist. usp. mnoZingé M najit takové
vyjédieni ve tvaru lexikografického soudtu M = > M, aby &ist. usp. mnoziny

N

M, pro kazdy x e N i éast. usp. mnoZina N byly lexﬁ;ograficky nerozlozitelné
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piipadné jenom lexikograficky skoronerozlozitelné. Odpovéd je v8ak v obou
ptipadech zéporné. Je-li toti% M pétiprvkovou mnoZinou navzéjem nesrovna-
telnych prvkd a ma-li N byt lexikograficky nerozloZitelnd, musi byt kard N <
< 2, nebot jediné jednoprvkova a dvouprvkové faktorové ¢ist. usp. mnoziny
na M jsou lexikograficky nerozlozitelné. Je-li viak (podle véty 1) N = M, kde
M je piislu$ni faktorova &ist. usp. mnoZina, existuje alespoi jeden M, e I
takovy, ze kard M, > 2 a tedy M, neni lexikograficky nerozlozitelna. A podle
véty 3 pro koneéné ¢ast. usp. mnoZiny jsou pojmy lexikografické nerozlozitel-
nosti a skoro nerozloZitelnosti ekvivalentni.

Téazeme-li se viak, zda ke kaZzdé dast. usp. mnoziné M existuje jeji vyjadieni
ve tvaru lexikografického soudtu M = > M, takové, Ze N je lexikograficky
N

nerozlozitelnd p¥ip. ze M, je lexikograficky nerozloZitelné pro kazdy = ¢ N, pak
. odpovéd je v obou piipadech kladnd, nebot v prvanim pi¥ipadé stadi podle véty 1
uvazovat nejvétsi a v druhém piipad® nejmensi rozklad na M. Je-li M lexiko-
graficky nerozloZitelnd, pak podle véty 2 zadné dalsi rozklady ve vloZené a lexi-
kograficky nerozlozitelné ¢ast. usp. podmnoziny neexistuji, zatim co v opaéném
piipadé uvedenych rozkladi muze existovati vice. V dalsim tedy budeme vy-
Setfovat jednak rozklady ve vloZené a lexikograficky nerozlozitelné ¢st. usp.
podmnoziny, jednak faktorové Sast. usp. mnoZiny, které jsou samy lexiko-
graficky nerozlozitelné. Nejdiive uvedeme nékolik lemmat o vloZenych &ast.
usp. podmnozinach.

Lemma 1. Je-li P &dst. usp. mnoZina vlozend v édst. usp. mmoziné Q a je-li Q
vloZend v édst. usp. mnoZing R, pak také P je vloZend v R. Je-li P vloZend v R pak
je vloZend také v kazdé Q, pro maiz plati P c Q c R.

Dukaz obou tvrzeni plyne p¥mo z (1).

Lemma 2. Cdst. usp. mnoZina P vlofend v &dst. usp. mno¥iné M je konvexnt
v M, ale opak neplati.

Dikaz sporem plyne ptimo z (1), kdyZ konvexita pro ¢dst. usp. mnoziny se
definuje stejné jako pro svazy (viz [1], str. 44). Protipiiklad je ddn libovolnym
dvouprvkovym fetézcem v kterékoliv &4st. usp. mnozing délky 2, jejichz
diagramy jsou na obr. 1.

Lemma 3. Jsou-li P, v e I &dst. usp. podmnofiny vloZené v édst. usp. mnoziné M

a plati-li NP, + 0, pak také NP, je édst. usp. podmnoZinag vlofend v M.
el el
Dikaz. Necht P = NP, a necht z,ye P, ze M — P. Pak plati xgz
el

kde o znali nektery ze symbold ¢, ), |, a existuje index xe I takovy, Ze
znon e P, takze podle (1) (nebot z, ye P, a P, je vlozend v M) plati y p z.
Podle ptedpokladu je P =+ 0 a tedy podle (1) je P vloZzend v M.
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Obr. 1

Sjednoceni vloZenych &ist. usp. podmnozin nemusi byt vlozenou &ast. usp.
podmnozinou. Na pifklad sjednoceni dvou raznych jednoprvkovych pod-
mnozin v kterékoliv ¢ist. usp. mnoZiné na obr. 1 neni vloZenou &ast. usp. pod-
mnozina, nebot uvedené ¢ist. usp. mnoziny jsou lexikograficky nerozlozitelné
a podle véty 2 kazda jejich vloZend podmnoZina je trividlni. Plati viak

Lemma 4. Jsou-li P;, i = 1, 2, ..., k &dst. usp. podmnoZiny vloZené v édst. usp.

k

mnoziné M a plati-li P, 0 P, + 0 pro 1 < ¢ < k, pak také U P, je Edst. usp.
i=1

podmnofina vioZend v M.
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Dikaz. Pro k =1 je lemma ziejm& spravné a pro k = 2 necht ze M —
— (P, Y P,), z,ye P, U P,. Pak plati z p z, kde p znaéi néktery ze symbola
¢, >, || a podle piredpokladu existuje we P, n P, a ovéem P, n P,c P,, P, n
n P, c P,. Pak podle (1) plati % o z a proto také y o z &ili P, U P, je vloZend
v M (zfejmé totiz P, v P, + ). Pfedpoklddejme nyni, Ze lemma je spravné
prokazdéh, 2 < b < k. Vybereme-lina p¥iklad z danych P,, P,, ..., P, prvnich
k — 1 podmnozin, pak tyto podmnoziny spliiuji podminky lemmatu pro 2 =

k-1
=k — 1 a tedy podle indukéniho ptedpokladu je U P; ¢ast. usp. podmnoZina

i=1
k-1

vlozend v M. AvSak plati také U P, n P, + 0, takie znovu podle indukéniho
=1

k
predpokladu pro 7 = 2 musi byt také U P; &ast. usp. podmnoZina vloZena

i=1
v M.

Lemma 5. Jsou-li P, Q édst. usp. podmnoZiny vlofené v Edst. usp. mnofing M
aplati-liP0o@Q + 0,P—Q + 0 + Q — P, pak také P — Q 1 @ — P jsou &dst.
usp. podmnotiny vioZené v M a prokaZdé xe P — Q, ye P 0 Q, ze Q — P plaii

ZoY, Yoz xoz, kde o znali néktery ze symboli {, >, | . (5)

Je-li P00 Q =& 0, ale P — Q = 0, pak @ — P nemusi byt Edst. usp. podmnozinou
vloZenouw v M.

Dikaz. Nejdtive dokdzeme tvrzeni (5). Podle piedpokladu existuji t e P —
— @, we Pn Q a necht plati ¢ p u, kde p znadéi néktery ze symboli ¢, >, |
Jelikoz @ je vlozend v M, musi podle (1) byt ¢ oy, ¢ o 2z pro kazdy ye P n Q
a kazdy ze @ — P. Podle predpokladu vSak existuje také ve @ — P, takze
plati t o v a jelikoz P je vloZend v M, musi podle (1) byt « o v, ¥ ¢ v pro kazdé
xe P — Q a ye P n Q. VyuZijeme-li nyni znovu toho, Ze P i @ jsou vlozené
v M, pak podle (1) musi byt z oy, y 02, x o 2z pro kazdé xe P — Q, ye P N Q,
ze@ — P.

Z (5) a z danych predpokladd v8ak ihned plyne, Ze P — Q i @ — P jsou &ast.
usp. podmnoziny vlozené v M.

Necht koneéné M = {a, b, ¢, d, e} a necht M je ¢isteéné uspofadana relaci
pokryti takto: a pokryvéa b; b pokryvé ¢ i d; e pokryva d. Pak {a, b} i M jsou
dast. usp. podmnoziny vlozené v M, ale M — {a, b} neni vloZend, nebot b > d,
zatim co b || e.

Lemma 6. Nejmensi zdkryt © nejvétst zjemnéni libovolného, neprdzdného systé-
mu rozkladd ve vloZené Edst. usp. podmmnoginy v édst. usp. mnoziné M je zase roz-
- kladem ve vloZené &dst. usp. podmmnoZiny v M.

Dikaz. Podle [2] pfedevsim plati, Ze jak nejmensi zakryt tak nejvétsi zjem-
néni rozklad na mnoziné M je zase rozkladem na mnoZiné M.



Necht nyni P je prvkem nejmensiho zékrytu uvazovaného systému rozkladd.
Pak P = UP,, kde P, jsou &ast. usp. podmnoziny vlozené v M a plati, Ze ke
kazdym dvéma P, + P, existuje koneénd posloupnost Py, P,, ..., P, takovd, Ze
P,0 Py # 0 pro 1 <i < k. Jestlize tedy z,ye P a ze M — P, pak lze bez
@jmy na obecnosti piedpokladat, Ze e P, a y e P (nebot piipad z, y e Py je
jasny). Necht tedy plati « gz, kde ¢ znadi néktery ze symbold ¢, ), |. Podle

k
lemmatu 4 je U P, také vloZend v M a tedy podle (1) plati y ¢ 2, ¢imZ je uka-
i=1
zéno, Ze P je vloZenad v M.

Necht nyni P je prvkem nejvétifho zjemnéni uvazovaného systému roz-
kladii. Pak P = AP,, kde P, jsou ¥4st. usp. podmnoziny viozenév M a P + 0.
Pak podle lemmatu 3 je P vloZena v M.

Lemma 7. Necht P + Q jsou lexikograficky merozloZitelné, netrividini vioZené
Edst. usp. podmmoZiny v Edst. usp. mmofiné M, pro néz plati P 0 Q + 0. Pak plati
kard Pn Q = 1, kard P = kard Q = 2 a &dst. usp. podmnotiny P, Q, P U Q
jsou soucasné bud tetézce nebo mnoZiny nesrovnatelnych proki.

Dikaz. Podle lemmatu 3 je P n @ vloZend v M a podle lemmatu 1 je vloZend
také v P. Podle pfedpokladu vSak P je lexikograficky nerozlozitelnd, takze
podle véty 2 musi P 0 @ byt trividlni vloZend v P. To znamend bud P n Q = P,
ale pak P c @ a podle lemmatu 1 je P netrividlni vloZené v @, coZ je vzhledem
k v&té 2 a k danym predpokladim spor, nebo zbyvé kard P 0 @ = 1. Lze tedy
oznalit P = P’ U {u}, @ = Q' U {u} a z predeslé tvahy plyne P’ + 0 + @’
a také P’ n Q" = §. Podle lemmatu 5 je P’ = P — @ vloZenad v M a podle
lemmatu 1 je vloZena také v P, pii éemZ P’ + P, takze podle véty 2 musi byt
kard P’ = 1 a proto kard P = 2. Stejné se ukdZe, Ze kard @ = 2.

Kone#né posledni tvrzeni plyne ihned z pfedchoziho a z (5) v lemmatu 5.

Lemma 8. Betézec i mnoZina nesrovnatelngjch proks, jsou lexikograficky ne-
rozloZitelné Edst. usp. mmoZiny prdvé tehdy, kdyz obsahuji nejvyse dva proky.

Dikaz. Dostateénost uvedené podminky plyne pfimo z (3). DokdzZeme jeji
nutnost. Necht tedy P je fetézcem nebo mnozZinou nesrovnatelnych prvka a
necht kard P > 2. Pak ziejmé existuje takovy rozklad P ve vlozené &4st. usp.
podmnoZiny v P, pro né&jZ plati kard P = 2 a tedy existuje @ ¢ P takov, Ze
kard @ > 1 a oviem @ + P. Tedy @ je netrividlni vlozena &ast. usp. podmnozi-
na v P a proto podle véty 2 neni P lexikograficky nerozloziteln.

UvaZzujme nyni v8echny mozné rozklady ve vloZené a lexikograficky ne-
rozloZitelné &ast. usp. podmnoZiny dané &ast. usp. mnoziny. Ptedeviim plati, Ze
jimi uréené faktorové ast. usp. mnoziny nemusi byt isomorfni. Jako piiklad
stadi zvolit dvouprvkovou d&ast. usp. mnoZinu a uvaZovat faktorové &ist.
usp. mnoziny definované na nejvétsim a nejmensim rozkladu. Jednotlivé
z uvazovanych rozkladd nemaji tedy Zaddné vyznamné postaveni a je proto
plirozené vysetiovat jejich nejmensi zakryt (viz [2], str. 16—17). Plati
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Véta 4. Nejmensi zdkryt systému vsech rozkladd ve vlofené a lexikograficky
nerozloZitelné Edst. usp. podmnoZiny v édst. usp. mnoziné M je rozkladem ve vlofené
Cdst. usp. podmnoZiny, o nichZ plati, Ze jsou to bud lexikograficky merozloZitelné
édst. usp. mnoziny nebo fetézce nebo mmofiny navzdjem nesrovnatelnych proki.
Jsou-li to Fetézce, pak jsou bud konetné mebo maji néktery z ordindlnich typé
w, 0¥, 0¥ + .

Diikaz. Pedeviim podle lemmatu 6 je nejmensf zikryt uvazovaného systé-
mu zase rozkladem ve vloZené &4st. usp. podmnoziny v M. Oznalme jej M
anecht P e M. Je-li P prvkem nékterého rozkladu z uvazovaného systému, je P
lexikograficky nerozlozitelna. Neni-li P prvkem Zadného z uvaZovanych roz-

klada, je P = Y P,, kde P: jsou lexikograficky nerozloZitelné a vlozené v M.
el

Pro P, dale plati P, + P pro kazdy teJ. Odtud a z konstrukce nejmensiho
zdkrytu (viz [2]) plyne, Ze existuji alesponn dvé& P,, P, takové, ze kard P,,
kard P, > 1. Podle véty 2 to znamena, Ze P neni lexikograficky nerozloZitelnd
a predpokladejme, Ze neni ani Yetézcem, tj. Ze existuji z, y ¢ P, pro néZ plati
2 || y. Pak z konstrukce nejmensiho zakrytu plyne existence. koneéné posloup-
nosti P;, 1 <1 < k takové, ze xe Py, ye Py, P; 0 P, = 0 a kard P, > 1 pro
kazdé ¢. Nyni se indukei podle lemmatu 7 dokéze, ze P,;, 1 < i < k je dvou-
prvkova mnozina nesrovnatelnych prvki. Necht nyni P, je libovolné, pro niz
plati kard P, > 1. Pak zase existuje konedné posloupnost P, 1 <i <=
takové, ze P} = P,, P, = P, P; 0 P, , + 0 a kaxd P; > 1 pro kazdéz, takze
zase indukef z lemmatu 7 plyne, Ze P, je mnoZina nesrovnatelnych prvki.
Necht koneéné u, ve P, w + v. Pak bud existuje P, takova, Ze u, v € P, a tedy
% || v, nebo we P,,ve P, 1 + %, a jako shora se ukéZe, Ze zase u || v. Tedy P je
mnozinou nesrovnatelnych prvki.

Necht nyni P je fetézec, ktery je prvkem nejmensiho.zdkrytu uvazovaného
systému rozklada. Jestlize P neni koneény ani nemé zadny z uvedenych ordi-
nalnich typt, existuji prvky «, b e P takové, Ze mnozina vSech prvkia, které
lezi mezi @ a b je nekoneénd. Podobné jako v predeslé dasti dikazu se ukdZe, Ze
existuje koneéna posloupnost éast. usp. podmnozin.P;, 1 <1 < k takové, Ze
aeP,beP,P,0 P,  + @akard P, > 1 pro kazdé ¢. P¥i tom P, jsou vlozené
a lexikograficky nerozloZitelné. Z lemmatu 7 zase plyne, Ze P; jsou dvouprvkové

k k .
fetézce, takie | P; je konedénd mnozina. AvSak podle lemmatu 4'je UJ P, 4st.
i=1 ' i=l.
usp. podmnoZina vloZend v P, takZe vzhledem k pfedpokladiim a podle lemmatu
k
2 musi byt U P; nekoneéné a to je spor.
i=1

Véta 5. Nejmendi zdkryt systéMu véech rozklads, ve vlofené a lexikograficky
nerozlofitelné &dst. usp. podmnofiny dané édst. usp. mnoginy M je rozkladem ve
vlofené a lexikograficky nerozlofitelné podmmoZiny prdvé tehdy, kdyZ kazdd vloZend
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mmnoZina nesrovnatelngjch proka v M md mohuinost nejvyse 2 a kdyZ Zddny vloZeny
Fetézec v M nmeobsahuje t¥i proky z, y, z takové, Ze x pokryvd y a y pokryvd z.

Diikaz. Je-li uvedend podminka splnéna, pak kazdy vloZeny fetézec, ktery
je bud koneény nebo ma néktery z ordinalnich typh w, w*, w* + o, obsahuje
nejvyse dva prvky, takZe podle lemmatu 8 je lexikograficky nerozloZitelny.
Avsak také kazdd vloZend mnoZina nesrovnatelnych prvka obsahujici nejvyse
dva prvky je podle lemmatu 8 lexikograficky nerozlozitelns a tedy podle véty 4
je nejmensi zakryt uvaZovaného systému rozkladt rozkladem ve vloZené a lexi-
kograficky nerozlozitelné ¢ast. usp. podmnoziny.

Jestlize uvedend podminka nenf splnéna, pak bud v M existuje vloZeny fe-
tézec P a v ném prvky z, y, z takové, Ze x pokryva y a y pokryva z, nebo v .M
existuje vloZend mnoZina nesrovnatelnych prvka P, kterd obsahuje alespon
t¥i prvky « + y + z + 2. V obojim p¥ipadé existuji rozklady ve vloZené a lexi-
kograficky nerozloZitelné &dst. usp. podmnoZiny, z nichZ jeden obsahuje jako
prvek podmnozinu {z, y} a druhy podmnoZinu {y, z}, takze nejmensi zékryt
uvaZovaného systému musi obsahovat prvek @ > {z, y, z}. Podle lemmatu 1 je
podmnozina {x, y} + @ vloZend v @ a netrividlni, takZe podle véty 2 @ neni
lexikograficky nerozlozitelna.

Neni-li ¢ast. usp. mnozina lexikograficky nerozloZitelnd, pak podle véty 2
existuji kromé nejmensfho a nejvétitho rozkladu jesté dalsi rozklady ve vlioZzené
¢ast. usp. podmnoziny, avSak kromé nejmensfho rozkladu nemusi existovat
zadny dalsi rozklad ve vloZené a lexikograficky nerozloZitelné ¢ast. usp. pod-
mnoziny. Jako pifklad uvedme Fetézec, ktery mé ordinalni typ n nebo 1.%)
Piedeviim tento Yetézec neni lexikograficky nerozlozitelny a dokonce ani
lexikograficky skoronerozloZitelny, nebot jej 1ze vyjadiit ve tvaru > M,, kde N

N

mé ordindlni typ w* + w a M, mé ordinalni typ n + 1 pro kazdy z ¢ N. Dale
vSak plati, Ze kaZd4 &ast. usp. podmnoZina vloZena v Fetézci musi byt zase
fetézcem. Ma-li tedy vloZeny fetézec v daném fetézci byt lexikograficky ne-
rozloZitelnym, musi podle lemmatu 8 obsahovat nejvyse dva prvky. Kdyby
viak obsahoval dva prvky, obsahoval by podle lemmatu 2 nekoneéné mnoho
prvki, takze zbyva, aby obsahoval pravé jediny prvek.

Uvazujme nyni o lexikograficky nerozloZitelnych faktorovych &ist. usp.
mnoZindch na dané ¢ast. usp. mnoziné.

VloZené a lexikograficky nerozlozitelné &ast. usp. podmnoziny spliiuji pod-
minku, Ze kazdé jejich vlastni vloZend ¢dst. usp. podmnozina je jednoprvkova,
tedy trividlni. V tomto smyslu lze ¥ci, Ze vloZené a lexikograficky nerozlozi-
telné ¢ast. usp. podmnoziny jsou minimdlnimi vloZenymi &ast. usp. podmnozi-
nami. Nazvéme nyni obdobné &ist. usp. podmnozinu P vloZenou v &ist. usp.
mnoziné M maximdlni vioZenow v M, jestlize plati

P+ M aQ je viozend v M, Q + PcQ=-Q, M splynou. (6)

1) 7 piip. A znadi ordindlni typ mnoZiny vSech raciondlnich p¥ip. redlnych &isel uspoté-
danych podle velikosti.
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V &ast. usp. mnoZiné nemusi obecné existovat vibec Zddnd maximélni vloZena
¢ast. usp. podmnozina. Na ptiklad v fetézci, ktery nemd ani nejvétsi ani nej-
mensi prvek, neexistuje 24dnéd maximdlni vlozena.

Lemma 9. Jsou-li P + Q maximdlni vloZené édst. usp. podmnoziny v Edst. usp.
mnoziné M a plati-li Pn Q + 0, pak P U Q@ = M.

Dtukaz. Predev§im plati P + P U Q. Podle lemmatu 4 vSak P U @ je vloZena
v M aoviem P c P U @, takZe podle (6) musi byt P U Q = M.

Lemma 10. Je-li M faktorovd édst. usp. mnofina na M a M faktorovd &dst. usp.
mnozina na M, pak existuje faktorovd Edst. usp. mmofina M, na Edst. usp. mnofiné

M, kterd je isomorfni s M.

Dikaz. Kazdy prvek %,e M je mnoZinou prvkia P,e M pro teI,, kde
P, c M. Uvazujme mnoZinu viech 4, = U P,c M. Z (1) a (2) ihned plyne, Ze

tel,

tato mnozina je jistym rozkladem M, ve vloZené &ast. usp. podmnoziny v M
a e ptifazeni prvki A, ¢ M,, Y, M je isomorfismem mezi faktorovou &ast.
usp. mnozinou M, a M.

Véta 6. Existuji-li na &dst. usp. mnoZiné M alespors dvé rizné mazimdlni
vloZené Edst. usp. podmmofiny, jsow ekvivalentni tvrzend:

a) Existuji maximdlni vlofené édst. usp. podmnoZiny P + @, pro néZ plati
Pn@ =+ 0. .

b) Existuje faktorovd édst. usp. mnoZina na M, kterd je bud Fetézcem nebo mno-
Zinou nesrovnatelnych proké a kterd nend lexikograficky nerozloZitelnd.

c) Existuje tFiprvkovd faktorovd &édst. usp. mnogina na M, kterd je bud Fetézcem
nebo mnoZinou nesrovnatelnijch prvkd.

d) Pro kaZdé dvé maximdlni vlioené Edst. usp. podmnotiny P, Q plati P 0 Q =+
+ 0.

Dukaz. a)=b) Plati-li a), pak plati také P — Q + ¢ &+ @ — P a podle
lemmatu 9 je P U Q = M. Podle lemmat 3 a 5 viak je M ={P — Q, P nQ,
Q — P} tiiprvkova faktorova &ast. usp. mnozina na M, kterd podle (5) je bud
Fetézcem nebo mnoZinou nesrovnatelnych prvka a podle lemmatu 8 M neni
lexikograficky nerozlozitelna.

b) = ¢) Plati-li b) a je-li M pi¥islusns faktorovs &ast. usp. mnozina na M, pak
podle lemmatu 8 plati kard M > 2 a tedy na M existuje t¥{prvkové faktorové
t4st. usp. mnozina M, kterd oviem zase je bud fetézcem nebo mnoZinou ne-
srovnatelnych prvkia. AvSak z lemmatu 10 plyne, Ze existuje faktorovd &ast.
usp. mnozina na M, ktera je isomorfni s M.

¢) = d) Necht plati ¢) a necht M = {X, Y, Z} je piisluind faktorové &ast.
usp. mnozina. Necht nejdifve M je fetézcem a necht pro uréitost plati X <
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< Y < Z, takie podle (1) dast. usp. podmnoziny X U ¥, Y U Z jsou netrividlni
vloZené v. M. Je-li R libovolnd maximalni vloZend &ast. usp. podmnozina v M,
pak plati bud R = X U Y nebo R =Y U Z nebo Rnonc X VY, RnoncY v
UZELRNX + 6 + Rn Z.V poslednim p¥ipadé vSak podle (5) z lemmatu 5
a podle lemmatu 2 musi byt Y c R. V kazdém pripadé tedy plati ¥ c R a proto
zejména plati P 0 @ + §. Necht nyni M je mnoZinou nesrovnatelnych prvki.
Pak podle (1) &ist. usp. podmnoziny X VY, Y U Z, Z U X jsou netrividlni
viozené v M. Je-li R libovolnd maximélni vlioZend ¢ast. usp. podmnozina v M,
pak bud R splyne s nékterou z mnozin X v Y, Y U Z, Z U X nebo plati, ze R
neni ¢sti Zddné z nich, tj. plati Rn X £ 0 + Rn Y, Rn Z + §. V poslednim
piipadé predpokladejme, Ze alespon dvé z mnozin X, Y, Z nejsou ¢asti R, na
ptiklad X non c R, ¥ non c R. Pak plati R + Ru X + M, takie podle lem-
matu 4 je B U X netrividlni vloZend v M, co% je spor vzhledem k (6). Tedy
v kazdém ptipadé obsahuje R alespoil dvé z mnoZin X, ¥, Z, coz zejména zna-
mend, ze P 0 Q + 0.
d) = a) Vzhledem k predpokladu véty je tato implikace ziejma.

Véta 7. JestliZe na édst. usp. mnoziné M existuje tFiprvkovd faktorovd Edst. usp.
mmnozina, kterd je Fetézcem, pak existuji nejvye dvé maximdlni viofené dst. usp.
podmmotiny v M. '

Dikaz. Piedpokldadejme, Ze existuji, alespoii t¥i P, @, R navzijem razné.
Podle véty 6 lze predpokladat, Ze P n @ + 6. Pak podle lemmatu 9 plati
PuU@ =M a podle lemmat 3 a 5 je faktorova. &ist. usp. mnozina M =
= {P — @, Pn Q, Q — P}fetézcem (nebot kdyby byla mnoZinou nesrovnatel-
nych prvki, neexistovala by na ni faktorova ¢ast. usp. mnozina, ktera je fe-
tézcem a mé vice neZ jeden prvek). Pro R musi platit R nonc P, Rnon c @
GliRn (P — Q) £ 0 + Ro (Q — P)apodle (5) zlemmatu 5 a podle lemmatu
2 musi byt P n @ c R. JelikoZ vSak Q + R, existujexe Q — R c Q@ — P, takZe
P U R % M, coz je spor vzhledem k lemmatu 9.

Véta 8. Necht na édst. usp. mnoging M existuje rozklad M v maximdalni vloZené
Cdst. usp. podmmnofiny. Pak faktorovd &dst. usp. mnoZina M e lexikograficky ne-
rozlogitelnd. A _ :

Dikaz. Pfedpoklidejme, Ze M nenf lexikograficky nerozlozitelné. Pak podle
véty 2 existuje netrividlni vlioZend ¢ist. usp. podmnozina U v M a necht U =
= E{P,c M, e I}. Pak podle (1) a (2) je P = U-P, netrividlni vlozend v M

P, . B tel
a pii tom existuje P, c P, P, & P a to je spor.

Uvedme nyni piiklady lexikograficky nerozloZitelnych &ist. usp. mnozin.
Predeviim je kazdé jednoprvkové a dvouprvkova &ist. usp. mnozina lexiko-
graficky nerozlozitelna. Dale neexistuje t¥iprvkové &ast. usp. mnozina, kters je
lexikograficky nerozloZitelnd, ale pro kazdé n > 3 existuje n-prvkovs &st.
usp. mnoZina, kterd je lexikograficky nerozloZitelnd a mé délku 2.

3
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Na obr. 1 (str. 20) jsou Hasseovy diagramy nékterych koneénych lexikogra-
ficky nerozlozitelnych &ast. usp. mnoZin.
Na zévér uvedeme jesté jednu vétu o lexikografickém soudtu. Plati

Véta 9. Plati

Dikaz. Predeviim je zfejmé, Ze ob& mnoZiny na levé i na pravé strand v (7)
jsou stejné, takze je tfeba jen ukdzat, Ze také prislu$nd &dsteénd usporadini
jsou stejna.

Necht tedy «,y € > M, x = y anecht platiz p y v > M,, kdy# ¢ znadf n8ktery

£N, N,
ze symbolu <, >, ||. Potom existuji a, be ZN takové, ze xe M, ye M,, a také
existuji p, ge N takové, Ze ae N,, be ]Vq, takie plati ze ZMW Ye ZM Je-li

a = b, pak podle definice lexikografického souétu plati z o y vM,a tedy také
v ZM av Z ZM ). Je-li @ + b, pak podle definice lexikografického souétu

platl apbv ZN a jsou zase dvé moznosti. Bud je p = g a oviem IV, je vloZend
v sz ta,kze podle definice lexikografického soudtu plati @ ¢ b v NV, odkud
vsak plynez oy v ZM a tedy také v Z(ZM,,) Nebo je p + ¢ a potom mus{
byt pogv N. Jehkoz viak z € ZM,,, Ye ZMu, plati také z gy v z ZM
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Pesome

O JIEKCUKOTPAOUUYECKON CYMME YACTHUYHO
YIIOPAHNOYEHHBIX MHOMECTB

KAPEJ UYJIUK (Karel Culik), Bpro
(HDoerynmito B pegaknumio 11/XT 1957 r.)

Yactiamo ynopagodeHHoe (KOPOTKO 9acT. ymop.) HomMHOMkecTBO P % 0
9acT. ymop. MHOKecTBA M MEI Ha3hBaeM 6.40MCceHHuM B M, ecni mMeeT MecTo

{(z,yeP,ze M —Pl=>{z<z<wy<ztu {z<z<z<y}.



Ha wamom pasmosxenum M Ha dacT. ymop. MHOskectBe M (ecrtm Kasmmblit
57IeMEHT DAa3JIOKeHHA ABIAGTCA YACT. YHOOP. MOMMHOKECTBOM, BIIOKEHHEIM
B M) MOKHO OIPEeIETUTh JACTAYHOE YIOPAKOUeHHE CIeayomuM o6pasom:

P,QeM,P+Q=>{P<Q<z<y, ecim zeP yecQ}.
CooTBeTCTBYyIOIEE HacT. YmOp. MHOMKecTBO M MBI HA3HBAEM HakmopHwLm
9acT. ymop. MHOKECTBOM 9acT. yImOp. MHOecTBa M.

Torma MOKHO YTBEP:KIATh, 9TO 9aCT. YIOP. MHOMKECTBO M SABIACTCA Jiekcu-
Koepaghuneckoll CyMmol CHCTeMHI dacT. ymop. muoxectB M, + @, ueN mo
4acT. ymop. MHEOKecTBY N =+ 0, 7. e. M = EM,, TOIJIA ¥ TOJIBKO TOIMA, eciud

N

M, Bnomeno B8 M mna moGoro % e N, u N uzoMopdHO (aKTOPHOMY dacr.
yIOOp. MHOJKECTBY, ONPedelJeHHOMY Ha pA3JIOKeHHM HA BJIOKEHHBIE IIOIMHO-
mectBa M.

M=ur ckaskeMm, 4TO 9acT. ynop. MHOMKeCTBO M uaekcukozpaguyecki Hepasio-
JHCUMO, COOTB. NOUMU HEPAZAOHCUMO, €CIIH OHO YIOBIIETBOPSET YCIIOBHIO

M =3>M,= wm kard M, =1 pns mo6oro e N mmm kard N = 1,
N

COOTB.
M =3M,= mumm cymecrsyer M,, mzomopproe M, mam N uzomopdmo M.

Jamexo He BeAKOE dacT. YIOP. MHOJKECTBO MOJKHO IPeICTaBUTh B BHJE
M = > M, rak, aro6st Bce N u M, Geumm pna mo6oro z € N mexcurorpadu-
N

9YeCKYU Hepas3IOoKUMEIME YJIH JINIb IOYTH HEepasloKUMBIMHE 9acT. YHOOp. MHO-
KEeCTBAMH.

[amee mcemaeqyoTcA CBOMCTBA BIIOKEHHBIX YaCT. YIOP. IMOAMHOMKECTB, CBOH-
CTBA PA3JIOKeHMIl Ha BIOKEHHHE ¥ JIEKCHKOIpa(QMIecKy HepasiIOKAMEE YacT.
yIOp. IOAMHOMecTBA M (AKTODHEE JacT. YIOP. MHOMKECTBA, ABIAIIIAECH
JeRCHKOrpaguuecKd HEPA3IOKIMEIME, HA JaHHOM 9JacT. YIOOP. MHOKECTBE.
IIpm sToM wacT. ynop. mogMHOKecTBO P, BioseHHOe B M, HABHBACTCA MAKCU-
MANDHLM 8LONCCHHBLM, SCIIA HMEeT MeCcTO

P+ MuQ@suoxeno B M, Q + Pc@Q=Q=M.

Zusammenfassung

UBER DIE LEXIKOGRAPHISCHE SUMME DER TEILWEISE
GEORDNETEN MENGEN

KAREL CULIK, Brno
(Eingegangen am 11. November 1957)

Eine teilweise geordnete (t. g.) Teilmenge P + ¢ der t. g. Menge M heisst
eingelegte t. g. Menge in M, wenn folgende Bedingung

z,yeP,2e M —P=>{z<z<>y<z}und {z<z<=>2<y}
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erfiillt ist. Auf jeder Zerlegung M in die eingelegten t. g. Teilmengen in der t. g.
Menge M ist es moglich eine teilweise Anordnung folgendermassen zu definie-
ren:

P,QeM,PxQ=>{P<Q<>z<vy, wo xeP, yeQ}.
Die betreffende t. g. Menge J heisst ¢. g. Faktormenge der t. g. Menge M.

Satz 1. Eine t. g. Menge M ist dann und nur dann die lexikographische Summe
eines Systems der t. g. Mengen M, + 0 iber eine t. g. Menge N + 0, d. h. M =
= > M,, wenn M, eine eingelegte t. g. Teilmenge in M fir jedes we N ist und

N

wenn N zu einer auf der Zerlegung in die eingelegten Teilmengen M, definierten
t. g. Faktormenge isomorph ist.

Wir sagen, dass eine t. g. Menge M lexikographisch unzerlegbar bzw. fastunzer-
legbar ist, wenn sie folgende Bedingung

M = 3 M, = entweder kard M, = 1 fir alle ue N oder kard N =1,
N

bzw.
M = S M, = entweder gibt es M,, die isomorph zu M oder N isomorph zu M ist,
N

erfullt.
Satz 2. Eine t. g. Menge M ist dann und nur dann lexikographisch unzerlegbar,
wenn auf M hiochstens zwei t. g. Faktormengen existieren.
Nicht jede t. g. Menge M lisst sich in der Form M = Y M, in solcher Weise
N

ausdricken, dass N und auch M, fir jedes u ¢ N lexikographisch unzerlegbare oder
nur fastunzerlegbare t. g. Mengen sind.

Weiter werden die Grundeigenschaften der eingelegten t. g. Teilmengen
untersucht. Es gelten z. B.:

Lemma 3. Der nichtleere Durchschnitt der eingelegten t.g. Teilmengen ist wieder
etne eingelegte t. g. Teilmenge.

Lemma 4. Sind P, i = 1, 2, ..., n die eingelegten t. g. Teilmengen und gilt

PP, +0firi=12,...,n—1,soist auch UP; eine eingelegte t. g. Teil-

i=1

menge.

Lemma 5. Sind P, Q eingelegte t. g. Teilmengen und gilt P 0 Q &+ 0, P —@Q +
+ 0+ Q — P, so sind auch P — @, Q — P eingelegte t. g. Teilmengen und fir
2eP—Q, yePnQ,zeQ —Pgilt x 0y, y 02z 0z wo o eines der folgenden
Symbole bedeutet: <, >, || (Unvergleichbarkeit).

Uber die Zerlegungen in eingelegte und lexikographisch unzerlegbaren t. g.
Teilmengen gilt
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 Satz 5. Die kleinste Uberdeckung des Systems von allen Zerlegungen in einge-

legten t. g. Teilmengen ist dann und nur dann eine Zerlegung von derselben Art,
wenn jede eingelegte t. g. Teilmenge, in der jede zwei Elemente unvergleichbar sind,
héchstens zwei Elemente enthilt und wenn keine eingelegte Kette drei Elementen
enthdlt, fir diex >y >zundx >a =y =b>z=>a =y =>b gilt.

Eine eingelegte t. g. Teilmenge P in t. g. Menge M heisst maximal, wenn
P = M und Q eine eingelegte t. g. Teilmenge in M ist ,
‘ Q=PcQ=>Q=M.
Satz 6. Gibt es auf einer t. g. Menge M mindestens zwei maximale eingelegte
t. g. Teilmengen, so sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) Es existieren maximale eingelegte t. g. Teilmengen P == Q, fiir die P 0 Q =+
+ @ gilt.

b) Es existiert eine t. g. Faktormenge auf M, die entweder eine Kette bildet oder
nur aus Elementen, die paarweise unvergleichbar sind, besteht und die nicht lexiko-
graphisch unzerlegbar ist.

Endlich ist klar, dass
2 M, = Z(ZM")
N, N N,

gelten muss.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 84 (1959), Praha

O ROVNOVAZNE ORIENTOVANYCH KONECNYCH GRAFOCH

ANTON KOTZIG, Bratislava
(Doslo dne 13. listopadu 1957) DT:519.51

V préci sa Studuju niektoré vlastnosti takzvanych rovnovéa#ne
orientovanych grafov, pod éim sa rozumeja orientované grafy bez izolo-
vanych uzlov, v ktorych podet hrén smerujacich do Iubovolného uzla
rovné sa poétu hrén smerujucich z tohoto uzla. Nadvizuje sa tu na
znéme vety o rozklade takychto grafov na cykly, dalej na niektoré vety
o vlastnostiach eulerovskych grafov a odvodzuju sa vety umoziiujuce
alebo usnadhiujuce stanovenie podtu réznych rovnovézne orientova-
nych podgrafov daného orientovaného grafu. Poukazuje sa napokon na
moznost aplikécie ziskanych vysledkov pri rieSeni ulohy stanovit poget
réznych linedrnych faktorov v danom pérnom grafe.

V prici pod grafom rozumie sa vidy koneény graf. Ak'v neorientovanom
grafe G orientujeme ka?di z jeho hrén, dostaneme tak isty orientovany graf G.
Réznou orientaciou hrdn toho istého neorientovaného grafu dostaneme pri-
rodzene rozne orientované grafy.

Ak hrana h v neorientovanom grafe je incidentnd s uzlami u, », vyjadrujeme
sa obvykle tiez tak, Ze hrana % spojuje uzly , v. Ak u je poéiatoénym uzlom v
koneénym uzlom orientovanej hrany A v grafe @, hovorime, #e hrana h v grafe
G smeruje z uzla w do uzla v. Pod stupriom uzla v grafe (orientovanom -alebo
neorientovanom) rozumie sa vZdy podet hran, s ktorymi je uzol v grafe inci-
dentny. Uzol u je izolovanym uzlom grafu, ak nie je incidentny so ziadnou hra-
nou grafu. Graf je eulerovskym grafom, ak neobsahuje izolované uzly a kazdy
jeho uzol je parneho stupila.

O uzle u orientovaného grafu @ budeme hovorit, ze je v rovnovdbhe, alebo t1ez
Ze je rovnovdZny, ak nie je 1zolovanym uzlom a podet hrdn z @, ktoré smeruju
do uzla u, rovna sa poétu hran z e smerujtcich z uzla u. Orientovany graf G
nazveme rovnovdine orientovanym grafom, ak kazdy jeho uzol je rovnovazny.

Poznédmka 1. RovnovéZne orientovany graf, ktory je suvisly, je Specidlnym
pripadom takzvaného dobre orientovaného grafu, o ktorom pojedniva aj ne-
ddvno uverejnend praca [1].
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Nech postupnost w,, by o, U, Ry, 3, « - -5 U1, Pm—1, ms Um PrVkOV orientovaného
grafu @ (kde m = 2, hy .4y SO hrany, u, sd uzly a hrana A, ,,, je incidentna
s uzlami %, * u%,.;) popisuje isty fah 7'. Budeme hovorit, ze tah 7' je konti-
nuitne omentovcmy, ak pre vietky ze {1, 2, ..., m — 1} bud plati: hrana A, 4,
smeruje v @ z uzla u, do uzla U1, alebo pre Vsetky z plati: hrana h, , ., smeruje
z uzla %,.; do uzla %,. Ako je zndme, kontinuitne orientovand cesta nazyva sa
drdha akontinuitne orientovanej kruZnici sa hovori cyklus. Lubovolny cyklus je
zrejme rovnovazne orientovanym grafom.

Pod ohodnotenim grafu (orientovaného alebo neorientovaného) rozumie sa
zobrazenie y mnoZiny hran grafu do istej mnoZiny &isel. Kazdej hrane grafu
je v tomto zobrazeni priradené &islo, ktoré sa nazyva hodnotou hrany v danom
grafe. V préci budeme sa zaoberat len takymi ohodnoteniami grafu, pri ktorych
hrana grafu méze mat | len hodnotu 1, 0, —1. Kazdému takemuto ohodnoteniu y
orientovaného grafu G moino priradit orientovany graf y(G) takto: Graf y(G)
obsahuje prave tie hrany z @, ktoré maji nenulovi hodnotu a obsahuje vietky
uzly a len tie uzly z é’ ktoré si s takymito hranami incidentné, pri¢om hrany
majice v ohodnotenl ¥ hodnotu 1 (resp. —1) maji td istd (resp. opadni) orien-
taciu v grafoch a, y(G’) Ak by platilo y(h) = 0 pre vetky ke a, potom y(G) je
nulovy graf. Ak plati y(h) = 1 pre vietky A € G, potom je G = y(G) ak Ziadna
z hrén grafu @ nem4 hodnotu —1, potom y(G) je podgraf grafu a.

Definujme si teraz ndsobenie ohodnoteni y,, ¥, takto: Ohodnotenie y; grafu
je stéinom ohodnoteni y,, y, (pisané y, = y, . ¥,), ak pre Iubovolnid hranu A
grafu plati: y;(h) + y(h) = y4(k) (mod 3); y5(k) € {—1, 0, 1}. Nasobenie ohodno-
teni je zrejme komutativne a asociativne. Systém vietkych réznych ohodnoteni
TubovoIného nenulového grafu pri takto definovanom nésobeni je abelovska
grupa o 3™ prvkoch (kde m je poéet hran grafu).

2

O rovnovézne orientovanych graioch st zname vety:!)

Lemmat. V orientovanom grafe G emstuye kontinuitne orientovand eulerovska
Giara prave vtedy, ked G je suwisly rovnovdine orientovany graf.

Lemma 2. Pre orientovany graf G existuje taky systém S = {f 1 K g3 &+ K o}
jeho cyklov, Ze lubovolnd hrana z G je hramou prdwve jedného cyklu systému & prave
vtedy, ked d je rovnovdine orientovany graj.

Poznimka 2. Dva rozne systémy cyklov toho istého rovnovazne orientova-
ného grafu s vlastnostami pozadovanymi v lemme 2 nemusia byt kvantitativne

ekvivalentné. Tak napr. v grafe zndzornenom na obrazku 1 existuji systémy
1) Nasledujtce lemmy 1, 2,1, 2, 3, na ktoré v préci nadva.zu;eme, sui uvedené napr.
v Koénigovej knihe [2]. Uvé.dzame 1ch sustredene a v plnom zneni v zdujme prehl’adnos‘m

a pohodlia &itatela, ako aj preto,%e sa javilo potrebnym preformulovat ich do nasSej termi-
nologie.
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8= {Kl, Kz} &* = {K K;“, K*} cyklov (kde_J K obsahuje hrany k,, h,, hsg;
A hrany hy, ks, he a kde hrany h,, h, patria do K;_", hrany &,, ks do Kz, hrany
hy, he do K ), ktoré maju vlastnosti poZzadované lemmou 2, ale ktoré nemaji

rovnaky podet prvkov.

Uvedené vety poukazuji na isté analogie medzi
eulerovskymi neorientovanymi grafmi a rovnovézne
orientovanymi grafmi. Lemméam 1 a 2 odpovedaji
totiZ tieto zndme vety o neorientovanych grafoch.

Lemma 1. V neorientovanom grafe G existuje eule-
rovskd Ciara prdve vtedy, ked G je suwisly eulerovsky
graf.

Lemma 2. Pre neorientovany grof G existuje taky
systém @ ={K,, K,, ..., K,} jeho krugnic, Ze lubovolnd
hrana z G je hranow prdve jednej krunice systému S
 prdve vtedy, ked G je eulerovsky graf.

el

h.?
Obr. 1

Uzky vztah medzi eulerovskymi neorientovanymi grafmi a rovnovéZzne

orientovanymi grafmi zvyraztiuje aj tdto zndma veta (pozri [2], str. 30):

Lemma 3. Hrany neorientovaného grafu G moéno orientoval tak, aby z grafu @

vznikol rovnovdéne orientovany graf G prdve vtedy, ked @ je eulerovsky graf.

V uvedenej lemme ba ani v celej praci [2] neriesi sa otdzka, kolkymi spo-
sobmi mozno eulerovsky graf orientovat tak, aby vznikol rovnovéazne oriento-
vany graf.?) Zavedme toto oznadenie: o(&) bude znamenat podet réznych takych
rovnovézne orientovanych grafov, ktoré vznikni orienticiou vSetkych hran

grafu @. Odvodme si vety, ktoré sa tykaji nadhodenej otazky.

Veta 1. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, Gy, G, ...,

jeho komponenty; potom plati:

o(@) = o(Gy) . o(Gy) ... 0(Gy) -

Doékaz je zrejmy.

Veta 2. Nech G je lubovolny svwisly eulerovsky graf, Gy, Gy, ...,

jednotlivé Eleny; potom plati:

o(@) = o(Gy) . o(&y) ... 0(G) -

G, nech st jednotlivé

G, nech si jeho

Dékaz. Ak G obsahuje jediny &len (tj. ak je ¢ = 1), netreba nié¢ dokazovat.
Predpokladajme, ze ¢ > 1, tj. Ze G obsahuje aspon jednu artikuldciu. Nech %
je lubovolnd artikuldcia grafu @ a nech u patri do tychto a len tychto élenov

@, Gy .., G, (1< b =) grafu G.

iy

Nech G je Tubovolny taky rovnovéZne orientovany graf, ktory vznikne
orientéciou vSetkych hran grafu @ (élen G, z grafu @ stane sa tak orientova-

2) Tito dlohu si toti% Kénig v svojej préaci ani nevytyéuje.
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nym podgrafom G,z grafu @). Tvrdim: Uzol u je rovnovézny v lubovolnom
z &lenov G, . (1=1,2,...,b). DokdZme to. Pretoze Gj G je rovnovéine orientovany
graf, ex1stu]e podla lemmy 2 taky systém & = {Kl, Kz, ,,} cyklov grafu
@, e Tubovoln4 hrana z @j je hranou prave jednoho cyklu z @ Také dve hrany
Tubovolného cyklu z &, ktoré si incidentné s tym istym uzlom cyklu, patria
zrejme do toho istého &lena grafu @. Teda mno#inu hrén incidentnych s uzlom u
a patriacich do G’u mozno rozdelit na isty podet ¢, dvojic hian tak, ze kazda
hrana mnozZiny bude patrit prave do jednej dvojice a obe hrany dvojice patria
do toho istého cyklu systému &. Z toho ihned vyplyva, Ze prve t, hran mno-
Yiny smeruje do uzla % a rovnaky podet hrén mnoZiny smeruje v grafe G’
z uzla u. Preto u je rovnovéinym uzlom v G To vsak plati o lubovolnom
uzle z G’z , tize: G, . je rovnovéZne orientovany graf ¢o dokazuje nase tvrdenie.

V kazdom rovnovéazne orientovanom grafe G ma podla predoslého rovno-
vaznu orientéciu kazdy jeho Glen. Plati v8ak zrejmé aj obratene: ak v grafe .
mé kazdy z jeho &lenov 1ovnovazZnu orientaciu, potom dj je rovnovazne orien-
tovany graf. Z uvedeného vyplyva ihned tvrdenie vety.

Veta 3. Nech G4, G, st dva homoeomorfné siwvislé eulerovské grafy, potom plati
e(G) = o(Ga).

Doékaz. Ak istd hranu # smerujicu v rovnovaZne orientovanom grafe G,
(ktory vznikne z G, vhodnou orientaciou jeho hidn) z uzla  do uzla v ,,rozpo-
lime*, tj. nahradime ju hranami ', " a uzlom w (a to tak, Ze b’ smeruje z uzla u
do uzla w a hrana h” smeruje z uzla w do uzla v), dostaneme isty graf G, ktory
je rovnovéZne orientovany, a prislusné neorientované grafy @,, G, st homoeo-
morfné. Je zrejmé, Ze graf @ je mozné jedinym spdsobom orientovat tak, Ze
vietky hrany z (, aZ na rozpoleni hranu % maji td istd orientdciu v Gl, ako
v G a G’l je pritom rovnovazne orientovany graf. Obratene: Ak dvojicu hran
k', k" a uzol druhého stupiia w, ktory je s nimi incidentny, mdme nahradit
jedinou hranou tak, aby z rovnovéZne orientovaného grafu vznikol opét rovno-
vézne orientovany graf (pri¢om orientdcia spoloénych hran je v oboch grafoch
rovnaki), je mozné to urobit jedjnjrm spésobom. Mozno preto kazdému rovno-
va.zne orientovanému grafu G priradit prave ]eden rovnovazne orientovany
graf Gz, pri¢om rézne orientovanym grafom Gl(l) 1(2) budd odpovedat rézne
orientované grafy G, 2(1), Gz(‘)) a plati teda o(@;) = Q(G 2)> ¢0 bolo treba dokazat.

Uvedme si edte dalsie dve vety tykajice sa zakladnych vlastnosti rovnovaine
orientovanych grafov.

Veta 4. Nech él, @ st dva iba orientdciou hrdn sa lisiace rovnovdzne oriento-
vané grafy, ktoré vznikni orientdciou vsetkyjch hrdn istého eulerovského grafu G.
Oznaéme znakom Gs podgraf grafu Gl, ktory obsahuje tie hrany a len tie hmny
z G (@ v rovnakej orientdcit ako v G, 1), ktoré maji ind orientdciu v G neg v G1
a obsahuje okrem toho uz len uzly z G, incidentné s tymito hranami. O grafe Gy
potom platt: Gs je rovnovdZne orientovany graf.
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Dékaz. PretoZe podla predpokladu C_vﬂ + ggjj e G, nenulovy graf. Vzhladom
na spdsob, akym sme definovali G5, neméZe G4 obsahovat izolovany uzol.

Nech u je Iubovolny uzol z é Nech 2s je stupeni uzla v grafe G a nech p
(resp. g) je polet tych hrén incidentnych s uzlom u, ktoré aj v grafe G’ aj
v grafe G smeruji do uzla u (resp. z uzla ). Oznaéme znakom 7 (resp. q) podet
tych hrén, ktoré v G (resp. v Gz) smeruju do uzla u, ale v grafe G’ (resp.
v grafe G, 1) smerujd z uzla u. Pretoze oba grafy Gl, G st podla predpokladu
rovnovazne orientované, plati p+p=8q9g+tqg=8,p+tg=8p+q= = 8.
Z toho ihned vyplyva, Ze je p = ¢, ¢o znadi, Ze \ uzol u je v rovnovahe v grafe G
a pretoe u bol Tubovolny uzol grafu G, je G rovnovazne orientovany graf.
Dékaz je vykonany.

Veta 5. Nech (_j je lubovolny rovnovdine orientovany graf, @ nech je lubovolny
taky jeho podgraf, ktory je tiez rovnovazne orientovany. Ak zmenime orientdciu
hrdn z G o orientdciu ostatngch hrdn z Gl ponechdme bez zmeny, venikne tak
z grafu Gl graf G'g, ktory je rovnovdZne orientovany.

Doékaz je zrejmy z dokazu vety 4.

Prv nez odvodime dalfie vety umoziujice vypodet &isla o(¢), definujme
niektoré nové pojmy a zozndmime sa s niektorymi ich vlastnostami.

Nech G je Iubovolny eulerovsky graf a nech postupnost u,, hy 5, %s, by g, - ..,
Uy Pom, ma1> Umsy PrVROV 2 G (kde %, sa uzly, A, .., sG hrany a hrana %, .,
spojuje uzly u,,u,,,) popisuje isty uzavrety tah T (tj. plati ,,.;, = w,) v grafe
@. Trojici prvkov hey 4, Us, by pey (Kde 2 je Tubovolné ¢&islo z {1, 2, ..., ,};
kladieme kg = by, m4y) tahu T budeme hovorit prechod tahu T cez uhol Uy,
Poznamenajme, Ze prechodov cez isty uzol z G méze byt v tahu 7 pripadne aj viac
nez jeden (v postupnosti popisujtcej tah 7' méze byt u, = u, aj ked z * y); je
vSak zrejmé toto: Ak {hy—y 4, Un, Py oi1}s {Py-1,4> Uys Py, y1} 81U dva rozne prechody
cez ten isty uzol u, = u, a to v tom istom tahu T, potom tieto dva prechody
nemaji spoloénd hranu (ind8 by takéto spoloénd hrana spojovala uzol u,
s uzlom u,, kde u, = w,; ¢o nie je mozné). Nech & = {T',, T, .... T',,} je lubo-
volny taky systém uzavretych tahov, ktory mé tito vlastnost: Lubovolna
hrana z @ je hranou prave jednoho tahu systému &. Necht v je lubovolny uzol
z G, h Tubovolné hrana incidentnd s uzlom v. Hrana A nech patri do 7';. Podla
predoslého existuje prave jeden prechod v tahu 7'; cez uzol v, ktory obsahuje
hranu %; nech A’ je druh4 hrana, ktors patri do tohoto prechodu. Ziadna iné
hrana neZ hrana A’ sa nevyskytuje v prechode cez uzol » spolu s hranou % ani
v tahu 7'; a prirodzene ani v Ziadnom inom fahu systému &. Preto systému &
odpoveda jedroznaéne rozklad mnoziny hréan incidentnych s uzlom v na také
dvojice hran, Ze hrany dvojice a len hrany dvojice patria do toho istého pre-
chodu cez uhol » v tahu z &. Uzol v bol Iubovolny uzol grafu G. Preto systému
& odpovedd v horeuvedenom zmysle isty systém R(S) rozkladov mnozin hran
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incidentnych s jednotlivymi uzlami grafu G na také dvojice hran, ktoré s pri-
slu§énym uzlom tvoria prechod v tahu systému &.

Nech {v, vy, ..., ¥,} je mnoZina uzlov z . Oznatme znakom H; mnoZinu
hrén z @ incidentnych s uzlom v; a znakom R; Iubovolny rozklad mnoziny H, na
triedy po dvoch hranich. Snadno sa presvedtime, Ze systému {E,, By, ..., B,}
odpoveda prave jeden taky systém uzavretych tahov & = {T,, Ty, ..., T'}, Ze
plati R(S) = {R,, R,, ..., R,} a © m4i opit ti vlastnost, Ze Iubovolné hrana
z @ je hranou préve jednoho tahu z &. Jednotlivé tahy systému R pri danom
systéme R = {R,, B,, ..., R,} mo¥no totiz najst takto: Cestujme po prvkoch
z G tak, Ze vyjdeme z istého uzla w, po niektorej hrane g, , s nim incidentne;j;
dostaneme sa tak do istého uzla w,. Dalej cestujme po tej hrane (oznadme ju
gs,s), ktord s hranou g, , tvori dvojicu v rozklade R, zo systému R. Dostaneme
sa tak do istého uzla w,. Pritomto cestovani po koneénom poéte krokov dosta-
neme sa napokon do uzla w,; tak, Ze by bolo treba — pri dodrzani pravidla, Ze
z lubovolného uzla pokradujeme v ceste po tej hrane; ktord s hranou po ktorej
sme prisli do uvaZovaného uzla tvori dvojicu v prislunom rozklade — pokra-
dovat v cestovani po hrane g, ,. Je zrejmé, Ze postupnost prvkov z G usporia-
danych tak, ako sme pri cestovani cez ne prechédzali, popisuje isty uzavrety
tah, ktory mé tGto vlastnost: Hrany Iubovolného prechodu cez Iubovolny
uzol »; tvoria dvojicu z R,. Ak popisané cestovanie opakujeme s tym, Ze pri
dalSom cestovani prvé precestovand hrana nepatri do Ziadneho z tahov, ktoré
sme precestovali v predchddzajtcich cestovaniach, dostaneme napokon —
pretoze nas postup sa musi zastavit tym, Ze uz vSetky hrany z G budu precesto-
vané — isty systém uzavretych tahov &, ktory mé vietky pozadované vlast-
nosti, a plati R(S) = R. -

Teda ka?dému systému rozkladov R odpovedéd prive jeden systém uzavre-
tych tahov & a kazdému systému uzavretych tahov & odpoveda prave jeden
systém R(S) rozkladov mnoZin hrin incidentnych s jednotlivymi uzlami
grafu G na triedy po dvoch hranach. (Dva systémy uzavretych tahov s poZado-
vanymi vlastnostami povaZujeme pritom za rovnaké prave vtedy, ked systémy
ich prechodov st rovnaké.) Vysledky vykonanych ivah mozno zhrnit do tejto
vety:

Veta 6. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, {u,, s, ..., w,} mnozina jeho uzlov
a nech H; je mnoZina krdn z G incidentnyjch s uzlom u;. Oznaéme znakom u(G)
pocet réznych systémov uzavretyjch tahov grafu G, ktoré maju tito vlastnost: Lubo-
volnd hranma z G je hranow prdve jednoho uzavretého tahu systému. Oznaéme dalej
znakom v(G) polet rézmych systémov R = {R,, R,, ..., R,}, kde R, je rozklad
mmnoziny H; na triedy po dvoch hrandch. Plati: u(@) = »(G).

Doékaz je zrejmy z vykonanych tvah.

Pocet u(G) z vety 6 sa da snadno uréit, ak pozndme stupen kazdého z uzlov
grafu G. O tom hovori tato veta:
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Veta 7. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, {uy, u,, ..., u,} mnofina jeho uzlov
a nech 2s; je stupers uzla u; v grafe Q. O polte u(@) z predodle;j vety plati

7T @) 1T (2s)!
me) = Hsi! 28 2_’"1—1 8!
(kde m je potet hran grafu G).
Doékaz. Nech u; je Iubovolny uzol z G a nech H; je mnoZina hrdn z G
incidentnych s uzlom u,; poéet jej prvkov nech je 2s;,. Roznych rozkladov

mnoziny H; na triedy po dvoch hrandch je zrejme

1.3. ... (28— 1) = 2(?83', :
Pretoze rozklady R,, R,, ..., R, moZno volit nezdvisle jeden od druhého, exis-
tuje celkom prave
T (2s))!
L1 2% gl
réznych moZnosti pre systém R = {R,, R,, ..., R,} s poZadovanymi vlast-

nostami. PretoZe stiet stupriov vSetkych uzlov grafu rovnéd sa vidy dvoj-
nasobku poétu jeho hrén, je le,- = m, z ¢oho ihned vyplyva tvrdenie vety.

Definujme si pojem rozstepenia uzla podla rozkladu mnoziny hran s nim
incidentnych: Nech @ je Iubovolny graf, » ITubovolny jeho uzol, H(v) mnoZina
hrén z G incidentnych s uzlom v a R, = {H,, H,, ..., H,} lubovolny rozklad
mnoziny H(v). Budeme hovorit, Ze graf G'g vznikne z grafu G rozstepenim uzla v
podla rozkladu R,, ak o grafe Gy plati: (1) G obsahuje vSetky hrany a len
hrany z G; (2) Gg, obsahuje vietky uzly z G s vynimkou uzla » a okrem toho
obsahuje uZ len isté uzly v, v,, ..., v, (3) IubovoIny uzol v; 1 =1, 2, ..., 8) je
incidentny s hranami a len s hranami mnoziny H; rozkladu R,; incidencia
ostatnych dvojic prvkov (rézneho rozmeru) grafu G zostdva nezmenend aj
v grafe Gp.

Veta 8. Nech U = {uy, u,, ..., u,} je mnoZina uzlov lubovolného eulerovského
grafu G; R; nech je lubovolny rozklad mnofiny hrdn incidentnych s uzlom w;e U
na triedy po dvoch hramdch. Nech dalej & = {1, Ty, ..., T} je systému R =
= {Ry, R,, ..., R,} odpovedajici systém uzavretych tahov grafu G, o ktorom plati:
lubovolnd hrana z G patri prdve do jednoho takw z &. Utvorme postupnost grafov
G, Gy, ..., G, takto: Graf G, venikne z grafu G,_, rozstepenim wzla w; podla roz-
kladu R;e R (v = 1, 2, ..., n; kladieme Gy = @). O grafe G, potom plati:

(a) graf G, obsahuje prdve m komponent;
(b) Tubovolnd komponenta grafu G, je kruénica;

(¢) tubovolnd komponenta z G, obsahuje véetky hrany a len hrany patriace do
1stého tahu 2 & a lubovolnd hrana z G je hranou prdve jednej komponenty grafu G,,.
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Dékaz. Ak rozstepime vietky uzly grafu @ (aby tak vznikol graf G,), lubo-
volny prechod cez Iubovolny uzol v Tubovolnom fahu z & zmeni sa len tak,
¥e povodny uzol z G je nahiadeny istym uzlom druhého stupiia v grafe G,.
Preto dve hrany z G patriace do toho istého tahu T; e & st hranami tej iste]
komponenty (ozna¢me ju K,) grafu G,. Potom ale K, je stvislym pravidelnym
grafom druhého stuphia, &ize K; je kruznica a to takd kruZnica, ktoréd obsahuje
vietky hrany a len hrany tahu 7';. Z toho ihned vyplyva spravnost vietkych
tvrdeni vety.

Veta 9. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, {uy, ,, ..., u,} = U mnoZina jeho
uzlov a mech uzol u; je uzlom 2s;-teho stupia v grafe G. Nech & = {&,, 8,, ...,
&)} je mnoina vdetkych takych systémov uzavretych tahov grafu G, ktoré maji
taito vlastnost: Tubovolnd krana z G je hranou prdve jednoho tahu systému. Oznatme
snakom t; (j ='1, 2, ..., u(Q)) podet tahov systému &;. O polte o(G) réznych takych
orientdcid hrdn grafu G, pri ktorych vanikne z grafu G rovnovdzne orientovany graf,
plati

1 HG)
o(@) = — LD 2.
[Ty =

Dékaz. Oznaéme znakom &(@F) podet tych uzlov z @G, ktoré si vysSieho
stupna nez druhého stupna. Ak G obsahuje » komponent a kazdé z komponen t
je kruZnicou (a teda uzavretym fahom), tj. ak je 6(@) = 0, potom zrejme plati
w(@) = 1, ¢ize potom existuje jediny systém &, e & s x = 7, tahmi. Pretoze
Tubovolnd kruZnicu moZno préve dvoma spésobmi orientovat tak, aby vznikol
rovnovéazne orientovany graf (cyklus), mozno graf G orientovat prave 2« roz-
nymi spésobmi tak, %e vznikne rovnovaZne orientovany graf. Cize v uvazova-
nom pripade je o(@) = 2*. Je pritom zrejme s; = 1 pre vietky i = 1,2, ..., n
a teda 2 = g(@) = 2%. Ak teda je §(G) = 0, veta plati.

Predpokladajme, Ze veta plati pre vietky také eulerovské grafy &, v ktorych
je 8(G") = k (kde k je isté celé nezdporné &islo), a predpokladajme, Ze je 6(G) =
=k + 1. Potom @ obsahuje aspon jeden uzol u, taky, Ze je s, > 1. Pocet
réznych rozkladov mnoziny hrdn H, incidentnych s uzlom u, na triedy po
dvoch hranach je 1.3.5...(2s, — 1) = p. Nech R,= {R,(1), B,(2)....,
R.(p)} je systém vSetkych takychto rozkladov. Oznaéme znakom G, (y) graf,
ktory vznikne z grafu G rozStepenim uzla u, podla rozkladu R,(y) (ye {1, 2, ...,
»}). O IubovoInom z grafov G,(y) plati zrejme §(G,(y)) = k.

Oznadéme znakom &,(y) t4 podmnozinu mnoziny &, ktors odpoveda systému
takych rozkladov {R,, R,, ..., B,—y, B.(¥), Ryyy, --., By}, kde R; pri ¢ + 2 je
IubovoIny rozklad mnoZiny hran incidentnych s uzlom u; na triedy hran po
dvoch hranéach, aviak rozklad R,(y) je pevny; je to rozklad, podla ktorého sme
previedli rozitepenie uzla u,, aby tak vznikol graf G,(y). Mnoziny &,(y,),
S,(y,) st pri réznych y,, ¥, zrejme disjunktné. Oznatme znakom A4, mnoZinu
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tych indexov z {1, 2, ..., u(@)}, ktoré patria v tym systémom uzavretych tahov
mnoziny &; ktoré su tiez prvkami mnoziny &,(y). Podla predpokladu (pretoze
je 0(G.(y)) = k a uzly, ktoré vznikni rozstepenim uzla u,, si vietky druhého

stupna) plati
2%

i' 4
:=1 Je

i

Mame teda dokédzat, Ze za prijatych predpokladov plati

0(@:(y) =

o@) = 5 TelGu(1) + o(6ul®) + ... + o(Gulp)).

Je zrejmé toto: Nech y je lubovolné &slo € {1,2....,p} a G.(y) nech je Tubo-
v olny rovnovaine orientovany graf, ktory vszne orlentamou hrin grafu
G (y); ak gr graf G vznikne z glafu G takou orientaciou hran z ¢, akil maju tieto
hrany v grafe G «(y), potom Gj je rovnovézne orientovany graf.
Nech teraz & je mnozZina vSetkych rovnovézne orientovanych grafov, ktoré
vzniknid orientdciou hrdn grafu @. RozloZme mnoZinu & na triedy &,, @,, ...,

2
- (kde = ( 88:)) takto: Do tej istej triedy &, patria dva orientované grafy

z @ préve vtedy, ked mnoZina tych hran, ktoré smeruji do uzla u,, je v oboch
grafoch rovnaké. Oznaéme znakom y, podet prvkov triedy &, (: = 1, 2, ..., 7).
O cisle o(@,(7)) plati o(G,(5)) = Z y: pricom M; je mnozZina tych indexov

1€

z {1, 2, ..., r}, pre ktoré m4 trieda &; éﬁto vlastnost: Z kazdej dvojice hran roz-
kladu R,(y) e R, prave jedna hrana v I'ubovolnom grafe z &; smeruje do uzla u,.
Pocet prvkov mnoziny M, je zrejme prave 2%, lebo z s, dvojic moZno previest
vyber po jednej hrane prdve 2% réznymi spésobmi. Na druhej strane lubovolny
index t¢{l,2,...,r} md tito vlastnost: Index 4 patri do préve s,! réznych
mnozin M; (to vyplyva z toho, Ze pri danom rozklade mnoziny H, na triedu
hran smerujicich do uzla %, resp. smerujtcich z uzla %, mozno previest rozklad
mnoziny H, na triedy po dvoch hrandch — tak, aby jedna hrana dvojice smero-
vala do uzla %, a drubé hrana dvojice z uzla u, — prave s,! réznymi sposobmi.
Z uvedeného vyplyva ihned toto:

2,06() = .l 2@,

¢o bolo potrebné dokazat. Ak teda veta plati pre §(G) < k, plati aj pre (@) =
=k + 1, a pretoZe plati pro 6(G) = 0, plati pre vietky prirodzené k. Tym je
dokaz vety vykonany.

Pozndmka 3. Vo vete 9 sme sa neobmedzili jen na grafy stvislé resp.lenna
grafy bez artikuldcii, k¥ ¢omu by nas skutoénost, Ze mame uz odvodené vety
1, 2, 3, opraviiovala. Vyznam tychto viet sa odvodenim vety 9 nezmensuje,
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lebo pri konkrétnom vypodte &isla o(G) ddvaji uvedené vety moZnost postup
vypottu podstatne skratif.

Poznadmka 4. Cisla o(G,), o(G,) moézu byt rézne aj vtedy, ked eulerovské
grafy G, G, si oba sivislé pravidelné grafy toho istého (pdrneho) stuphia a
majt rovnaky podet uzlov.

WA
PR

Obr. 2

Tak napr. o grafoch G,, @, zndzornenych na obr. 2 plati: o(@,) = 18; p(G,) =
= 16, atkolvek oba tieto grafy si stvislé pravidelné grafy §tvrtého stupna so
§tyrmi uzlami. Podobne je: o(G;) = 34; 0(GQy) = 28; o(G5) = 26; o(Gg) = 36,
actkolvek grafy G, G,, G5, G st vietky stivislé pravidelné grafy stvrtého stupiia
s piatimi uzlami. :

3

Polozme si teraz ttto otdzku: Kolko réznych rovnovéZne orientovanych
podgrafov existuje v danom rovnovazne orientovanom grafe? Na tito otazku,
ktorad — ako ukiZzeme — s predoSlymi otédzkami tzko stvisi, odpovedd nasle-
dujtca veta:

Veta 10. Nech G je lubovolny rovnovdZne orientovany graf, ktory vznikne
orientdciou hrdn istého eulerovského grafu @G. Polet réznych rovnovdéne oriento-
vanych podgrafov grafu G rovnd sa o(G) — 1.

Do6kaz. Nech G = {61, G, .., 63,,} je systém obsahujici okrem vsetkych
rovnovézne orientovanych podgrafov grafu G uZz len nulovy graf G, = N
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a nech § = {f’l, 1—7‘2, —)m} je systém vietkych rovnovézne orientovanych
grafov, ktoré vznikni orientdciou hran grafu G. Pre isté z e {2, 3, ..., n} plati
G, = Q. Podla viet 4 & 5 mozno kazdému grafu G € © priradit prave Jjeden
graf ¢ § takto: Grafu G,, priradme ten graf € §, , ktory vznikne z grafu @,, ak
v lom zmenime orientéciu hrin patrlaclch do G— a orientaciu ostatnych jeho
hrin ponechdme nezmenent (gra,fu G = N a len tomuto grafu odpovedd
potom v tomto priradeni graf G, =G,e &). Obratene: - Lubovolnému gratu z §
mozno priradit prive jeden graf z @ takto: Grafu F,e & priradime podgraf
grafu G = Fz, ktory pozostava prave z tych hran, ktoré majd réznu orienté-
ciu v grafoch F,F,az tych uzlov, ktoré st s takymito hranami incidentné.
Z toho vyplyva, Ze systémy @, § st kvantitativne ekvivalentné, &ize je m = n.
Pretoze do & sme zahrnuli aj nulovy graf a jen = m = o(G), polet nenulovych
rovnovézne orientovanych podgrafov grafu @ rovné sa o(@) — 1. Dokaz vety je
vykonany.

Poznédmka 5. Ak by sme nulovy graf N povaZzovali za rovnovaZne oriento-
vany podgraf TubovoIného orientovaného grafu, potom by &islo (@) udavalo
priamo podet réznych rovnovazne orientovanych podgrafov grafu G.

Rovnovéine orientované podgrafy mézu prirodzene existovat aj v takom
orientovanom grafe, ktory nie je rovnovazne orientovany. Pri sktimani ta-
kychto orientovanych grafov mézu byt uzitotné nasledujice vety.

Veta 11. Nech G je Tubovolny taky orientovany graf, v ktorom existuji aspor
dva rozne rovnovdéne orientované podgmfy Gl, G Oznaéme znakom y, (resp. y»)
také ohodnotenie grafu G, e plati yl(G’) G'l (resp. yz(G) 2), a poloime
Ve =Y} . ¥5 Ya=71- yi. Plati: Grafy y3(G) v4(@ ) st rovnovdéne orientované
grafy.

Doé6kaz. Nech % je Iubovolnd hrana z G. Ak b nepatri ani do C_}')l ani do 52, je
71(h) = 0, yy(h) = 0 a je tieZ ys(h) = y,(h) = 0, tj. hrana % nepatri ani do
ya(a) ani do y4(_’) Ak hrana h patri do oboch grafov ¢, é’;, potom je y, (k) =
= y,(h), a pretoze je nutne y3(h) = 0 pre lubovofne h, platl vs(h) = yu(h) = 0;
teda, h aj v tomto pmpade nepatri ani do ys(G) ani do n(G) Ak napokon A patri
do G a nepatri do G (resp. ak % nepatri do G a patri do G, o), potom je y,4(h) =
= —yi(h) £ 0; '}’4(77') = y1(h) 0 (resp. y3(h) = y1(h) + 0; yu(h) = — '}’1(}7') *
+ 0). Pretoze Gl, G’ su podla predpokladu dva rdzne podgrafy grafu G’ je aj
graf y3(G) aj graf y4(G) nenulovym grafom a podla predoslého obsahuji oba
tieto grafy rovnake prvky. Lubovolnd ich hrana ma. vak opadéni orientédciu
v y4(G) nez v y4(G ) Ak preto vykondme dbkaz, ze y3(G) je rovnovazne oriento-
vany graf, bude tym stéasne dokazané, Ze y4(G) je rovnovazne orientovany
graf.

Vykonajme tento dokaz: Nech u je Iubovolny uzol z ya(—)) Oznaéme znakom
fia(w) (resp. py(w) resp. wy,(u)) poet tych hran z G smerujicich do uzla U,
ktoré patria do 631 a nepatria do G (resp. patria do G a nepatria do G’ resp.
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patria aj do (31 aj do @, ) & znakom w»,(u) (resp. vy(u) TESp. 7y, ,(#)) oznaéme

obdobne potet hran smerujicich z uzla u. Pretoze G,, @, st podla predpokladu
rovnovézne orientované grafy, plati nutne

pa(8) + p1a(w) = v1(w) 4 v19(w) ,  uaw) - pya(w) = vo(u) + v1,0(u) ,
a teda
pr(u) — po(u) = vy(w) — vo(w) .

V grafe y3(G) smeruju do uzla » tie hrany a len tie hrany, ktoré v grafe G’
smeruji z uzla u a nepatria do Gz, a tie hrany, ktoré v G smerujd do uzla u
a nepatria do G (podet takych hrén, ktoré smeruji v y3(G) do uzla % je spolu
v (%) + po(u) @ z uzla u smeruji v grafe ya(G) tie hrany a ]en tie hrany, ktoré
v G smeruji do % a nepatria do G’ a tie hrany, ktoré v G, smeruji z uzla %
a nepatria do G (potet hran smerujtcich v grafe y, G) z uzla u je teda u,(w) +
+ »5(%)). Z uvedenej rovnice vyplyva ihned, Ze  je rovnovazny uzol v grafe
ya(G) Pretoze u bol lubovolny uzol grafu y3(G) je tento graf (a tiez graf y4(G))
rovnovazne orientovany graf. Dokaz je vykonany.

Veta 12. Nech G1 je tubovolny orientovany graf a mech Go je Tubovolny rovno-
vazne orientovany podgraf grafu G Oznaéme znakom @ . graf, ktory venikne z grafu
G, ak v fiom 2zmenime orientdciu vietkych hrdn z G v orientdciu opaéni o orien-
tdciu ostatnych hrdn ponechdme bez zmeny. Plati: Polet réznych rovnovdine

ortentovanych poclgmfov grafu G rovnd sa poltu réznych rovnovdZne orientovanych
podgrafov grafu G’

Dékaz. Nech I' = {yy, ys ..., ¥,} je mnoZina vietkych tych ohodnoteni
grafu Gl, ktoré pmsluchadu jednotlivym rovnova,zne orientovanym podgrafom
grafu G Pre isté ze {1, 2, ..., p} plati yx(G )= G Oznagme znakom y, to
ohodnotem'e grafu @, pri ktorom plati yo(k) = 0 pre vietky hrany z ..

Tvrdim: Pre IubovoIné ¢ + z; 1e{l, 2, ..., p} plati: Graf v, y2(@ ) je rovno-
vaZne orientovany podgraf grafu G (podet ta,kyehto podgrafov je zrejme p — 1).
Dokézeme to.

Ze graf y, yx(G ) je rovnovaZne orientovany, vyplyva z vety 11; treba uz len
doka.zat’ Ze uvazovany graf je podgrafom gra:fq_G resp. Ze Iubovofna hrana
Z Yy yz(G ) ma v tomto graie taki istd orientdciu ako v grafe G Nech % je
TubovoInd hrana z Vi? (Gl) St len dve moznostl (pozri dokaz predoslej vety):
Bud » patn do 7;(G,) a nepatri do 71(01) = @,, alebo % nepatri do y,(G 1) a
patri do 'y,c( -V prvom pripade ma A th istd orientdciu v kaZdom z tychto
grafov Gl, Gz, v yAGE l) V druhom pripade mé h int orientéciu v y; yz(Gl) nez
v grafe Gl, a pretoze h patri do Gy, ma k int orientéciu v grafe G G nez v grafe ..
Teda opat A mé rovnaki orientéciu v grafoch v v2G), G Z toho 1hned’
vyplyva, Ze y; ‘}’3(01) je podgrafom grafu G’ Obratene zrejme plati: Ak G* je
Iubovolny podgraf grafu G' iny nez —yx(Gl) potom existuje prave jedno ohodno-
tenie y; v I' taks, Ze je G* = y, y%(G,). Graf, ktory vznikne z grafu yx(G ) =G,
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zmenou orientdcie vSetkych jeho hrén, je identicky s grafom y, ya(Gl) a je
rovnovéazne orientovany podgrafom grafu G Preto poéet rdoznych rovno-
véine orientovanych podgrafov grafu G rovna sa taktiez p, ¢o bolo potrebné
dokéazat.

Pozndmka 6. Otdzka kolko réznych rovnovazne orientovanych podgrafov
ex1stu]e v TubovoInom orientovanom grafe G zostédva pravda nadalej otvo-
rend. Veta 12 iba usnadiiuje zistenie pottu rovnovazne orientovanych pod-
grafov v orientovanom grafe Gl, ak pozname tento podet aspoil v jednom takom
orientovanom grade, ktory mozno z G’ utvorit zmenou orientacie hran lubovol-
ného jeho rovnovézne orientovaného podgrafu.

4

Uréenie poétu rovnovéine orientovanych podgrafov daného orientovaného
grafu (ku ktorému sme si nasli niektoré pomocné prostriedky) méd — ako
v dalSom ukéd¥eme — osobitny vyznam pri skimani otézky, kolko réznych
linedrnych faktorov existuje v danom parnom neorientovanom grafe G.3)

O istej vlastnosti parneho grafu s linedrnym faktorom hovori tito veta:

Lemma 4. Nech G je lubovolny pdrny graf, v ktorom existuje aspor jeden
linedrny faktor L a nech rozklad R = {U,, U,} je lubovolny taky rozklad jeho mmno-
Ziny wzlov na dve triedy, Ze lubovolnd hrana z G spojuje uzly z réznych tried, potom
triedy U,, U, maji rovnaky pocet prvkov.

D6kaz. Lubovolnd hrana z L je incidentnd prave s jednym uzlom z U,
a prave s jednym uzlom z U,, a pretoZe Iubovolny uzol z G je incidentny prave
s jednou hranou z L, je platnost lemmy zrejmaé.

Veta 13. Nech G je lubovolny pdrny graf, v ktorom existuje aspofi jeden linedrny
faktor L, a nech R = {U,, Uy} je lubovolny taky rozklad mmnoZiny wzlov z G na dve
triedy, Ze lubovolnd hrana z G spojuje uzly z réznych tried. Oznaéme znakom G
graf, ktory vanikne z grafu G, ak jeho hrany orientujeme takto:

(1) lubovolnd hrana z L smeruje z uzla triedy U, do uzla triedy U,;

(2) lubovolnd hrana nepatriaca do L smeruje v G 2 uda triedy U, do uzla
triedy U,. Plati toto: Poéet réznych rovnovdéne orientovanych podgrafov grafu G
rovnd sa podtu réznych linedrnych faktorov grafu G inych neZ L.

Dékaz. PretoZe z ubovolného uzla z U, a tiez do I'ubovolného uzla z U,
v grafe G smeruje prave jedna hrana, plati toto: Lubovolny rovnovazne oriento-
vany podgraf grafu qd (ak taky existuje) je pravidelnym grafom druhého
stupnia a teda Iubovoln4 komponenta takéhoto podgrafu je cyklus.

%) Definicie pOJmov linedrny faktor grafu, parny graf, najde &itatel napr. v citovanej
Kénigovej knihe; v nafej literatire napr. v préci [3] alebo [4].
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Tvrdim: Ak v G existuje asponi jeden linedrny faktor L, iny ne# L, potom
v @ existuje cyklus, a obritene: Ak v G existuje cyklus, potom v G existuje
linedrny faktor jiny nez L. DokéZme to.

Nech L, (kde L, + L) je Iubovolny line4drny faktor grafu @. Kompozicia
L, x L obsahuje aspoii jednu kruZnicu K,. Hrany kruZnice K; (v ktorej sa
striedaji hrany z L a hrany nepatriace do L, ak obiehame po jej | hranach) si
v grafe d zrejme orientované kontinuitne, Gize podgraf K, 1 grafu G pozostéva-
juci z prvkov kruZnice K, je cyklus. Obratene: Nech K , je Tubovolny cyklus
grafu q. Kompozicia K, X L = L, (kde K, je kruZnica z @, ktord pozostédva
z prvkov cyklu K2 grafu Gz) mé zrejme tto vlastnost: Lubovolny uzol z G je
incidentny prave s jednou hranou z L,; &ize L, je linedrny faktor grafu @ a pri-
tom iny neZ L. Dokaz tvrdenia sme vykonali.

Z dokézaného ihned vyplyva toto: Graf ¢ mé jediny linedrny faktor L
prave vtedy, ked graf G neobsahuje Ziadny cyklus.

Predpokladajme teraz, Ze okrem linedrneho faktora L existuje v grafe G eSte
aspoti jeden linedrny faktor. Nech L = {L,, L, ..., L,}.je systém vetkych
linedrnych faktorov grafu G inych nez L. Oznacme znakom K, kompoziciu
L x L, (i=1,2,...,n) a znakom K, podgraf grafu & obsahujici prvky a len
prvky kompozicie K Podla uZ uvedeného je IubovoInd komponenta grafu K,
cyklus a teda K, je rovnovéine orientovanym podgrafom grafu @. Pretoze pre
rozne i, j, kde 1, je {1, 2, ..., n}, plati K, + E,, potet rovnovaine orientova-
nych podgrafov grafu Gj je vaésu alebo sa rovna n. Z podaného dékazu tvrdenia
je vsak k_zrejmé aj toto: Ak G je Iubovolny rovnovaine orientovany podgraf
grafu G, vietky jeho komponenty st potom . cykly, a ak G, je podgraf grafu G
obsahujtci vietky prvky a len prvky z G’x, potom kompozicia G, X L je
linearny faktor grafu G. Preto systém {Kl, K g5 #évs n} obsahuje vSetky rovno-
vézne orientované podgrafy grafu Ga platnost tvrdeni vety je zrejma.
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Pesrome

OB YPABHOBEIIEHHO OPUEHTUPOBAHHBIX
KOHEYHBIX I'PAGAX

AHTOH HOLHUI' (Anton Kotzig), Bparuciasa
(Toerynumo B pepaknuio 13/XT 1957 r.)

B craTpe nccieyoTCa HOKOTOPEIE CBOHCTBA T. HA3. YPaBHOBEIIEHHO OPUEHTH-
pPoBaHHEIX rpadoB (rpad, He comepyKaMWil U3OMWMPOBAHHLEIX BEPIIUH, HABH-
BaeTcA YPaBHOBEINIEHHO OPUEHTHPOBAHHBIM, €CJIM KajK[Aas ero BepIIUHA sB-
JIsieTcs HAa4YaJdbHOM M KOHIEBOM BePINIMHOM IS OXHOTO M TOTO 3Ke KOJIMYeCTBa
pebep). Ilpm aToM aBTOpP MCXOIMT M3 W3BECTHEIX TEOPEM O PA3JIOMEHUAX STHX
rpadoB Ha OEKIB I O HEKOTODHIX CBOMCTBAaX rpafos simeposcroro tuma. Ilo-
Ka3HBAIOTCA HEKOTODEIE TEOPeMEI, IO3BOJAIOIUEe OLPEHeNnTh YHCIO YPaBHO-
BeIIeHHO OPHEHTHPOBAHHHIX NOATpadoB NAHHOTO OPHEHTHPOBAHHOIO rpada.
Haxomen moxasaHO, KaK IONyYeHHBe Pe3yJIbTaTH MOL'YT OBITH HCIOIH30BAaHBI
I7A peIlleH:s 3aJaduy: ONPeNeNUTh YMCIO PasIuYHHX (AaKTOPOB HmEPBOM cTe-
IeHN B JAHHOM 4eTHOM rpade.

Zusammenfassung

UBER DIE IM GLEICHGEWICHT GERICHTETEN ENDLICHEN
GRAPHEN

ANTON KOTZIG, Bratislava
(Eingelangt am 13. November 1957)

In der Arbeit studiert man einige Eigenschaften der sogenannten im Gleich-
gewicht gerichteten Graphen (ein Graph — der keine isolierten Knotenpunkte
besitzt — wird im Gleichgewicht gerichteter Graph genannt, wenn jeder sein
Knotenpunkt ebensooft als Anfangspunkt wie als Schlusspunkt einer Kante
erscheint). Dabei wird an bekannte Sétze iiber die Zerlegungen dieser Graphen
in Zyklen und iiber einige Eigenschaften der Eulerschen Graphen angekniipft.
Man beweist einige Sétze, die die Berechnung der Anzahl von den im Gleich-
gewicht gerichteten Teilgraphen des gegebenen gerichteten Graphen ermdogli-
chen oder erleichtern. Schliesslich zeigt man auf die Beniitzung der gewonnenen
Resultate bei der Losung der Aufgabe die Anzahl von verschiedenen Faktoren
ersten Grades in dem gegebenen paaren Graphen zu bestimmen.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 84 (1959), Praha

POZNAMKA O TENSORU TORSE TROJDIMENSIONALNIHO
PROSTORU S EUKLEIDOVSKOU KONEXT

ALOIS SVEC, Praha
(Doslo dne 19. listopadu 1957) DT:513.723.6

V préci je studovéna plocha trojdimensiondlniho prostoru s euklei-
dovskou konexi. Je nalezena modifikace vé&ty, podle niZ na ploSe
eukleidovského prostoru jsou hlavni k¥ivky vytaty rozvinutelnymi plo-
chami kongruence normél, éim¥ je ralezen vyznam tensoru torse.

1. Bud dén prostor s eukleidovskou konexi E, zdkladnimi rovnicemi (ve
smyslu Cartanove)

dM=COiIi, dI,-=a)§I:,-, (1)
wi=Tidw, of=T;dv*, ol +0i=0, (2)
kde 7, 7, k, ... = 1, 2, 3. Rovnice struktury pisi ve tvaru

[dof] = [w/e]] + Splo'e], 8, =0,
[dwj] = [@e}] + 3R [0'*], Ri, =0,

(rs)i —

(3

kde S, resp. R.,; je tensor torse resp. k¥ivosti. V prostoru E, uvazuji plo chu =
jeZ je dana rovnicf

wd=0. (4)
Vnéjsim diferencovanim vychézi
[w'0l] + [0?0]] + 28%,[w'w?] =0, (5)
Cartanovo lemma, dava
wp = aw! + (b — 8,) 0, o) = (b + S8 0 +cw?. (6)

Dalsfm vnéjdim diferencovanim (5) vychdzi
[dS1, w?0®] =0, (7)

takze S, je invariant, v dal§im bude udén jeho geometricky vyznam. Vng&jiim
diferencovanim (6) dostavam koneéné

[(da — 2bo) @] + [(db — aw; — coy) @] + ()[0'w?] =0, .
[(db — aw; — cw}) @] + [(dc — 2bw}) o] + ()[w'w?] =0, )
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¢ili

da = 2bed, 6b = aej + ce?, Oc = 2be; . (9)
Snadno se verifikuje, Ze na = jsou invariantni formy
P = de? = (d4) = (@) + (@), o
@, = [, 24 = 0lo? + v2o) = a(w?)? + 2bolw? + c(w?)?, (11)
ps = dl3 = (@1)* + (@3)? . (12)

Forma (10) je metrickd forma plochy; geometricka interpretace formy g, je tdz,
jako pro plochu v eukleidovském prostoru: Na z bud ddna k¥ivka, y, necht o’ je
jeji rozvinuti do lokalniho prostoru bodu M, e y, pak prumét jejiho vektoru

2
kiivosti ky = %EB;— do normaly plochy ma délku ¢, : ¢,. SloZitéjsi je interpretace
formy ¢,. Bud y kfivka plochy = bodem M,, dand rovnicemi u? = ui(t), t, =
<t = t,. Vektor I,(t) lokdlniho prostoru v bodé M, necht vznikne pfenosem
jednotkového vektoru I,(t) normaly plochy v bodé M (u(t)) do bodu M, podél

oblouku kiivky y mezi ¢, a ¢; kiivku N = M, 4 I,(t) nazvu sférickym obrazem
1y .
v, k¥ivky y. Jeji délka je praveé [ V%.
A

2. Shodné s piipadem plochy v eukleidovském prostoru definuji normdini
kfivost kiivky na z formuli

P2
k= — 2. 13
%1 (13)
Hlawni kfivky, tj. k¥ivky s extremalni hlavni kiivosti, maji rovnici
b(w)? 4 (¢ — a) w'w? — b(w?)? = 0. (14)

V ka#dém bods plochy jsou bud dva kolmé hlavni sméry (redlné) nebo kazdy
smér je hlavni (tyto plochy vylouéim z dalsiho studia). Repery specialisuji
tak, Ze hlavni k¥ivky jsou wlw? = 0, pak b = 0 a normélni kfivost kiivky w* =
= 0 resp. w? = 0 je %k = — ¢, resp. 'k = — a. Bulerova kiivost plochy = je
K = kk = ac, stredni kriwost H = 1k + 2k = — (a + ¢), zndmy vztah mezi
tiemi zdkladnimi formami plochy v eukleidovském prostoru je pak nahrazen
rovnief

(K — (S12%)g1 + Hey + @5 — 281,(k — %) w'o? = 0. (15)

Na ploge v eukleidovském prostoru jsou hlavni kiivky vytaty rozvinutel-
nymi plochami kongruence normél, zjistim modifikaci této véty v uvazovaném
obecn&jdim piipadé. Reknu, ze normaly plochy = podél jeji kiivky y tvoii
rozvinutelnou plochu, jestlize plati ndsledujici: Na o bud zvolen bod M, nor-
méla n v bodé M ey bud pomoci dané konexe pienesena po y do lokdlniho
prostoru bodu M, do pfimky 7', souhrn piimek n’ je pak rozvinutelna plocha;
z¥ejmé nezdlezi na volbé bodu M, na y. Tvoii-li normély podél y rozvinutelnou
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plochu, pak zfejmé na ka#dé existuje bod F = M 4 zI; tak, Ze rozvinuti
kiivky (F) do lokalniho prostoru libovolného bodu M, ey je bod nebo kiivka,
jejiz te¥na v bod& F, = M, + 2,(I;), prochizi bodem M, musi tedy byti
dF = 0 (mod I,), kde se diferencuje podél y. Je

dF = QiI; = (0 + zw3) I, + (0? + 203) I, +dz I,.

Z Q' = ? = 0 vychdzi vyloudenim 2z rovnice sité, v niZ rozvinutelné plochy
kongruence normal protinaji plochu:

ol — 0w} = 83 (01) — (k — %) wlo? + (w2 = 0. (16)
Pro whel x téchto tzv. torsdlnich kfivek se snadno nalezne
83, = 3|%k — k| cos o, (17)

coZ d4v4 geometrickou interpretaci slozky tensoru torse Siy; 83, nazyvém torsi
plochy . :

Bud nyni obecn¥ dina plocha, jeji% tedna rovina je uréena vektory J; =
= ojl;, kde a = 1,2 a J7,J; jsou jednotkové navzdjem kolmé vektory;
vypoditdm jeji torsi. Provedu-li zm&nu lokélnich basi prostoru E, tak, Ze nové
vektory base budou J; = «!I; a vektory J,, J, se na uvazované plose shoduji
s uvaZovanymi vektory J¥, J¥, bude torse nutn& 83, kde S}, je tensor torse,
jehoZ slozky jsou poditany pti lokélnich basich J;. Bud ||&}|| matice inversni
k orthogonélni matici ||]||, pak je zndm transformagni zikon pro slozky tensoru

torse
Bi = GLofolST,, (18)
takZe torse plochy je
83, = aoatodasSy, . . (19)
PesowMme

BAME‘-IAHI/IE O TEH30OPE KPYVYEHUA TPEXMEPHOTO
INPOCTPAHCTBA C EBHKJINI0BOM CBAA3HOCTHIO

AJIOUC MBEILl (Alois Svec), Ipara
(Mocrynmno B pepaknmio 19/XT 1957 r.)

ITycTs B TpeXMepHOM IPOCTPAHCTBE ¢ €BKIUIOBOM cBA3HOCTHIO (1)—(3) mana
noBepxHOCTE (4)—(6). Ha 3T0if moBepXHOCTH reoMeTpHYecKE HHTEPLIPETHUPY-
0TCA TPH OcHOBHEIE opMmul (10)—(12), cBA3aHHEIE MEKIY c000I0 COOTHOMEHUEM
(15). Cocrasisiomas TeHsopa kpydeHus Si, (T. Ha3. KpyueHHe MOBEPXHOCTH)
ABIAETCA HHBAPHAHTOM M JaHA TeOMETPHYECKH ypaBrenueM (17), rme x ecTh
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yroll MeRIy KpuBEIME (16), B KOTOPEIX MOBEPXHOCTH HEPECceKaeTcsl ¢ Pa3BepThHI-
BAIOIMMHCA IIOBEPXHOCTAME KOHTDYSHIWU HOpMamel, a *k cyTb TIiIaBHbBIE
KpUBH3HE. HpuBH3HA DOBEPXHOCTH, KacaTelbHAS IIIOCKOCTh KOTOPOR onpe—
neasiercs Bextopamu J, = «’I;, mama coorHomenmeM (19).

Résumé

REMARQUE SUR LE TENSEUR DE TORSION DE L’ESPACE
A CONNEXION EUCLIDIENNE A TROIS DIMENSIONS

ALOIS SVEC, Praha
(Regu le 19 novembre 1957)

Soit donnée une surface (4) + (6) plongée dans l'espace & connexion eucli-
dienne (1) — (3). J’ai trouvé l'interprétation géométrique des formes fonda-
mentales (10) — (12) liées par la relation (15). La composante S, du tenseur
de torsion est I'invariant dont I'interprétation géométrique est donnée par (17)
ol & est 'angle des courbes (16) et “k sont les courbures principales. La torsion
de la surface au plan tangent donné par les vecteurs J, = x’I; est (19).
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éasopis pro p8stovani matematiky, ro<. 84 (1959), Praha

POZNAMKA K PROJEKTIVNI DEFORMACI ROZVINUTELNYCH
. NADPLOCH

ALOIS SVEC, Praha -
(Doklo dne 19. listopadu 1957) DT:518.734.3

Urduje se geometricky vyznam, Cartanem udanych rovnic pro pro-
jektivni deformaci rozvinutelnych nadploch v S,.

KaZdé dvé rozvinutelné nadplochy, vytvorené oskulaénimi rovinami kiivek
v projektivnim GtyFdimensiondlnim prostoru, jsou v projektivni deformaci
2. ¥adu, p¥i femZ tato deformace zavisi na dvou funkecich jedné proménné.
E. CarraN ve své praci Sur la déformation projective des surfaces (Annales de
I’Ecole Normal Supérieure, III ser., tom 37, 1920) uréil (bez dikazu) tuto
korespondenci efektivné rovnicemi (118), jeZ prepisi nasledujicim zptisobem:

Predpokladejme, Ze hrana vratu nadplochy (S) je H(t) a soufadnice jsou tak
normovany, ze [HH'H"H"H""] = 1, nadplocha je vytvofena body

A=H'() +u () + v Hp) ; (1)
nadplocha (X) bud podobné vytvofena body
B=K"(t)+uK () +vK(), (2)

kde K(t_) je jeji hrana vratu a [KK' K" K'"K'"'] = 1. P¥i tom znadim dusledné

garkou derivaci podle ¢ a tetkou derivaci podle ¢. Cartanem stanovené rovnice
deformace jsou potom

= f(t)
_ u
U = 477 t ’ 3
7 T 0 (3)
s_ v 1 To® ﬂm] 1 Lg®) 1) 30
v=/—+—-u_/_—/ _Zt o 47 - 7 7 ¢
rio 7256 — )+ TP0+ 35—+
Nyni ukézi, jak lze tuto korespondenci geometricky interpretovati. Prede-
v&im si libovolné (ovSem az na urdité podminky regularity) zvolim korespondenci
mezi hranami vratu, obou nadploch a predepisi, aby uréité kfivee y na rozvinutelné
primkové plode s hranou vratu H(t) odpovidala jistd k¥ivka y na rozvinutelné pFim-
kové plode s hranou vratu K (t). Protoze korespondence mezi sob& odpovidajicimi
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_rovinami obou nadploch je nutné projektivita, sta¢i k dokonalému geometric-
kému popisu (3) konstruovati tuto projektivitu.
Oznaéim B, element 2. Fddu hrany vratu nadplochy (S), leZici v wréité jeji roviné,
p bud teéna kFivky y, lefict v téfe roviné. Podobnyj vijznam necht maji By a p
v odpovidajici roviné nadplochy (X). Nyni existuje jedind projektivita mezi sobé
odpovidajicimi rovinami, v ni¥ element B, prejde v By a p v p. Projektivni defor-
mace je pak souhrnem téchto projektivit.
DokaZi tuto vétu a tim i Cartanovy rovnice. Korespondence mezi hranami
vratu bud (3,). Nejobecnéjsi kolineace, ptevadéjici v sebe odpovidajici si roviny
a v nich body hran vratu a jejich teény, je

TH=K, TH =aK +bK' , TH"=cK +dK +eK". (4)

TE, a E, maji analyticky styk 2. fadu pravé tehdy, kdy# existuje 1, u tak, Ze
TH=K, TH' =K + 1K, TH"=K" + 2)K’' + uK . (5)
z K. — f/_lK/ . Kl- - fllfl_sKl + fl...zK// a (5) plyxle

TH=K, TH =aK + K, TH" =cK + (f" + 2af') K + f2K"". ' (6)
Za kiivku y zvolim nyni kiivku H'(¢) a za y k¥ivku

1 ’ " 7 -

E(W_?)K-l‘fK, (7)
kde ¢(t) je libovolna funkce. Snadno se zjisti, Ze kolineace (6) pfevadi v sebe
teény kfivek y a y pravé tehdy, kdyz

1 ! 1 1§ 1 f/” 3 f”2
— 242 il e —t :
Pigi-li nyni T(H" + uH' 4 vH) = f¥ K" 4 uK 4 vK), dostanu srovnénim
vztahy (3, ;).
Vhodnéj$im analytickym vyjddfenim kfivky y by se Cartanovy rovnice
zjednodusily.

Pesowme

3AMEYAHUWE K IIPOERTUBHOMY U3I'MBAHNIO
PA3BEPTBIBAIOMUXCSA MNMIIEPIOBEPXHOCTEN

AJIOUC MBEI], (Alois Svec), ITpara
(Docrynmio B pegarmmio 19/XT 1957 r.)

9. Kapram (Annales 'Ec. N. Sup., 37, 1920) BBesr IpoeKTHBHOE H3THGAHEE

ABYX pasBepTHBAIMNXCA runepuoBepxsocrei (1) m (2) B §, mpm momomm
ypasrermid (3). B macroameil crarbe YKa3aHO TeOMETPHYECKOe IIOCTPOCHHE
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aroro marmbanma. Bosbpmem Kakoe-mmGo coorBercTBue MexAy KpuBhiMu H(f)
n K(t); nycrs B, n By — cOOTBETCTBEHHO 5IeMEHTH BTOPOTO MOPAIKA KPHUBBIX

H(t) m K(f) B cOOTBeTCTBYOIIMX APYr Apyry maockoctax. Ha passeprsiBaio-
meiica DOBePXHOCTH ¢ pedpoM BosBpara H(f) BO3bMEM KPHBYIO y; IYCTh 9TOH
KPHBOH COOTBETCTBYeT KpWBag y HA Da3BepTHBAIMIENCA MOBEPXHOCTH ¢ peb-
pom Bo3spata K(t); LYCTh P ¥ P — KACATEIbHbIE K KPUBEIM ¥ Iy B COOTBETCTBEH- -
BEIX TouKaX. CymecTByeT eIMHCTBEHHOE IPOEKTHBHOE COOTBETCTBME MeRIAY
COOTBETCTBYIOIUME APYT HPYIy IJIOCKOCTAME, Opu KoTOpoM K, mepexomgut

B E,, a p B p. Torga npoexkrusHoe usrubanme ABIAETCS COBOKYIHOCTHIO ATHX
IIPOEKTUBHBIX COOTBETCTBUL.

Résumé

REMARQUE SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES HYPER-
SURFACES DEVELOPPABLES

ALOIS SVEC, Praha
(Recu le 19 novembre 1957)

E. CarTaN (Annalesde I'Ec. N. Sup., 37, 1920) a trouvé les équations (3) qui
donnent la déformation projective d’ordre 2 la plus générale des hypersurfaces
développables plongées dans S,. J’ai trouvé I'interprétation géométrique: Soit
choisie une correspondance entre les courbes H(t) et K(;), B, et E, soient les

élements correspondants d’ordre 2 des courbes H(t) et K(t). Sur la surface
développable avec I'arréte de rebroussement H(t) soit choisie une courbe y et
‘soit ¢ la courbe correspondante de la surface développable avec l'arréte de

rebroussement K (); p et p soient les tangentes des courbes y et y aux points
correspondants. Il existe une seule homographie entre les plans correspondants
qui transforme E, en E, et p en p. La déformation projective est I'’ensemble des
homographies considérées.



Casopis pro péstovani matematiky, ro. 84 (1959), Praha

KONVEXE KETTEN IN I-GRUPPEN

JAN JARUBIK, Kogice
(Bingelangt am 22. November 1957) DT:519.4:519.5

Es sei R eine konvexe und maximale Kette in einer I-Gruppe G. In
dieser Arbeit untersuchen wir die gruppentheoretischen Eigenschaften
der Menge R.

G sei eine I-Gruppe (siehe [1], Kap. XIV). Dann hat G gewisse verbandstheore-
tische Eigenschaften (die sich nur auf die Operationen n, u beziehen) und ge-
wisse gruppentheoretische Eigenschaften. Es ist bekannt, dass aus verbands-
theoretischen Eigenschaften wichtige gruppentheoretische Eigenschaften folgen |
konnen. (Z. B.: Ist G ein relativ vollsténdiger Verband, dann ist @ eine kommu-
tative Gruppe.?))

In dieser Arbeit wollen wir folgende Frage untersuchen: Es sei R eine konvexe
und maximale Kette in einer I-Gruppe G. Welche Gruppeneigenschaften hat
dann die Menge R? Die Antwort ist in Satz 2 gegeben.

Wir erwidhnen zuerst einige Grundbegriffe und Bezeichnungen (s. [1]). Es sei
G eine Menge. Setzen wir voraus, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. @ ist eine Gruppe (die Gruppenoperation und das Einselement der
Gruppe G bezeichnen wir — auch in dem nicht-kommutativen Fall — mit
den Symbolen +, 0),

2. @ ist ein Verband (die verbandstheoretischen Operationen und die
Relation der teilweisen Ordnung bezeichnen wir n, U, =),

3. fiir beliebige Elemente z, y, a, be G gilt

r<y=>a+t+zrz+b=a+t+y+5b.
Dann nennen wir @ eine I-Gruppe. ~
(Wenn wir anstatt der Bedingung 2 die schwichere Bedingung
2'. @ ist eine teilweise geordnete Menge (die Relation der teilweisen Ordnung
bezeichnen wir mit <) postulieren und wenn wir die Bedingungen 1, 3 der
vorigen Definition in Giiltigkeit lassen, so nennen wir G eine teilweise geordnete
Gruppe.)

1) Diesen Satz hat Iwasawa bewiesen (Jap. Jour. Math. 18 (1943)). Siehe auch [1],
S. 234.

53



Im weiteren Text bedeutet @ immer eine I-Gruppe, die mehr als ein Element
besitzt; kleine Buchstaben bezeichnen Elemente aus G.

In [1] sind folgende Behauptungen bewiesen: G ist ein distributiver Verband.
Wenn 2 ny =0, dannist z +y =z u y. Es gilt

a4+ @ny) +b=(@—+x+b)n(a@+y+D)
und dual.

Wenn die Elemente x, y unvergleichbar sind (d. h. z non < y, y non = ),
dann schreiben wir 2 || y

Eine nichtleere Untermenge R c G ist eine konvexe Kette in &, wenn die
folgenden Bedingungen erfiilt sind:

a) jede zwei Elemente aus R sind vergleichbar,

b) wenn z,ye R, x < z < y, dann ist z¢ R.

Fiir jede Untermenge 4 c G bezeichnen wir mit 4+ die Menge aller z ¢ 4,
2* = 0 und mit — A4 die Menge aller Elemente — x (wobei x ¢ A).

Es sei R, eine konvexe und von oben nicht begrenzte Kette in @G, und es sei 0
das kleinste Element in E,. Dann gelten die Behauptungen 1—5:

A. Wenn z,ye R, x < y, dann ist y —x e R, —x + y e R,.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt 0 <y — z <y, und dahery — z ¢ E;.
Analog beweist man den zweiten Teil der Behauptung.

2. Wenn x, y e R, ist, dann st x + y e R,.

Beweis. Setzen wir voraus, dass # + y € B;. Da die Kette R, von oben nicht
begrenzt ist, existiert z ¢ R, znon < x 4 y. Es ist klar, dass = 4+ y = 0; nach der
Voraussetzung iiber die Konvexitat der Kette R, kann also die Beziehung
2z = z + y nicht gelten, und daher ist '

2z +y. (1)
Offensichtlich ist 2 = y, und demnach wegen 1z — ye R Aus (1) ergibt sich
z — y || #, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind.

3. Bezeichnen wir R = R, u (— R,). Dann ist R eine konvexe Kette in G.

Beweis. Offensichtlich ist R eine Kette. Setzen wir voraus, dass 2,y ¢ R,
x < a<y, aeR. Dann wire z << 0 < y und gleichzeitig

Olla. (2)
Bezeichnen wir (— z).u ¥y = z.-Aus (2) folgt — 2z <a <2z?)
O0<a+z<22. (3)

Da ze Rl, gilt nach 2 2z ¢ R,, also nach (3) @ + z¢ R,. Aus der Beziehung (2)
ergibt sich aber z || a 4 z, was ein Widerspruch ist.
In den Absitzen 4, 5 verwenden wir dieselbe Bezeichnungen wie in 3.

" 32)1 Die Ungleichung auf der linken Seite folgt aus — (@ U b) = (— a) N (— b). Siehe [1],
. 215.
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4. Wenn z,ye Ry, dann ist t — ye R, — y + z e R.

Beweis. Da — y < v — y < x ist, gilt nach 3 z — y ¢ B. Analog kann man
die zweite Behauptung beweisen.

5. Die Menge R ist eine Untergruppe der Gruppe G.

Beweis. Im Hinblick auf die Konstruktion der Menge R geniigt es zu zeigen:
Wenn u, v e R ist, dann ist w + v € B. Wenn u, v € R, oder u, v € R, ist, gilt dies
nach 2; wenn das eine der Elemente u, » zu B, und das andere zu R, gehort,
gilt die Behauptung nach 4.

6. Es seien R,, P, zwei verschiedene konvexe von oben nicht begrenzte Ketten in
G und es sei 0 das kleinste Element in der Kette R, und in der Kette P,. Dann gilt
fur beliebige Elemente x € Ry, y € P, die Bezichung x ny = 0.

Beweis. Setzen wir voraus, es existieren Elemente r ¢ R, p € P,, fiir welche
die Beziehung r n p = z > 0 gilt. Es sei B; (P;) die Menge aller z ¢ B, (y ¢ P,),
tiir welche 2 > 2z (y > 2). R; und P; sind konvexe von oben nicht begrenzte
Ketten: Man iiberzeugt sich leicht, dass keine von den Beziehungen R; c P;,
P c R; gelten kann, und daher gibt es Elemente 7, ¢ R;, p, € P, wobei r, nicht
zu P; und p, nicht zu R; gehort. Die Elemente r,, p, miissen dann unvergleich-
bar sein. Bezeichnen wirz' =r, np,r=rn —2,p =p, —2.Da 0 <2 <
<r,? <pist,gilt 0 <7 <7, 0 < p’ < py, und weiter '

rop =@ —2)n(p—2)=(rop)—2=0. (4)
Wenn »' = 2, p' = z wire, konnte die Gleichung (4) nicht erfiillt sein. Wenn

r" <z oder p’ < z ist, dann sind die Elemente r', p’ vergleichbar und damit
" 0’ p’ = min (v, p') > 0, was ein Widerspruch mit der Gleichung (4) ist.

7. Wir wollen eine Kette R aus ¢ maximal (in ¢) nennen, wenn sie keine
echte Untermenge einer Kette R’ c @ ist. Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass
eine maximale Kette in G von oben und von unten nicht begrenzt ist (da G
(siehe [1], Kap. XIV) kein grosstes und kein kleinstes Element enthilt).

R ses eine maximale und konvexe Kette in G, 0 € R. Dann ist R = R* u (— R*).

Beweis. Bezeichnen wir B* = R,, — R~ = R,. Es geniigt zu zeigen, dass
R, = R, ist. Setzen wir voraus, es wire R, + R,. Offensichtlich sind R,, R,
konvexe und von oben nicht begrenzte Ketten in @ mit dem kleinsten Element 0
und daher ist wegen 6 fiir beliebige Elemente z ¢ R, y e R, die Gleichung
z 0y = 0 erfiillt. Demnach enthalten auch die Ketten — R,, — R, ein einziges
gemeinsames Element, und zwar 0. Wahlen wir Elemente re R;, pe — R,,
p < 0 < r. Bezeichnen wir jetzt z = p + 7. Es gilt p <z < r, und daher
ze R, d. h. ze R, oder ze — R,. Wenn ze R, dann ist nach 1 r — ze R,. Da

r — z = — pist, ist das ein Widerspruch zu der Voraussetzung — p ¢ R,. Wenn
ze — R, ist, soist nach 5 — z + pe R, u (— R,). Da — z 4+ p = — r ist, sind
wir zu einem Widerspruch zu der Voraussetzung 7 e B,, — re¢ — E,; gelangt.
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8. R sei eine maximale und konvexe Kette in G, 0 e R. Dann ist die Menge R
eine Untergruppe in G.
Der Beweis folgt aus 5 und 7.

Wir bezeichnen weiter mit R eine (feste) maximale und konvexe Kette in @,
OcR.

9. Jedem Element x e G* ordnen wir ein Element z, e R* in der folgenden
Weise zu:

a) Wenn z e R* ist, setzen wir o, = .

b) Es sei x ¢ R*. Dann kann das Element z nicht mit allen Elementen der
Kette R* vergleichbar sein, also existiert rye R*, z | r,, Wir setzen z; =
=t 0 Z.

Fiir jedes Element re R*, r > 2, gilt r n 2 = 2,. (Fir re (z;, 7> ist das
klar. Es sei # > 7y, # 0 z = 2’. Dann ist ' = z,; der Fall ' = r, ist aber aus-
geschlossen, denn dann wére = r,, und der Fall z; < 2’ < r, ist auch ausge-
schlossen, denn es wire r, N z = 2. Demnach muss die Gleichung 2’ = 2,
gelten.) Daraus folgt, dass das Element @, nur von z (und nicht von r,) abhéngt.
Aus dem Verlauf der Uberlegung folgt weiter

x, =supr(reRt,r<=z). (5)

10. Im folgenden Text hat das Symbol x, (fir z ¢ G*) dieselbe Bedeutung wie
tn 9. Bezeichnen wir mit z, das Element, fiir welches die Gleichung x = x; + x,
gilt. Dann ist 2, N 2, = 0.

Beweis. Bezeichnen wir z; n z, = u; offensichtlich ist w ¢ R*. Dann gilt fiir
ein bestimmtes Element ¥ = 0 die Gleichung z, = v + k, z = (2, + u) + k.
Nach 2 ist z; + # e B und daher gilt 2, <z, +u < 2. Wegen (5) ist dann
u = 0.

Aus der im Absatz 9 gemachten Uberlegung folgt jetzt: Fiir jedes r ¢ R* gilt
rox,=0.

11. Im folgenden Text hat das Symbol z, dieselbe Bedeutung wie in 10. Es
sei @ die Menge aller x. (z e G*). Nach 10 ist Q c G*.

Wenn sich das Element x € G* in der Form x = y + z, y ¢ R*, z ¢ Q darstellen
lasst, dann ist y = %y, 2 = x,.

Beweis. Aus dem letzten Satz des Absatzes 10 folgt, dass der Durchschnitt
eines beliebigen Elementes der Menge M, = {z,, y} mit einem beliebigen
Element dex Menge M, = {x,, z} (die Moglichkeit z, = y, 2, = zist nicht ausge-
schlossen) gleich 0 ist, also gilt auch (z; u y) n (2, U 2) = 0. Daher ergibt sich

Bz Uz = (3 4+ %) Uy +2) = (2 uz)U(yu2) =
=(@uy)u(r,uz)y=(x;0y) + (Fuz).
Durch Vergleichung dieses Ergebnisses mit den Gleichungen z = z, + z, =
= y + z folgt offensichtlich x;, = y, x, = z. (Wire z. B. z; + y, dann miisste
Z, Uy > 2; oder 2, Uy > y gelten, und damit x > 2 sein.)
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12. Es gilt z € @ dann und nur dann, wenn fiir ein Element rye R, ry > 0 die
Gleichung ro 0z = 0 gult.

Beweis. Die Behauptung ,,nur dann‘ wurde im Absatz 10 bewiesen. Es sei
roe BT, 1y > 0, 7o 0 2 = 0. Aus der im Absatz 9 gemachten Uberlegung folgt,
dass dann fiir jedes re B* die Bedingung r n z = 0 erfiillt ist. Wihlen wir
r>7r, reR" und bezeichnen x =7, +2z=ryuz Dann gilt rna=rn
N (rouz) =1y und also ry =2, 2 = z,, z¢ Q.

13. Wenn y,zeQ ist, dann isty +2eQ,y v ze @, y Nnze Q.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus dem Satze 6, [1], Kap. XIV. Die
zweite Behauptung ist eine Folgerung der Distributivitit des Verbandes G. Die
dritte Behauptung ist klar.

14." Jetzt brauchen wir einige Hilfsbegritfe, die sich auf verbands-geordnete
Halbgruppen beziehen. (Die Halbgruppenoperation wollen wir — #hnlich wie
bei Gruppen — mit + bezeichnen, auch in dem nicht-kommutativen Fall.)

M sei eine Menge. Setzen wir voraus, dass die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

1. M ist eine Halbgruppe (in bezug auf die Operation +),

2. M ist ein Verband (die Verbandsoperationen und die Relation der teil-
weisen Ordnung bezeichnen wir mit n, u, <),

3. es gilt die Bedingung 3 aus der Definition der I-Gruppe (wenn wir M
anstatt G setzen).

Dann nennen wir M eine verbands-geordnete Halbgruppe.

Weiter setzen wir voraus, dass die Halbgruppe M ein solches Element 0 ent-
halt, dass fiir jedes z e M die Gleichungen 0 + z = « + 0 = z gelten.

Eine Untermenge M, c M wollen wir eine C-Menge in M nennen, wenn

a) 2, ye M=z +ye M,

b) M, ein Teilverband in M ist,

c) 0e M,.

Wir fithren den Begriff des direkten Produktes ein. Es seien M,, M, C-Men-
gen in M. M ist ein direktes Produkt von M,, M,, wenn sich jedes Element
x € M eindeutig in der Gestalt x = a + b, ae My, b e M, darstellen lisst und
wenn dabei diese Bedingung gilt: fiir beliebige x, y e M folgt aus den Bezie-
hungen

l=al -0, R2=a+b8 (ateM, bieM, 1=1,2)
die Gleichung
2! 0 a2 = (ar 0 a?) + (b* 0 b?),
wobei O beliebige aus den Operationen -+, n, u ist. M, M, sind direkte
Faktoren in M. In Symbolen M ~ M, X.M,.
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Bemerkung. In der vorangehenden Erklirung ist als ein Sonderfall der
Begriff des direkten Produktes fiir [-Gruppen enthalten. Man iiberzeugt sich
leicht davon, dass diese Erklarung (fiir -Gruppen) mit dex in [2], S. 153. gege-
benen Definition iibereinstimmt. »

15, Far ae G+ haben die Symbole a,, a, im weiteren Text dieselbe Bedeutung
wie in 9 und 10. Es seien x, y ¢ G+. Bezeichnen wiru =z 0y, v =20 Y, 2 =
=z +y. Donn ist u; = 2; 0 Yy, V; = 2, Yy, 2, =% +Y; (0= 1,2).

Beweis. a) 4 = (2, U %) 0 (¥ U Ys) = (2, 0 Y1) U (2, N ¥,). Offensichtlich
ist 2, 0y, € B*. Nach 13 gilt 24 0 y, e Q. Wegen 12ist (z; 0 y,) 0 (2, 0 y) = 0.
Es ist daher u = (2, n y;) + (2, N y,). Die erste Behauptung folgt jetzt aus 11.

b) v = (2, U ) U (y; U ¥y) = (2, U ¥y) U (%, U Yy,). Weiter wie in a).

c) Da y e R+, x,¢eQ ist, gilt y; 0 2, = 0 und daher y; + 2, =y, U %, =
= 2, +y;, Daraus folgh z = (&, + ) + @ +92) = (@ + 91) + (@2 + 9.

16. Aus 9, 10, 11, 13 und 15 ergibt sich:

G+ ist ein direktes Produkt ihrer C-Mengen R+, Q

Gt ~R" X Q. (6)

17.  Jeder Produlktzerlegung der verbands-geordneten Halbgruppe G+ =~ A, X
X B, entspricht eine Produktzerlegung der 1-Gruppe G, G ~ A X B, wobei A, B
Untergruppen in G sind und die Gleichungen, A* = A,, B* = B, erfillt sind.

Beweis. Setzen wir voraus, die verbands-geordnete Halbgruppe G lésst
sich in der Gestallt G+ ~ 4, X B, darstellen. Nach Lemma 2, § 5, [2] gibt es
eine solche direkte Zerlegung der Gruppe G

' Gesd B, o (*)
dass 4, c 4, B, c B gilt. Dabei (siehe [2], S. 164) gilt die Beziehung (*) auch in
Bezug auf die teilweise Ordnung, d. h. in Bezug auf die Operationen n, u.

Offensichtlich ist 4, c A*. Es sei z e A*. Nach der Voraussetzung und wegen
14 existieren Elemente a e 4,, b € B,, fiir welche die Gleichung z = a + b gilt.
Wenn b = 0, ergibt sich (da be B) wegen (*)ze 4, was ein Widerspruch zur
Voraussetzung ist. Demnach ist 5 = 0, d. h. z = a, z ¢ 4,. Damit haben wir die
Beziehungen 4+ c 4,, A* = A4, bewiesen. In analoger Weise gewinnt man die
Gleichung B* = B,.

Satz 1. R set eine maximale und konvexe Kette in @, 0 ¢ B. Dann ist R ein di-
rekter Faktor in Q.

Beweis. Konstruieren wir die Produktzerlegung der I-Gruppe @, welche der
Produktzerlegung (6) von G+ entspricht:

G=~4 x B.
Es gilt BR* = A*. Wir wollen die Gleichung 4 = R beweisen.
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Es sei xe R. Wenn ¢ = 0 ist, dann ist xe¢ Rt ¢ 4. Wenn = << 0 ist, dann ist
— xze R' c A, also (da 4 eine Untergruppe in @ ist) gilt z ¢ 4.

Wenn zed, * = 0 ist, dann ist xe A* c R. Falls ze 4, 2 < 0 ist, gilt
— xe R*, also ist nach 8 xe R. Es sei jetzt x ein beliebiges Element aus 4.
Da A ein Teilverband in & ist, gilt x n 0e 4, z U 0 € 4 und nach dem schon
Bewiesenen z 0 0 ¢ R, z U 0 ¢ R. Da die Kette R konvex ist, gilt x ¢ R.

17.1. Im Absatz 14 wurde die Produktzerlegung einer verbandsgeordneten
Halbgruppe erklart; diese Zerlegung hatte zwei Faktoren. In einer analogen
Weise kann man eine Produktzerlegung mit » Faktoren definieren.

Wir erwéahnen noch ohne Beweis folgende Behauptungen (die Beweise folgen
durch eine einfache Uberlegung aus Satz 1):

a) Ry, ..., R, seien (miteinander verschiedene) maximale und konvexe Ketten
in etner I-Gruppe G, 0e R, (1 =1, ...,n). Dann kann die I-Gruppe G in ein
darektes Produkt

G~R XR,X..XR,xXQ

zerlegt werden.

b) Setzen wir voraus, Ry, ..., R, haben dieselben Eigenschaften wie in a). Bs
ses G, ein von der Menge RT u Ry u ... u R} erzeugter Teilverband in G. Wenn
G, = G* ist, dann gilt

G~R, X R, X...XR,.

17.2. Es sev R, eine konvewe Kette mit dem kleinsten Element 0 und mit dem
grossten Element r in einer I-Gruppe G. Dann ist das I ntervall (0, 2r) auch eine
Kette. : o

Beweis. Setzen wir voraus, dass das Intervall <0, 2> keine Kette ist. Dann
existiert ein Element ze¢@, 0 <z < 2r, z| r. Bezeichnen wir znr = u,
z ur = v. Es seien p, ¢ die Elemente, fiir welche die Gleichungen

ut+tp=z, utg=r (6.1)
erfiillt sind. Nach dem Satz 4, Kap. XIV, [1] gilt dann
r+p=v. (6.2)

Offensichtlich ist p = 0, ¢ = 0. Aus p = 0 (¢ = 0) ergibt sich z < r (z > 7),
was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also gilt p > 0, ¢ > 0.

Nach der zweiten Gleichung (6.1) ist ¢ < r und wegen (6.2) r 4+ p < 2r, also
gilt p < r. Da 0, r) eine Kette ist, gilt p n ¢ = p oder p n ¢ = ¢ und daherist
p ng = 0. Aber wegen (6.1) gilt

pog=(—uv+2)n(—u+nr=(—u)+@Enr)=0.
Damit sind wir zu einem Widerspruch gelangt und der Beweis ist erbracht.
Durch vollsténdige Induktion ergibt sich:



Die Menge R, = u nR, (n = 1, 2, ...) ist eine konvexe Kette in G. ( Dabei ist
nR, die Menge aller Elemente der Gestalt nz, x ¢ B,.)

Wenn die I-Gruppe @ archimedisch ist, dann ist die Kette R, von oben nicht
begrenzt. Im Hinblick auf Satz 1 folgt:

Satz 1'. G sei eine archimedische -Gruppe. Bs sei re G, r > 0 und das Intervall
0,7y = R, sei eine Kette. Dann lisst sich die I-Gruppe G in ein direktes Produlkt

G=>~RXxXQ
zerlegen, wobei R eine Kette tst und R, c R.

Bemerkung. An einem Beispiel kann man zeigen, dass eine analoge Be-
hauptung fiir nicht-archimedische I-Gruppen im allgemeinen nicht gilt.

18. Bssei G ~ A X B,zeG*,x =a +b,aeA,be B. Danngilta o b = 0.

Beweis. Aus den Gleichungen z = a + b, 0 = 0 -+ 0 folgt nach der Defi-
nition des direkten Produktes (siehe 14)

r=zuvx=(av0) -+ (buo)

und daher gilt au0=a, bu0=0>b, a =20, b =0. Aus den Gleichungen
a=a -+ 0,b=0 -+ b ergibt sich dann

anb=(@n0)+(dn0)=0.

19. Man kann die Frage stellen, ob man die durch Satz 1 beendete Uber-
legung in einer solchen Weise verallgemeinern kann, dass man als den Aus-
gangspunkt der Uberlegung keine konvexe von oben unbegrenzte Kette X,
sondern einen konvexen von oben nicht begrenzten Teilverband S, c &,
0 e §, wihlt. Folgendes Beispiel zeigt, dass diese Voraussetzungen zu einer
Méoglichkeit der Verallgemeinerung nicht geniigen:

@G sei die I-Gruppe aller stettigen im Intervall €0, 1) definierten Funktionen
(mit der gewdhnlichen teilweisen Ordnung, wobei als Gruppenoperation die
Addition dient) und 8, sei die Menge aller f ¢ G*, fiir welche

xe0,3>=f(r) =0 gilt .

Die Menge S, geniigt den oben gegebenen Bedingungen (ausserdem ist S, eine
C-Menge in @). Setzen wir voraus, dass fiir eine gewisse C-Menge S’ ¢ G+ die
Beziehung G* ~ 8, X 8’ gilt. Nach 18 ist dann fiir jedes @ € Sy, b e S’

anb=0.
Aus dieser Gleichung ergibt sich leicht, dass fiir jedes b ¢ 8’ und jedes x € (4, 1)

b(x) = 0 ist. Aus der Stetigkeit folgt weiter 5(3) = 0. Da nach der Voraus-
setzung jede Funktion fe G* in der Form f = a + b, a e S,, be S’ darstellbar

ist, gilt fiir jedes fe G* f(}) = a(}) + b(}) = 0. Damit sind wir zum Wider-
spruch gelangt.
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20. S sei ein Verband mit dem kleinsten Element 0. Setzen wir voraus, dass
Sy, 8" konvexe Teilverbinde in S sind, 0 ¢ S,, 0 e §'. Weiter setzen wir voraus,
dass sich jedes Element ze S eindeutig in der Form z = au b, aeS,, be S’
darstellen lisst, und dass aus den Beziehungen

x=a,0b, y=a,uby, a;e8,, b;eS (F=12)

die Gleichung

x0y = (a, N ay) u (b, N b,
folgt. Dann wollen wir 8 ein direktes Produkt seiner Teilverbinden S,, §’
nennen. In Symbolen § ~ 8, x §'. 8,, 8’ sind direkte Faktoren in S.

Ks ist leicht einzusehen, dass sich diese Erklirung (fiir Verbinde, die ein
kleinstes Klement besitzen) nur formlich von der in [1], Kap. II gegebenen
Definition des direkten Produktes unterscheidet.

21. Anstatt der im Absatz 19 ausgesprochenen Vermutung, die sich als
falsch erwiesen hat, beweisen wir den

Satz 3. S, sei ein direkter Faktor in dem Verband G*. Dann ist die Menge S,
zugleich ein direkter Faktor in der verbands-geordneten Halbgruppe G*.

Beweis. Setzen wir voraus, der Verband G* ist in dem im Absatz 20 defi-
nierten Sinne in ein direktes Produkt " >~ S§; x 8’ zerlegt. Wenn ae S,
b e S ist, ist nach 20

anb=@ud)nOub)=(@n0)u(0nb)=20.
Wenn weiter xe (7% ist und wenn fiir jedes b e S’ die Gleichung  n b = 0 er-
tiillt ist, dann gilt x € §,. Wenn wir niamlich das Element x in der Form o =
=aub,ael, beS darstellen, ist nach der Voraussetzung b = 0, also x = «.

Es seien a, a’ Elemente aus S,. Nach dem schon Bewiesenen und nach Satz 6,

dass S, eine (*-Menge in (7 ist. Jedes Element x e (¢ ist eindeutig in der Form
r=auvb=a-+b, aeS,, belS'
darstellbar; wenn bei dieser Darstellung zugleich 2’ = o’ 4 0" ist, dann gilt
(dabna = 0)
x4 =@ b+ (@ +b)=(a+a)+ @B +0b).
Damit haben wir bewiesen, dass die verbands-geordnete Halbgruppe G*f ein
direktes Produkt ihrer C-Mengen S, S” ist.

Folgerung. Wenn der Verband G* in ein direktes Produlkt G* =~ S, X §'
zerlegbar ist, dann lisst sie die I-Gruppe G in das direkte Produkt G > 4 X B
zerlegen, wobei A = Sy, B' = S'.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 3 und aus 17.
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22. Wir wollen sagen, dass eine teilweise geordnete Gruppe G eine einzige
Komponente hat, wenn fiir jedes Element xz e @ Elemente u, ve G existieren,
fiir welche die Beziehungen v < 0, u < 2z, v = 0, v = z gelten. (Siehe [2].)

Durch Beispiele zeigt man leicht, dass der Satz 3 im allgemeinen fiir teilweise
geordnete Gruppen nich gilt.

Man kann die Frage stellen, ob die Sitze 1 und 3 fiir teilweise geordnete

Gruppen mit einer einzigen Komponente giiltig sind. Die positive Antwort
scheint sehr wahrscheinlich. .
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Vytah

KONVEXNE RETAZCE VO SVAZOVO USPORIADANYCH
GRUPACH

JAN JAKUBIK, Kogice
(Doslo dne 22. listopadu 1957)

Nech G je svizovo usporiadand grupa, obsahujica viac ako jeden prvok.
Pouzivame rovnaké oznadenia ako v [1], kap. XIV. MnoZina R c G je maximal-
ny konvexny refazec v G, ak R je refazec, ktory v @ nie je zhora ani zdola
ohranideny, a ak zo vztahu z, ye R, ze G, * < z < y vyplyva ze R.

Veta 1. Nech R je maximdlny a konvexny refazec v @, 0 € R. Potom R je priamy
faktor vo svizovo usporiadanej grupe G.

Veta 2. Nech R’ je maximdlny a konvexny refazec v G. Potom R’ md tvar R' =
=z + R, prifom x e R’ a R je priamy faktor v G.

Veta 1. Nech G je archimedovskd svizovo usporiadand grupa. Nech re G,
r > 0, nech interval (0, r) = R, je retazcom. Potom sa G dd rozloZit na priamy
stuéin G =~ R X @, priCom R je refazec a plati R, c R.

V odseku 20 je definovany pojem rozkladu na priamy siéin pre svézy

s najmensim prvkom; tato definicia sa len formalne li&i od definicie, uvedenej
v [1], kap. II.
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Veta 3. Nech S, je priamy faktor vo svize G*. Potom je S, zdroves priamym
faktorom vo svizovo usporiadanej pologrupe G*.

Désledok. Ak sa sviz G d4 rozlozit na priamy stdin G+ =~ S, X S’, potom

sa svézovo usporiadand grupa G dé rozloZit na priamy siéin G =~ 4 X B,
priéom A+t =8, Bt = 4.

Pesome
BLBIIIYHJLIE HEIINX B [-TPVIIITAX

AH AKVBUR (Jén Jakubik), Homwumne
(Tlocrynmno B pegaxmuio 22/XT 1957 r.)

IIycre G — l-rpynma, comepsxamas Goee OXHOTO dIeMenTa. Bocmomabayemest
o6osmavesmamu n3 kamru [1], ro. XIV. Muosxecrso B ¢ G Gymer MakcumMaskb-
HOH W BEIIYKJION menbio B (F, eciu R cBepXy m CHH3Y He OpraHMYeHHAs NeNb
¥ eciIm W3 COOTHOMmeHH# z, y € R, z € G, z < z < y Buirexaer z € R.

Teopema 1. Ilycmv R — makcumasvras u sunyksas yenv 6 G, 0 e R. Tozda
R asanemcs npamvim commoncumenes 8 Q.

Teopema 2. IIycmv B — makcumanvuan u ssinykaas yenv 6 G. Tozda R =
=z + R’', npuuem x ¢ R’ u R' — npamsiii comromcumens ¢ G.

B a63ame 20 ompenensercs HOHATHE PABJIOKEHUS B OPAMOEe NPOM3BEJEHUE
IJIA CTPYKTYP, B KOTOPAIX CYIECTBYeT HAMMEHBbIINH 3JIeMEHT; Halle oIpepese-
HEe TOITBKO OPMATIBHO OTIHIAETCA OT OUmpeneneHusa, aguoro B [1], rm. II.

Teopema 3. IIycmbv S, — npamoii comHomcumenv ¢ cmpyrmype GF. Tozda
S, asagemcs momce NPAMUIM COMHOMCUMENLEM 8 CMPYKMYPHO YNOPAOOUEHHOU
noayepynne G*.

CuencrBume. Ecim crpykrypy GY MOKHO Da3iIOKUTh B IPAMOE IPOM3BENe-
Eme G+ =~ 8, X 8’, 710 l-rpymma G pasmokmMa B IpAMOe IPOW3BENEHUE
G =~ A X B, npuvem A+ = 8§,, B¥ = §". -
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Casopis pro pastovani matematiky, rot. 84 (1959), Praha

POZNAMKA K PHRAGMEN-LINDELOFOVU PRINCIPU

JAROSLAYV FUKA, Praha
(Doslo dne 28. listopadu 1957) DT:517.531

Je znédmo, e vétu o maximu pro subharmonické funkce lze rozsifit
tak, ¥e se v okoli jednoho hraniéntho bodu pfipusti singularita jistého
typu. V 8lanku jest analysovéna p¥ipustnéd singularita v zévislosti na
tvaru hranice definiéni oblasti funkce v okoli singuldrniho bodu.
Zv145t8 jsou studovény oblasti, jejich¥ hranice ma v singulérnim bodé
bod vratu.

s 1

V celém ¢ldnku rozumime terminem ,,konformni zobrazeni‘ prosté a kon-
formni zobrazeni, thlem U, ¢ o vrcholu z, mnoZinu t&ch bodt z = = + 4y, pro

néz larg(z—zo)—oml<@~;—, kde 0 <a=<2 0<0O =2 (jeli x=0,
budeme index « vynechavat), sektorem S, ¢ mnozinu téch bodf z, pro néz plati
larg z| < @ —7;— , |z] < r, kde 0 < @ < 2; K, bude znamenat otevieny kruh se
stfedem v podatku a polomérem r.

Definice. (Viz [1] str. 1) Budi# u(z) realné funkce v oblasti G. Rikdme, Ze
u(z) je subharmonickd v G, jestlize mé tyto vlastnosti:

(Sy) — 00 =< uf2) < + o0, existuje bod z,e G tak, Ze u(z,) £ — co.

(S;) u(2) je shora polospojitd v G, tj. ke kazdému bodu z, ¢ G a ke kazdému
¢islu ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro |z — z,| < d plati u(z) < u(z,) + &

(S,) Budiz G’ oblast, lezici i se svou hranici H' uvnitt G. Budiz h(z) funkce
harmonické v &, spojitd v &' + H', h(z) = u(z) v H'. Potom h(z) = u(z) v G'.

Plati nyni tyto zndmé véty:

Véta 1.1. BudiZ G omezend oblast, leZici v whlu Ue. Budif u(z) funkce subharmo-
nickd v G.

a) Necht v kaZdém bodé z hranice G,z + 0, platt lim sup u(z) < C.

2eG, 22
b) Necht v bodé z = 0 (leZi-li ovdem na hranici G) plati lim sup u(z) r* =
2eG, 2—0
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=M < ©, kde 0 < k < =, r = |2|. Potom v kazdém bodé ze G platt u(z) < C

0 b
a je-li v nékterém bodé zye G u(z)) = C, je u(z) = C identicky v G (srovnej [3],
str. 115).

Vé&ta 1.2. BudiZ G omezend oblast, leZict wwniti oblasti, jejiz hranict tvo¥t krus-
nice ¢, se stiedem v bodé hyi a polomérem |h,| a krufnice c, se stredem v bodé hyi
a polomérem |hy|, hy % hy. BudiZ u(z) funkce subharmonickd v G.

a) Necht v kagdém bodé z hranice G, z + 0, platt lim sup u(z) < C.

z2e¢G, 2z
b) limsup w(z) < C (existuji-li ovdem v @ body z — 0, Re z < 0).
zeG, Rez<0, 2—0
1 1

~B 2n
) lim uz)e T=M < o0, kde 0 <k , =
C) z2¢G, Rezi%?z—so (Z) . H hl h2

r = [g].

H, =

’

Potom v katdém bodé z e G plati w(z) < C a je-li u(zy) = C v nékterém bodé
2o € G, je u(z) = C identicky v G.

V tomto odstavei uvedeme na ukdzku dikaz véty 1.2 anékteré pomocné véty.
V dalsim odstavei pak zobecnime véty 1.1 a 1.2.

Dikaz véty 1.2. Definujme v G funkei

w(z) = ek,F"'_"’ cos [lc’ (— __y_2 + %)] ,

x? 4y
kde
1,1 , 2
k (.1_ IL )
o(z) je redlna tast funkcee ‘* * / a je tedy harmonickd v @. Je-li z¢ @, je

11 1 ({1 H,\ —y | H, 1|1 1
—z;rl—z;<lm(7+f‘) Fre T T ST h TR
tj.
’ — Y H2 ’ Hl 2_” Hl_n
vl <v B <R 2T
a tedy

ey Hi)lS
MBI -
Je tedy w(z) > 0 v G. Oznaéme F,(z) = u(z) — o w(z). F,(z) je subharmonickéd
v G a podle ¢) pro dostateéné malé » plati

1 ;8
F (z) < M — gek #+9% cog [k’ ( - +yy -+ )] , kde M' > M.
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Je v8ak

x 1

1
ol = — —1
x2 2"y 2 2 2
+y V2 +y Vl 3;2

._I_

proz—>0, x> 0, neboﬁ%»()
o 2 L
Tedye “*"' >e¢ 7,k < k" <k’ pro dostatedns mala r. Je tedy
el ( ) 7)
F.z)<e "\M — one ,
tj.
limsup F,(z)=— 0<C

2¢G, Rez>0, 2—0

pro kazdé o > 0. Podle principu maxima pro subharmonické funkee ([1], str. 6)
tedy plati F,(z) < C viude v G. Prejdeme-li k limité pro o — 0, dostdvame
u(z) < C viude v G. Je-li v nékterém bodsé z, € G u(z,) = C je opét podle principu
maxima %(z) = C viude v G.

Lemma 1.1. Budif u(z) funkce subharmonickd v oblasti G. Budiz { = x(2)
konformni zobrazeni oblasti G na oblast H. Potom funkce ¢() = u(y~({)) = u(z)
je subharmonickd v oblasti H.

Dikaz. Madme dokézat, ze (C) splituje v H podminky (S,), (S,), (S,). Dikaz
podminek (S,), (S,) je zfejmy, dokdzeme tedy jen podminku (S,). Budiz G’ libo-
voln4 oblast takova, ze @ + H' c H, kde H' je hranice G'. Budiz ’({) harmo-~
nicka v &, spojitd v G' +H' a o' ({) = ¢(¢) v H'. Potom té% y~ Y@ + H') c G,
o(z) = o’'(x(z)) je harmonickd v y (&), spojitd v y UG + H'), w(z) =
= wu(z) v " Y(H'). Ztejm& y (H’) je hranici oblasti y~1(¢"). Ponévadz u(z)
splituje podminku (S,) v @, je w(z) = u(z) v {Y(H + &) a tedy »'({) = ¢({)
vG@ + H'.

Lemma 1.2. Budiz u(z) funkce definovand v Jordanové oblasti G. Necht v bodé z,
hranice G platt lim sup u(z) < C < oo. Budi ddle { = w(z) konformni zobra-

2eG, 2z,

zent oblasti G na Jordanovu oblast H. Potom v bodé {; = w(z,) platt lim sup ¢(£) <
teH, (=L,
C, kde o(0) = w(w™(0)) = wu(2).

Diukaz. Uzije se zndmého faktu, Ze konformni zobrazeni Jordanovych
oblasti lze spojité rozsifit na hranici (viz napf. [2], str. 409).

Lemma 1.3. Budiz ddna Jordanova oblast G a budiZ y jeji hranice. Necht exis-
tuje ro > 0 tak, Ze pranik G s kaZdym kruhem K,, 0 < r < r, je vnitfek ,,troj-
whelnika T, jehoZ ,,strany* tvoFi: oblouk krugnice c, se stredem v bodé k.t a polo-
mérem |h,|, oblouk kruZnice c, se stiedem v bodé hyi a polomérem |hy|, hy =+ h,,
a konecéné ten oblouk kruZnice k,, jeZ je hranict kruhu K ,, jehof krajni body jsow
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priasebiky k, s c, a cy a ktery v K, pfislu$t mensimu stiedovému whlu. BudiZ
w = [(2) konformni zobrazeni oblastt @ na oblast G, jejiZ hranici tvoit kruénice
¢, a ¢, takové, Ze f(0) = 0. Potom ke kaZdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze ve
omittku T's platt |f(z)] < (1 + ¢) 2]

Dikaz. Nejdfive poznamenejme, Ze konformni zobrazeni pasu ¢ <y < b

.4 - a+b
b-a 3 °

. ; . 1 -
na pravou polorovinu mi tvar w =e a Ze funkce " zobrazi

jednoduse souvislou oblast, jejiz hranici tvoii kruznice c,, ¢, na pas — <

7,
1 1 1 , :

<y< — T, nebo — Sy <y< — o Oznadime-li tedy z = ¢(w) kon-

formni zobrazeni pravé poloroviny na @ takové, Ze @(0) = 0, a dale H, =

1 1

“ |k By
oz (1 H,

p(w) = e (W T 1) zobrazuje konformné &4st okoli poéatku roviny w na 8ast
okoli bodu z = 0 lezfci v pravé poloroving, pii em? tseéce imagindrni osy
roviny o je pfifazena tsedka imagindrni osy roviny z. Podle principu symetrie
tedy plati p(w) = w(c; + ¢ + ...), ¢, + 0. To znamend, Ze pro dostatetné
mald z e G plati

2z (1  H, . 2z (1 H, .

ei(7+4_z) = ei‘(a+ 4_1) (¢, +..)=¢e"
(jednoznatna vétev logaritmu existuje, nebot pro dostateéné mala z a tedy pro
dostateéné mald w je ¢; + ... & 0). Pro dostateéns mald z e G tedy plati

(podle pFedpokladu je H, > 0), H,= }—;— + kl , potom funkce
1 2

2n

1 H
(;‘4’—411:) + log (¢, + ...)

2z (1  Hy,\ 2=l  H,.
‘~H—1(~;+T@)—H—1(%+—4—i’)+10g(cl+"'))
t;.

1
w

I

H
[1 -}—wé;llog (cl—}—...)].

K ¢ > 0 existuje tedy é > 0 tak, Ze pro [z| < 4, ze G plati

%gﬁ(ws),

1
z

ti. hw| < l2|(1 + &), ¢. b. d.

2

Definice 2.1. Budiz déna oblast G, jejiZz hranici tvo¥i uzaviend kfivka y.
BudiZ zy € G. Oznadme M mnozinu viech Ghla U, o o vrcholu z,, jez maji tuto
vlastnost: Viechny body oblasti G, jei lezi v jistém okoli bodu 2y, lezl v U, 6.

67



Oznaéme N mnoZinu viech @ takovych, ze U,,e M. Budiz N + ¢. Budiz
# = inf @, ¥ > 0. Potom ¥ikdme, %e y mé v bodé& 2, whlovy bod Fddu 9.

Vé&ta 2.1. BudiZ G omezend oblast, jejtZ hranice y md v poldtku whlovy bod Fddu
0. BudiZ u(z) funkce subharmonickd v G. Necht jsou ddle splnény predpoklady
a), b) véty 1.1. Potom 2@stdvd v platnosts ¢ torzent véty 1.1.

1
Dukaz. Necht tedy v podatku plati lim sup u(z) 7" = M < 00,0 <k < R
z2eG, z—0
1

Zvolme ¢&islo k' tak, Ze k < k' < R Pondvad? y ma podle predpokladu v po-
gatku tGhlovy bod ¥adu O, existuje thel U ;1 o vrcholu v podatku tak, Ze body

T K
oblasti G, lezici v jistém okoli poddtku, lezi v U 1. Bez Ujmy na obecnosti
&®, E’— °
oy g3 . ’ T R | %
miZeme ziejmé kldst x = 0. Pfedpoklddejme nejdiive, Ze 7 < 1. V tom pii-
padé mhZeme sestrojit tak malé kruznice k,, k, dotykajici se v potatku ramen
dhlu U, a protinajici se v bod& a < 0, %e oblast G i U1 lez{ ve vnéjsku kazdé
%,— X

z kruZnie k,, k,. Transformaci = prejde oblast bodd lezicich vné kazdé

z—a
z kruZnic k,, k, v Ghel U, v roviné {, oblast G v oblast G’ c U’,, funkce u(z)
& x
ve funkei #'({) = u(z) definovanou v @'. Podle lemmatu 1.1 je »’({) subharmo-
nickd v G’ a ziejmé plati
lim sup »'({) < C
el oF

v kazdém hreniénim bod® £ + 0 oblasti G'. Ponévady funkce { = —— mé

v okolf podatku rozvoj { = — 2(1 + % + ), plati v jistém okoli podatku |{| =
< K|z|, K < 0. V bod8§ { = 0 tedy plati

lim sup %'({) [{[¥ < lim sup u(z) |¢|* . K¥ = K¥ .M < o0 .
LeG', {0 z2eG, 20

u'({) tedy spliiuje predpoklady a), b) véty 1.1. Je tedy «'({) < C viude v &/,
aje-liu'($o) = C, {ye &, jeu'({) = Cidenticky. Stejné tvrzeni plati tedy i v ob-
lasti G pro funkei u(z) = %'({), c. b. d.

. 1 y y . s e
Je-li 1 < 7 < 2, sestrojime op&t tak malé kruimice k,, k, dotykajici se
v podatku ramen tGhlu U; a protinajici se v bodé a < 0, %e oblast G i U1 lezi
g E

v oblasti, kterd je vnéjfkem priniku vnitikd kruZnic k,, k,. Dalsi postup je
stejny.
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Definice 2.2. BudiZ d4na oblast @, jejiZ hranici je uzaviens k¥ivka y. Budi
2, € . Oznaéme V, 4 oblast, jejiZ hranici tvoii dvojice parabol z, + (z + 2x*) ¢,
zy + (x — ta*) €', pii éemZ poloptimka 2z, + te®, t > 0, lezi ve V, 5. Oznatme M
mnozinu viech V, g, jez maji tuto vlastnost: V8echny body oblasti G, jeZ leZi
v jistém okoli bodu z,, lezi ve V, 5. Oznaéme N mnozinu viech « takovych, Ze
VaigeM.Budiz N + ¢. Budiz o = sup «, ¢ = 2, p < . Potom ¥ikdme, Ze y mé

v bodé& z, bod vratu fddu o — 1.

Definice 2.3. Budiz déna oblast @, jejiZz hranici je uzaviend k¥ivka y. Budiz
2z € y. Necht y mé v bodé z, bod vratu ¥ddu . Oznatme W3 1, &, > h,, oblast,
jejiz hranici tvori dvojice parabol

2o + (x + thyaetl) e | 2y + (x + shyzet?) ¢if |

pfi ¢emzZ poloptimka z, + te®, ¢ > 0, lezi ve W$_,,. Oznatme M mnozinu viech
WS n., jez maji tuto vlastnost: V8echny body oblasti G, jez le#i v jistém okoli
bodu z,, lezi ve W5, 1, . Oznaéme N; mnoZinu %, takovych, Ze k nim existujf 4,
tak, ze W3 »,e M, a N, mnoZinu h, takovych, Ze k nim existuji 4, tak, Ze
WS, s e M. Budiz N, + § (pak je ziejmé i N, + 0). Budiz H, = inf h,, H, =

hyeN,
= sup h,, H; > H,. Potom fikdme, Ze y ma v bodé z, bod vratu Fddu o typu
hoe N,

[H 1 H 2]' : .
Lemma 2.1. BudiZ @ oblast, jejiz hranici je kfivkay. Necht y md v poédtku bod
vratw fddw o typu (H,, Hy]. Necht G lei uvonmiti dhlu Us, o' > o. Zobrazeni

e
{ = 20 prrevede G v G' a y v y'. Potom ki#ivka v md v poldtku bod vratw Fddu 1

typu [oH,, oH,].

Dukaz. Budiz gh, > oH, > oH, > ph,. Podle pfedpokladu existuje oblast
WS ay(hy > hy > Hy, Hy > hy > h,) tak, Ze pro jisté okoli O podétku roviny z
plati G n O c W$: 5, . Nyni viak je

(x + jaa®t)e = 28(1 + iaa®)®
a tedy
(x + iax?t)? = 22 + jpax’® I O(x™)

pro « — 0. Existuje tedy oblast Wy, . .. tak, Ze v jistém okolf O c {(O)plati
G'n 0" c Wy on,- Kdyby nyni ' méla v podétku bod vratu ¥adu 1 typu
loHy, oH;), Hy < H,, H; > H,, ukdzali bychom stejnym zpfisobem existenci
oblasti W% » g~ v roviné 2, pti emZ by v jistém okoli O po¢dtku roviny z platilo
OnGc W u»ra Hy >Hi > H;, H, > H, > H,, coz podle pfedpokladu nenf
mozné. Stejné se vyloudf moznosti Hy = H,, Hy > H, a H; < H,, H, = H,,.
y' mé tedy v poéatku bod vratu fddu 1 typu [oH,, oH,]. .

Stejnym zpasobem se dokaze

Lemma 2.2. Budiz @ oblast, jejiz hramict je uzavfend k¥ivka y. Necht y md
v pocdtku bod vratw Fddu o typu [H,, H,). Zobrazme oblast G na oblast G’ pomoct
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, —az
zobrazent { =

=z (1 + s- + ) Potom G’ md v poédtku opét bod vratu
fddu ¢ typu [H,, H,].

Lemma 2.3. Budi# ddna parabola p(zx) = la 2. Potom pro dostatetné mald x

leZi polokruinice k(x) = a'.— a’ Vl - c% nad [pod] parabolou p(x), jeli
0<a <anebod>a>a [a >a>0nebo0 >a > al,tj. pro takovd o’ plati
k(x) — p(x) > 0 [k(x) — p(x) < 0].

Dukaz. Pro dostatednd mald x je

2 2 2
k(x)=a'—a’Vl—g,-z=a’—a’(l—2—906‘,—2—01(96‘))=%+0(x‘)
a tedy

x2 (1 1
k(x)—?(x)——(g,-——-)-f-o(xf‘),
tj.
k() — p(x)>0 pro a >a >0 nebo 0>a >a,
k(x) — p(x) <0 pro ¢’ >a >0 nebo 0>a >a, c. b.d.

Dusledek. Budi# déna oblast @, jejiz hranici je uzaviend kiivka y. Nechﬁ. '
mé v poéatku bod vratu fidu 1 typu [H 1, H,]. Potom ke kazdému 1 > 0 exis-

tuje kruZnice k, se sttedem v bodé —— ¢ a polomérem a kruZnice k, se

2h 2|h |
sttedem v bodé — i a polomérem tak, Ze H, —{— n>h, >H, Hy>
2h,2 2\h2\

> h, > H, — 7 a %e oblast 7T, jejiz hranici tvo¥i k,, k,, obsahuje viechny body
oblasti G lezici v jistém okoli poéatku.

Dikaz. Stadi to dokizat pro 5 dostatednd malé. Zvolme tedy n > 0 tak, aby
isla H, a H, + n resp. H, a H, — n méla stejnd znameni, je-li H, #+ 0, resp.
H, + 0. Podle definice existujf &isla hy, ky tak, Ze oblast W,l », Obsahuje vie-
chny body jistého okoli potatku leiici v G, p¥ ¢emz H, +n > hy > Hj,
H,> hy > H, —n. Z pravé dokézaného lemmatu plyne okamzité tvrzeni.

V&ta 2.2. BudiZ G omezend oblast, jejiz hranice y md v poédtku bod vratu Fddw o
typu [H,, H,]. Budiz u(z) funkce subharmonickd v Q.
a) Necht v kaZdém bodé Zey, z + 0, plati lim sup u(z) < C.

z2eG, 252

: : 4
b) lgl:l;jgg ag)e ®=M < oo, kde 0 < k < m—my’ = lz].

Potom v kaZdém bodé z € G plati u(z) < C, a je-li v nékterém bodé z, e G u(z) =
= C, je u(z) = C identicky v G.
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Dukaz. Predpokladejme nejdiive, ze G c Ug, @' > p. Zobrazme oblast G po-

moci zobrazeni 2’ = 2¢ na oblast G'. Jeji hramce y" bude mit v poéatku podle
lemmatu 2.1 bod vratu ¥adu 1 typu [eH,, oH,]. Podle disledku lemmatu 2 3

1
1 a polomérem

mizZeme tedy sestrojit kruznici %, se stfedem v bodé - BT
. 2h,

2lh1'

¢ a polomérem —— tak, Ze k; > oH, >

1
a kruZnici k, se stfedem v bodé —— o,

2[}» |
T < T

hy— hy " o(H, — H,)
v jistém okoli O’ bodu 2z’ == 9, lezi v jednoduse souvislé oblasti 7', jejiZ hranici
tvoif kruznice k; a k,. Existuje tedy déle kruznice K se stfedem v poditku tak,
Ze oblast 7", jez obsahuje bod o a jejiz hranici tvoti oblouky kruZnic k, a k,
a oblouk kruZnice K, obsahuje G'. Zobrazme koneéné 7" na T pomoci funkce
;= f(z'), {(0) = 0. Oblast G p¥ejde v oblast H c T. V H méame tedy defino-
vanu funkei U({) = %/(2') = u(z). Podle lemmatu 1.1 je U({) subharmonicka
v H a podle lemmatu 1.2 v ka?dém bodé { hranice oblasti H, & + 0, plati

limsup U(%) < C.

LeH, [T

>oH,>h, a k< a Ze body oblasti @', lezicf

Funkce U(¢) spliiuje tedy podminky a), b) véty 1.2. Ztejmé dale plati
1
lim sup u'(z') e F=M.

‘2'eG’, 2’0

Zvolme ¢ >0 tak, Zze k' = (1 +¢)k < ———. Potom podle lemmatu

— h
1.3 existuje mnoZina T, tak, Ze pro z’e T,, plajn f@)] < (1 +¢)

lc k'
‘ m,r,:f ), a tedy

%t
lim sup U(f) e I < 0.
leH, {—0

Ponévadz je k' < Tzn—h , spliuje funkee U({) v oblasti H ¢ T'i ptedpoklad c)
1= v2

véty 1.2. V H tedy plati U(L) < C,aje-liU(L,) = C, Lye H, je U(L) = C viude
v H. Totéz plati tedy také o funkei u(z) = U({) v G.
Zbyvd nakonec zbavit se omezeni G c Us, o' > ¢.
Q;
Ponévadz G méa v poéatku bod vratu ¥adu ¢ typu [H,, H,], existuje kruh K,
se stfedem v podatku a polomérem r tak, ze K, n G c S 2 o > o, tj. G E,

kde E =R — (K, — S 2), B je roz§ifend rovina. Ste]ne ]ako v dikazu véty

g
2.1 sestrojime dostatedné malé kruznice k,, k, a pouZijeme zobrazeni z, =
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— —% Oblast G piejde v oblast Gy, jex le# uvnitt dhlu U a mé podle

z—a <
lemmatu 2.2 v podatku bod vratu ¥adu g typu [Hy, H,]. Funkece u,(z,) = u(2),
definované v G;, je podle lemmatu 1.1 subharmonickd a v kaZdém bodé z,
hranice G4, 2z, + 0, plati

lim sup u,(2;) = C .

2,€Gy, 2,—%,

’ .k 1
Zvolime-li dostateén malé § > 0, plati v T's |2, < (1 + ¢) [2], tj. = < (_l:‘_'fl,
5 %1
. N 7 g
a tedy Jze zvolit &, = (1 + ¢) k tak, ze k < kb, < o — ) a ze

1
I
lim sup u,(z,) e  (=l® < 00,

2,eG,, 2,—0

¢imz je uloha pfevedena na tlohu jiz vySetfovanou.
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Pesmowme

3AMETHA K IPUHIOUIIY OPATMEHA-JIMHIEJIE®A

APOCJIAB ®VKA (Jaroslav Fuka), Ilpara
(ITocTynnao B pemaxmmio 28/XT 1957 r.)

B pabore o6obimeHa — ¢ TOMONIIO 9IeMeHTAPHEIX KOHQOPMHEIX OTOOparke-
Huii — Teopema Dparmerna-Jluanenéda masa momock. B Bume mpumepa mMoKa3bI-
BaeMHIX TeopeM IIPUBOAUM YAaCTHHIN ciyduail Teopemsl 2.2:

ITyemvs G — obaacmy, oeparuvennas Hcopdarnosoii kpusoi y. IIycmv y co-
CMoum 6 HeKoMmopot OKPECMHOCIMU HAYaAa U3 08yxr napabos

Py =2+ thattl, py=zx +ihat*, 220, by > h,.
ITyecmy u(z) — Pynryua, cybeapmonuveckas ¢ G u ydosaemsopanwas yYcro8uLm

a) 0aa Kamcdoli mouku z €y, 2 + 0, lim sup u(z) < C

2€G, 22

~1
Do



1
6) lim sup u(z) e e =M< 00k —————
2¢G, 2—0 e(kl - h2)
Toeda ¢ kamcooi moure ze G u(z) = C, u ecau 6 HeKomopoil mouke z, e G
u(z) = C, mo u(z) = C ecrwdy ¢ G.

T
,’I‘=|Z!.

Zusammenfassung
BEMERKUNG ZUM PRINZIP VON PHRAGMEN-LINDELOF

JAROSLAV FUKA, Praha
(Eingelangt am 28. November 1957)

In dieser Arbeit ist, mit Hilfe der elementaren konformen Abbildungen, der
Phragmén-Lindelof’sche Satz fiir den unendlichen Parallelstreifen verallge-
meinert.

Als Beispiel der bewiesenen Satze fithren wir einen Spezialfall des Satzes
2.2 an.

Es sei G ein Gebiet, das durch eine Jordankurve y begrenzt ist. In einer Umge-
bung des Nullpunktes sei die Kurve y aus zweit Parabeln

P =, + thet ) p,=x 4 dhaet!, x=0, hy > h,,
zusammengesetzt. Bs sei u(z) eine subharmonische Funktion in G, welche folgenden
Bedingungen geniigt:

a) In jedem Punkte zZey, Z % 0, gilt lim sup u(z) < C,

2eG, 2%

52

2z 7
b) limsupu()e =M< 0, 0<k< olhy, — hy) sr=lgl.

Dann gilt w(z) < C in jedem Punkte ze @, und wenn u(z,) = C in einem
Punkte z, e G ist, so ist in @ identisch u(z) = C.
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&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

0 JISTYCH ROZKLADOVYCH MNOZINACH ROVINY

MILAN SEKANINA, Brno
(Doslo dne 10. dnora 1958) DT :519.52

Vénovdno prof. Otakaru Bortwkovi, &lenu kores-
pondentu CSAV, k jeho Sedesdtym narozenindm.

(lanek se zabyvé rozkladovymi mnoZinami roviny, které jsou ddsti
piimky s komplementem (vzhledem k p¥imece) o mohutnosti mensi neZ
mohutnost kontinua.

Podmno#ina M roviny E, se nazyvé rozkladovd mnofina roviny E,, existuje-li
na E, rozklad takovy, Ze jeho prvky jsou mnoZiny shodné s M (viz [1]). P¥imky
chdpeme jako mnoZiny bodi a znadime je malymi latinskymi pismeny p, I, ....
Body znadime malymi feckymi pismeny «, g, .... Prisetik ptimek p, a p, zapi-
sujeme t€Z jako p; 0 p,. Je-li M c E,, card M = 2, potom p(M) znadi piimku
(existuje-li), obsahujici M.

Nechf nyni je [ libovolng, ale pevné zvolend piimka v E,, M jeji podmnozina,
m = card M < 2%.!) Predpokladejme, z2e N = [ — M je rozkladové mnoZina
roviny, R necht znaéi rozklad roviny F, v mnoZiny shodné s N. Prvky tohoto
rozkladu budeme znaéit N,, n, = p(N,). Protoze card (n, — N,) < 2% a Ze
prog + je N, n N, =0, jen, + n, pro =+ . Mnozinu viech n, oznaéme
M. 7, necht znadi pro dané ¢ libovolng, ale pevné zvolenou shodnost roviny
takovou, Ze 7,(N) = N,. V dal§im budeme studovat strukturu rozkladu R.
UkdZeme, Ze pfimky =, tvoii dvé osnovy rovnobéinych primek, z nichZ jedna
obsahuje vSechny mozné rovnob&zky s danym smérem, druhd pravé m rovno-
bézek.

Lemma 1. Bodem x e B, prochdzi nejvij$e max (m, ¥o) primek n,.

Dikaz. Bud | mnozina viech ptimek n,, které prochézeji bodem «. Pii-
pustme, Ze card Il > max (m, §,). Existuje pravé jedna ptimka n, v U tak, Ze
aeXN,. Oznatme Ul; = U — {n,}. Pro n, €, plati xen, — N,. Tedy M neni
prazdna mnoZina. Existuje tedy fen, — N, . Necht fe N .- Piimka n, pro-

') Ptipadem, Ze card (I — M) < 2%, jsem se zabyval v &lénku [1].
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tind v8echny piimky z Il s eventudlni vyjimkou jedné z nich (totiz té, kterd je
s nf rovnobéznd). Tedy n protiné opét card U ptimek z Ul,. Ponévadz card (n, —
— N,) = m, existuje mezi témito piimkami card Il pfimek takovych, Ze maji
neprazdny prinik s N, . Mnozinu téchto pfimek oznadme ll,. Pro n, € ll, plati
tedy N, n n, 3 0. Ponévadz téZ « non ¢ N, musi byt vzdalenost bodu N, n n,

a bodu x rovna vzddlenosti jisté dvojice bodt.z M. Je-li m konedné, je (r2n)

dvojic riznych bodt z M, je-li m nekoneéné, je jich pravé m, tedy je v obou
ptipadech tato mohutnost nanejvys max (m, %,). Ponévadz body N, n », lez
na pfimece n, a je jich vice nez max (m, X)) = 2 max (m, X,), doSli jsme ke
sporu. Tim je lemma dokazano.

Nyni uvedeme tvrzeni obecnéjsi:
BudiZ ddno pét raznych primek 1, ..., ly s témito viastnostmi:

l,, 1, se protinaji v bodé « a ly, 1, 5 neprochdzejt bodem «. Necht ddle plati
(o metrika v E,) o(l, n l;, 1y 0 ;) = rproi = 3, 4, 5. Potom plati

Lemma 2. Necht v; je bod pfimky 1;, © = 3,4, 5, pro né&jz plati o(l, n L;, »;) =
=d, +0, o(l 0 l;,v;) =d, + 0, kde d, a d, jsou kladnd &isla nezdvisld na 1.
Potom body v; neleZi v primee.

Dukaz plyne ihned ze znamé véty (viz napf. [2], odst. 72), Ze body v, leZi
na elipse.
Piejdeme opét k vySettovani rozkladu R.

Lemma 3. Necht U c N takovd, Ze pron, e U, n, e U, n, *+ n, je n, ¥ n,.
Potom card I << 2%.

Dikaz. Ptipustme, Ze existuje U tak, Ze card I = 2%. Zvolme libovolné, ale
pevné tii rizné pifmky n,, n, ., 7, € U. Necht I, je mnoZina téch pifmek =,
z W, pro néz plati N, n n,, = 0. Je ztejmé v disledku lemmatu 1 card U, = 2%.
Necht 11, je mnoZina téch ptimek n, z I, pronéz N, n n,, = 0. Jeopét card Ul,=
= 2%. Je tedy pro n, € U,

n, N ntﬂ = TL(“I) , n,. N nln' == Tl(ﬂt)

pro jisté «,, B, ¢ M. Protoze card M << 2%, existuje podmnozina H; c 11, 0 mo- .
hutnosti n vét$i neZ max (m, ¥,) takovych piimek n,, Ze pro =, n,el; je
&, = &y, B, = B,.. Oznadime-li totiZ pro «, f e M symbolem I(x, #) mnozinu
téch indext ¢, pro néz o, = «, B, = f§, dostdvime systém mnozin o mohutnosti
nanejvys rovné max (m, ¥,). Kazdy index . pat¥i pravé do jedné z mnoZin
I(x, B), totiz do I(x,, B.). Sjednoceni v8ech mnozin I(x, f) mé tedy mohutnost
2% a musi tedy existovat dvojice «,, 5, tak, zZe '

card I(x;, f;) > max (m, ¥N,) .
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I, je potom na pifklad mnozina viech pifmek 7, e ll,, pro né% ¢ e I(xq, By)- Mezi
3 3 v
pitmkami 7, z Us je opét n takovych, ze N, n n,. = 0. Jetedy N, 0 n,, = 7,(7.)
pro vhodné y, € M. Existuje dale mnoZina

i, clly, cardl, = n’ > max (m, X

takové, e pro n,, n € Uy je y, = y., coZ nahlédneme bezprostfedné tpravou
ditkazu existence ;. Pro n, . € U, je tedy

Q(’I’LL N Ny, N O nx,’) = Q(nt’ 0", Ny 0 nt,’) == Q(‘xu ﬁL) P
Q(n‘ N Ny, M O nzn') = Q(%L' 0O Ny My N n;,') == 9(7” 131) s
p(n, 0 My W O nlo) = o(n,s N Rpyrs My O M) = (Y0 %) -

Ale card U, = n’' > max (m, X). Bodem n, n n,,, miZe prochdzet podle lem-
matu 1 maximélng max (m, 8,) pfimek z W,. V U, existuji , I,, I; tak, Ze ne-
prochazeji bodem n,, 0 n,. Tyto pfimky spolu s n, =1I, a n,, = l, spliujf
piedpoklady lemmatu 2. Pii tom body »; = I; n n,. leZi na ptimce 7, coZ je
spor s tvrzenim lemmatu 2. :

Lemma 4. Existuji primky py, p, tak, Ze kaZdd primka n, e N je bud rovno-
béind 8 p, nebo S Ps.

Dikaz. Necht Il je mnoZina takovych p¥imek n,, Ze kazda primka n, zR je .
rovnobéZna pravé s jednou ptimkou 7, z I'. Podle lemmatu 3 je card 1’ < 2%.
Je-li n, € 1', oznalime symbolem (n,) mnoZinu viech pfimek z N rovnobéz-

nych s n,.. Ponévadz viech piimek n, je 2% a N = U lU(n,), existuje n,, tak, Ze
! n, e

card W(n,) = n > max (m, ¥,) -

Oznaéme jednoduseji U = l(n,). Pripustme, %e tvrzeni lemmatu 4 neplati.
Potom existuji dvé pHimky »,, n,,e W — U tak, Ze n,, 4 n,,. Necht U, C U je
mnozinou viech takovych piimek n, z I, Ze N, n n,, = 6, N, n n,, = 9. Snadno
zjistime, Ze card I, = n. P tom o(n, n n,, n, n n,,) miZe nabyt maximélné
max (m, ¥) hodnot. Pro n, € ll; existuje vSak maximdlné jesté jedna piimka
n, e U, tak, Ze o(n, n n,, n, 0 n,) = o(n, n n,, N, n n,) (ato rovnobézka s n,,
kterd mé od prisetiku n, n n,, tutéZ vzdilenost jako n,). Tim jsme dosli ke
sporu.

Véta 1. Necht p, a p, jsou piimky z lemmatu 4. Necht N, (N,) je mnoZina téch
primekn, z N, pronéZn, || p, (n, || p,). Pak lze oznadent zvolit tak, Ze

1. existuje n, e W, tak,Ze prom, e Ny je N, 0 n, + 0,

2. N, obsahuje véechny rovnobétky s p,, card N, = m.

Dikaz. Podle lemmatu 4 m4 aspoti jedna z mnozin N, a N, mohutnost 2%.
Oznadeni lze volit tak, e je to N,. Je-li M = 0, potom N, = @ a lemma je
dokézdno. Je-li M + 9, existuje n,, € MNy. Necht U je mnozina vech t&ch ptimek
n e My, pronéz N, 0 n, % §. Je card 1l = 2%. Mnozinu Ul rozlo¥me nyni ve dvé
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tiidy U, U, takto: dvé piimky n,, n,. z Il patii do téZe tiidy pravé tehdy, kdyz
existuje translace t*, pro niz 7*(N,) = IV,.. Oznaceni budiZ zvoleno tak, Ze
card U, = 2%. Zvolme libovolné, ale pevné n, € U, a pro kazdé n, ¢ U, translaci
7" tak, ze 7;(N,,) = N,. Z definice mnoZiny U, plyne, Ze pron, ¢ Il; je n, n n, =
= 7(«,) pro jisté x,en, — N, . PondvadZ card Il; = 2% a card (n, — N,) =
= m < 2%, existuje podmnoZina W; c Il;, card l; = n’ > m takovych =, Ze
pro n, myelly je &, = &, = «. Pripustme nyni, Ze existuje n, ¢ N, tak, Ze
pro n, € \l; plati N, n n, = 6. Potom je pro n, ¢ U; také N, n n, = 0. Kdyby
totiz pro nékteré n, ¢ ; platilo N, n n, % ¢, potom by z N, n n, e N, plynulo
N,nnmnoneN, atedy N, nnen — N, Existuje pak fen, — N, tak, Ze
77(B) = N, 0 n,. Je viak

o(n, nm,,m, 0omn)=on, 0on,n, nmn)

vevs

(jednd se o protéjsi strany rovnobéznika), tedy

*(p)
7. =n,0mn, a n nn,en, —N, =>mn, nn nonelN,,

¢ilin, nn, eN, a N, nmn, + 0 coZje ve sporu s nadim pfedpokladem. Tim
jsme shora uvedené tvrzeni pro n, dokazali. Ale mame opét spor, protoze ta-
kovych rovnobéinych piimek n, miZe existovat v R pouze m. Za n, miZeme
tedy poloZit libovolnou pfimku z W;. Pro kazdé n, e N, je N, n n, = 0, tedy
card N, = m. Tvrzeni o N, je potom evidentni. Tim je véta dokazana.

Véta 2. Pro { € M existuje translace T primky ltak, Ze ©(M) c M, { non e ©(M).

Dikaz. Necht 9, a 0, jsou mnoZiny z véty 1, n, piimka z tvrzeni 1 véty 1.
Necht #en; — N,. Existuje n, ¢ N, tak, Ze ne N,. Déle existuje n'en, —
— N,,. Necht n' ¢ N, (pfi tom n, e N,). Necht 7’ je translace roviny E, ve
sméru p, (definici p, viz v lemmatu 4), kterd prevadi ptimku n, vn,. Z tvrzeni 1
véty 1 o n, ihned plyne, Ze

v(n, — N,)cny — N; a mnonet'(n, —N,).
Dile je
Tl(nz, - NL,)%nl — N,
tj. existuje shodnost 7" p¥imky 7, tak, Ze
T”(Tl(nt, - NA,)) =Ny — Nl .

Protoze 7'(n,, — N, ) je vlastni podmnozina v n, — N, je 7" translaci. Tvrzeni
véty pak plyne ze shodnosti M o~ n, — N,.

Ukézeme, Ze podminka vyslovend ve vété 2, je podminkou dostateénou pfi
m = ¥, pro to, aby N = | — M byla rozkladovou mnozinou roviny. Uvedme
nejprve pomocné tvrzeni:

Lemma 5. Necht p je pFrimka, M c p, card M = 8,. Necht je splnéna ndsle-
dujici vlastnost (V):
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Pro te M existuje translace © pftmky p tak, Ze {none (M) c M.

Potom existuje poslowpnost podmnotin My, My, M,, ..., M,, ... takovd, Ze

1. pro M, existuje translace o, pnmky p tak, Ze a,,(M y=M,c M,

2. M= MODM SMyo> M;>...0 M, >.

3. ] M.=9

n=01,..

Dikaz. Ad 1. Uspotédejme body z M do posloupnosti {&,, &y, &, ...} Existuje
translace na p T, tak, e £ none 7,(M) c M. Poloime ¢, = 7,. Budte defino-
vény translace @, prok <n tak, Ze @, ... @, (M) c M. Necht n, je prvni index,
pronéjz &, €@, . .. Pu—1(M). Existuje translace T, Na p tak, Ze £, NON € Ty, (M) c
c M. Polozime ¢, = T,. Je

@1 Pn-1 %(M) = <Pn[(P1 . (Pn—l(M)] c (pn(M) cM.
PoloZzime 6, = ¢ --- @, M'n = Un(M)’ MO =M.
Ad 2. ]"I,-{»I = 0',,+1(M) = Oy - %+1(M) c O',,(M) = -M'n'

Ad 8. Necht &,e M,—,. Potom n;, =n a &,noneo,(M)= M, Tedy
t.mone || M, : _
n=01,,.. -

Poznamka. Je-li C mnoZina viech celych &fsel a C -+ nz (7 libovolné ira-
cionaln ¢slo) znadi mnozinu, kterd vznikne z C translaci o nz, pak UY(C -+ nx),
pii emi se séitd pres piirozena n, je ptiklad mnoziny s vlastnosti (V).

Véta 3. Necht M c p md vlastnost (V), card M = x,. Potom p — M je rozkla-
dovou mnoZinou roviny E,.

Diukaz. Zavedme v E, kartézskou soustavu soufadnic. Necht napi. p splyne
s osou soufadnic , body z M ztotoinime s jejich soufadnicemi z, ..., Z,, .. ..
‘Necht dile M = My> M,;>...0 M, > ... je posloupnost z lemmatu 5. Necht
x € p. Potom nechf n(x) je prvni index takovy, Ze x non e M, . n(x) existuje,
coZ plyne z vlastnosti 3 lemmatu 5. PoloZme pro «; ¢ M p; = x = z,; necht R, je
mnozina bodd (z;, y), kde y € p — M, )1, b=y = k (k redlné &slo), P, budiz
mnozina bodi (y, k), kde y e p — M ().

Ukézeme, Ze systém viech mnoZin P, a R, tvoti rozklad na E,:

1. P,, R, jsou neprézdné. 2. P, n R, = 0.

Dikaz. Jednd se o to, Ze prisedik ptimek I, a p; (2,, k) nepatii do P, n R;.
Rozli$me dva pifpady:

a) n(k) < n(z;), b) nk)=n(x,) .
Ad a): Potom z;¢ M, tedy x;nonep — Mg, tedy bod (z;, k) none P,.
Ad b): Potom ke M, o)1, tedy knon e p — M (zp-1, tedy (2, k) non e R,.
3. UR, WUP, =E,.
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Dikaz. UvaZzujme o bodu (a, b):

a) necht a none M. Potom (a, b) € P,.

(6]

)
b) a = z; pro jisté ¢, bnone M. Potom (a, b) e R,.
)a,beM, a =2, b=ux,

)

¢’) Necht n(b) < n(a). Potom b non e M, -, tedy (a, b) € R,.

¢”) Necht n(b) = n(a). Potom aep — M,u), tedy (a,b)eP,. Je ziejmé
P~ p — M~ R, Tim je véta 3 dokdzana.

Ukézeme, Ze véta 3 obecné neplati pro m, kdyz ¥, < m < 2%. Necht
tedy m je kardinalni éislo, pro néz plati ¥, < m < 2%. Budiz H Hamelova
base,?) M mnoZina indext, card M = m. Necht @ c H, card G = m. Budeme
téz psdt @ = {p,}, te M. Polozme G; = G — {p,}. Necht H, c H, card H, = m,
Gn H, =0 (H, ziejmé existuje). Budeme psit H, = {z;}, e M. Necht
@, = [G,] je additivni grupa vytvoiend mnoZinou G,

g, =U@ + 6; + np;)

n=0

(z; + &, + np; znamend mnoZinu vsech ¢isel tvaru x; + g + np;, ge @),

4 = U ¥9,;. Je card ¢ = m. UkdzZeme, 7e B, — ¥ neni rozkladovou mnofinou na
ieM

E, (E, zde zna¢i mnozinu vSech realnych ¢&isel), ackoli mé vlastnost (V). Dukaz

provedeme pomoci nékolika diléich tvrzeni:

a) 9, jsou navzdjem disjunktni.
b) 4, +np. = 9;, ncelé, 1 £ k.
c) x; +¢g +np;none¥; + (n + 1) p; C F;, n celé nezdporné, ge &;.
Dukaz tvrzeni a), b), ¢) je evidentni z definice ¥,.
d) ¢ ma vlastnost (V). Dikaz plyne z b) a c).
e) Necht 4 +tc %. Potom 9; +tc @, at=Zkp,, k; = 0 celd, pfi Sem? se
s6itd pres véechna p; a jen koneéné mnoho k; je vétsich nez nula. )
Dikaz. Necht
zi+g+npHt=2+9 +mp, 2 +9 Fup+t=24+9" +1pm,
Pi‘i éemi gE ®i’ gl € ©k1 g” € @l'
Pripustme, Ze ¢ + k. Potom
t=2,— 2 +¢ —9g + mp — P;,
b=z — 2+ ¢ — ¢ +71p — WD,
2) MnoZina redlnych é&isel H = {ay, ay, ...} se nazyvéd Hamelovou basi, kdyZ kazdé

redlné ¢islo a se dd vyjidiit pravé jednim zpisobem ve tvaru a = xyay + x84, + ..., kde
&g, &y, ... jSOU raciondlni éfsla, pti ¢em# jich je jen koneéné mmnoho raznych od nuly. Je

card H = 2% (viz G. HameL: Eine Basis aller Zahlen..., Math. Annalen, 60 459 —462).
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cot je spor s tim, Ze 2y, Ty, 1 € H,a H, n G@= 0. Tim je dokédzdno prvé tvrzeni.
Diéle plyne, Ze ,
Jex, +t =2+ (¢ — 9 + i —m;) p;e %, Odtud n; — m; = 0. Cislo ' —
—. ¢ jakoZto prvek grupy [G¢] vzniklo seétenim konedného poétu p; resp. — p;.
Tim je tvrzeni e) dokdzano.
Oznatme jeité mnoZinu indextt j € M, pro néz k; > 0, symbolem N[t].
f) Necht ¢ +tc ¥, 2, + g+ np;none & + ¢ pro jisté 1e M, ge®; a n
celé nezdporné. Potom ; + g' + np;none & + & pro kazdé g’ e B; 0 0 = m = n.
Ditkaz. Necht t = Zk;p;. Pripustme, Ze k; < n.
Potom
tzg”+(n_k1)pi1 gﬂe@i-
6, je grupa, tedy g’ —g" € &; a
c+g—g +kp+g +n—k)p,=x+g+np;e¥ 41,
coz je spor s piedpokladem. Tedy k; > n .2z e %, +t=> = 2; + ¢4 + MPis
kde g, ¢ G; a m > n.
g) Neht 459 + 1,929 + 1y, ..., g2 % 14, ...

Potom ﬁ(g +t,) = 0.
n=1

Dikaz. Existuje index k ¢ M, pro né&jz plati k non ¢ N[t,] pro viechna p¥iro-
zend n. Je potom podle b) ¢, + ¢, = ¥, pro vSechna pfirozend n. Tedy ¥, C
c]T@ +1).

=1

Véta. MnoZina E, — ¥ neni rozkladovou mnoZinou roviny.

Dukaz. Pfipustme, Ze existuje rozklad R na rovind v mnoziny shodné
s E; — %. Necht 0, a N, jsou mnoZiny piimek z véty 1, n, z téze véty zvolme za
osu z kosotihlych soufadnic, za osu y zvolme p¥imku rovnob&znou s ptimkami
z N, a poditek a orientaci zvolme tak, aby prvek rozkladu R leZici nyni v ose x
mél za mnozinu svych z-ovych soufadnic mnoZinu B, — ¢. Projekei mnoZiny
XN c E, na osu z (resp. ) oznatime jako N(x) (resp. N(y)).
Zvolme nyni libovolng, ale pevné 7 e M a uvaZujme o bodech
(*: 0), (; + pi 0) ..., (x; + npy, 0), ..., kde je n celé nezdporné . (1)
UvaZzujme déle o piimkdch "m = x = np; + ;. Z toho, Ze body (1) nelezi
vn, — 9, plyne, Ze v piimce "m lezi prvek rozkladu R; oznaéme jej "M . Necht
nyni bod (np; + x;, ¢) neni prvkem M. Potom tento bod lezi v jistém M e R,
M pak lezi v ptimee p = y = ¢. Z vlastnosti piimky =, plyne, ze B, — M(x) C
C 9. Protoze np; + x;none B, — M(x), je podle f) n'p; + z; non e B, — M(x)
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pro n’, 0 = n' < n. Z toho plyne, Ze (n'p, + x;,¢)e M, a tedy (n'p + 2;, c)
non €%’ M. Je potom

(°m — °M)(y) > ('m — M)(y)> ...d ("m — "M)(y) ... .

Ponévadz ("m — "M)(y) =~ ¥, existuje podle g) y* ¢ ﬁ("m — M) (y). V piimce
p* = y = y* necht lezi Y* ¢ R. Podle volby y* jso,:;(l)oody

(np; + 2;, y*) e Y* vro n celé nezdporné. (2)

Dale je (p* — Y*)(x) = 4 4t pro vhodné ¢, (p* — Y*)(x) c ¥ a podle e)

g, + tc ¥, Ale podle f) v dusledku (2) je , n (p* — Y*)(z) = @. Dosli jsme
tedy ke sporu. Véta je tim dokazana.
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Peswme

O HEKROTOPBIX MHOMECTBAX PA3/JIOMEHNUA IIJIOCKROCTHN

MUJIAH CEKAHHHA (Milan Sekanina), BpHo
(Hoctynuio 8 pegaxnuio 10/11 1958 r.)

B crathe paccMaTpuBAIOTCH pasnorkeHus KR eBRIEmoBOR mmockoctd E, na
MHO{ecTBa, KOHTPYSHTHEIE ¢ HOAMHOKecTBOM N mpamoit I, mpmuem m =
= card (l — N) < 2%. B Tom cixydae, Korla Takoe pasjoKeHUE CYIIeCTBYeET,
Ha3eBaeM N MHOMKECTBOM pasnokeHusa K.

Iycrs N 06osHavaeT MHOKECTBO TeX IIPAMBIX, HA KOTOPHIX JIEKAT 97IeMeHTHL R.
Torma M cocrour w3 ABYX HOAMHOMKECTB Ny, M,, U3 KOTOPHIX OMHO COCTOUT
M3 BCEeX NAPAJNIENbHBIX IPAMBIX OIpPE/leICHHOTO HAaIpPaBlIeHUsA, & [Ipyroe
CONEP/KUT B TOYHOCTH M IAPAICABHBIX NPAMBIX IPYroro HanpaBIeHHS
(reopema 1).

B teopeme 2 moraswiBaercs, 49ro IAsA TOro, 4ro6sl N GBUIO MHOKECTBOM
pasnomenus Ky, Heo6Xogmmo, 4T00H MAs KakAo# Touk: & MHOmecTBa | — N
CyIecTBOBAJIO cABMKeHne 7 upsamoit ! Takoe, 910 7(l — N)cl — N, énonez
(I — N). Ecim m = ¥,, T0 370 yCJIOBHe ABIAETCA TaKKe AOCTATOYHBIM; B CIIY-
qae ¥, < 1M 9TO HE MMEeT MecTa.
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Summary

ON CERTAIN DECOMPOSITION SETS OF THE PLANE

MILAN SEKANINA, Brno
(Received February 10, 1958)

The paper is concerned with the decompositions R of the euclidean plane E,
into the sets congruent with a given subset N of the straight line I, when
m = card (| — N) < 2%. When such a decomposition exists, we say that
N is a decomposition set of H,.

Let N be the set of the straigt lines, in which elements of R are contained. It
is proved, that N consists of two subsets ,, M,, one of which consists of all
straight lines parallel to a given direction, the other contains exactly m straight
lines parallel to another direction (theorem 1).

In theorem 2 we prove that the following condition is necesary for N
being a decomposition set of E,:

If £is a point of I — N, there exists a translation v of 7 such that 7(I — N) c
cl— N, &none 1(l — N). In the case m = ¥, this condition is sufficient, but
this is not the case for m > X,.



Casopis pro péstovani matematiky, ro. 84 (1959), Praha

POZNAMKA K TEORII (BB)-INTEGRALU

FRANTISEK ZITEK, Praha .
(Doslo dne 15. iinora 1958) DT :517.6

Vysledkt obsaZenych v pféci [1] je vyuZito k odvozeni podminek
(BB)-integrability ndhodné funkce intervalu.

1. Uvod a shrnuti. V praci [4] jsme zavedli pojem ndhodné funkee intervalu
s nezdvislymi piirtstky a pojem (BB)-integralu takové funkce. P¥i studiu pod-
minek (BB)-integrability byla tam v § 5 dokdzdna véta 15 udavajici nutné a po-
stadujici podminky (BB)-integrability dané ndhodné funkce X definované
v intervalu K, za predpokladu, Ze X je na K spojitd v @.2)

H. BeresTROM studoval v [1] podminky existence limitnich zdkont rozloZent
souétt nezavislych nadhodnych proménnych a dokdzal nékteré véty, jichZ lze
vyuziti k odvozeni podminek (BB)-integrability ndhodné funkce intervalu po-
dobné, jako jsme v [4] vyuZili vét uvedenych v § 25 monografie [2]. Misto
pomérné slozitych podminek véty 15 z [4] dostaneme tak jednu podminku jed-
nodussi, oviem s prihlédnutim k dalimu pfedpokladu (b). Bez zajimavosti neni
ani dtsledek pomocné véty z odstavee 2, resp. jejiho zobecnéni; je uveden
v odstavei 4 a tyka se souvislosti (BB)-integrability s existenci (BB)-integralu.

2. Pomocni véta. Provedeme si nejprve nékteré pomocné tivahy z teorie
Burkillova integralu, které ndm pozdéji poslouzi pti dikazu nasf hlavni véty.
Budiz K konetny interval v R = (— o0, ) a budiZ f(I, z) koneénd redlnd
funkee intervalu definované pro I c K, z ¢ R. Rekneme, 7e Burkillav integrél
[f(Z, ) konverguje stejnomérné vzhledem k z e R, jestlize pro libovolnou po-
K
sloupnost {2,,} déleni intervalu K spliujici »(2,) — 0 plati

lim > f(I,2) = [{(I,2) < (1)
n—w Ie, K

stejnomérné vzhledem k z ¢ R.
Podminku stejnomérné konvergence integrilu [f(I,z) lze vyjadrfiti téZ
X

timto ekvivalentnim zpasobem (srv. [3], 3.6):

1y Znalost préce [4] se v tomto &ldnku piedpoklddd, a proto bez rozpakii pouZivdme
pojmu i oznadeni, které jsme v [4] zavedli.
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Ke kazdému kladnému ¢ existuje kladné o takové, Ze pro libovolnd dvé dé-
leni 2, a 9, intervalu K splitujicf »(2,) < 6 a »(Z,) < & plati
sup | 3, f(1 @) — 2 1, )| < e (2)

zeR Ie%:
Lemma. Jestlize Burkillivw integrdl ‘[ f(I, x) konverguje stejnomérné vzhledem

k z e R, pak pro kaidy interval J c K integral j fI, x) rovné konverguje stejno-

mérné vzhledem k x € R.

Diakaz. Budi# &> 0, najdeme takové & > 0, aby pro kazda dvé délenf
intervalu K s normami mendimi nez & platilo (2). Budiz J libovolny interval
J c K a budte? 9, a 9, dvé délenf intervalu J s normami mensimi nez 6. Délenf
2, a P, doplnime na déleni Z, resp. Z, celého intervalu K tak, aby se jejich
normy nezvétdily; ptitom v intervalech tvoficich rozdil K — .J (které mohou
byt i prazdné), dopliiujeme obé délenf tymiZ intervaly. Pro déleni &, a #, plati
tedy (2), aviak

S fLa=_ 2 [z, (3)
1191"92' ’0.'1’! - Dy
takZe skutedéné
sup | 3 fl, @) = 2 fil,2) < e, ()
c. b. d.

3. Hlavni véta. Budiz K koneény interval v R, budiz X nahodnd funkee
intervalu s nezdvislymi ptirtstky definovand v K. Oznadime F (I, x) distribuéni
funkei ndhodné proménné X (I) a pro 0 < 9 < < polozime pak

Ml,ng)= [2dF(l,z), j=1,2. ()

o] <n
Symbolem E(z) oznadime distribu¢nf funkei ndhodné proménné V'{0}, symbo-
lem @(x) oznatime distribuéni funkei normélnf, tj.

P(z) = V;}c fe ' ;.' de . (6)

w0

O nédhodné funkei X budeme v tomto odstavei stale predpokladat, ze spliuje
nésledujici dvé podminky:

(a) funkee X je spojité v ¢, tj. platf
lim F(I, x) = E(x) (7)

150
stejnomérné vzhledem k I c K;?)

(b) pro kazdé konedné kladné n existuje kone&ny horni Burkilltiv integrd
ST, )| < 0. (8)
%) Konvergenci distribu¢nich funkef rozumime obvyklou konvergenci v podstaté,
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Pozndmka. Je ziejmé, Ze podminka (b) je spInéna napt. vidy tehdy, jest-
lize ndhodné proménné X (/) maji symetrické (okolo nuly) zédkony rozloZenf;
stadf dokonce, aby tato podminka byla splnéna jen pro dostateénd malé inter-
valy [ ¢ K. V tomto ptipadé bude oviem M, (I, 7) = 0 pro kazdé n < oo,
atedy (8) plati, nebot integral je roven nule.

Kazdé distribu¢ni funkei F(Z, ) a kladnému &islu o pak pritadime tzv.
Weierstrassovu transformaci F (I, x) vzorcem :

Fo(l,x) = F(I,2)* ® (;) : (9)

(pouzivame pritom obvyklé znatky * pro oznateni konvoluce dvou distri-
bu¢nich funkef). PoloZme nyni

H, (I,x) == Fo(l,x) — ® (“;) ,
’ (10)
= [F(I,x) — E(x)] *»® (?;-) .

Funkce H,(1, x) je pro kazdé ¢ > 0, I ¢ K, rozdilem dvou distribudnich funkei,
tedy funkei s omezenou variaci, a plati — 1 < H (I, z) £ 1 pro viechna
xeR, o >0, IcK. :

Nyni jiz mZeme vysloviti svou hlavni vétu vyjadiujici podminky (BB)-
integrability funkce X v intervalu K za pfedpokladu, Ze X spliiuje podminky
(a) a (b):

Véta. Nutnou a postabujict podminkou (BB)-integrability funkce X v K jest, aby
pro kaZdé o = 0 Burkilliw integrdl

x[H"(I’ x) (11)

konvergoval steynomérné vzhledem k x € R.

Dikaz. I. UkdZeme si nejprve nutnost této podminky. Je-li tedy X (BB)-
integrabilni v K, pak oviem existuje i (BB)-[X. BudiZ {2,} libovolné po-
K

sloupnost déleni intervalu K splitujief podminku »(£2,) —> 0. Necht déleni 2,
se sklddd z intervalt 11, 1Y, ..., If?. PoloZime-li nynf

FIM, z) pro 1 £k <Sk,,

_ 12
E(x) pro k, <k, (12)

F(n; x)
pak tyto distribuéni funkce Fy(n; ) tvoi{ dvojnou posloupnost, kterd splituje
podminku (', (a tedy také podminku C) prace Bergstromovy (srv. [1], § 10),
tj. plati

lim Fy(n; x) = E(x) (13)
stejnomérné vzhledem ke k; to plyne z predpokladu (a). Kromé toho je tato
posloupnost také centrovand, tj. plati vzorec (10.4) prace Bergstromovy, coZ je
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diisledkem predpokladu (b). Podle Bergstrdmovy véty 17.1 pak oviem po-
sloupnost funkef

kﬂ,
for,(n, ) = ,ZI[F i(n; @) — E(z)] (14)
i=
je cauchyovska ve W-normsg, tj. plati pro kazdé ¢ > 0
fora(m, %) * o (;) — forn(m, ) * D (%)

jakmile n a m jsou dostatetnd velkd. V naSem oznadeni je viak (15) ekviva-
lentni se vztahem

sup

<e (15)
zeR '

sup | > H,(I,2) — 2. H,(I,z)| =0 (16)
z2eR IeYn IE.C/m

platnym pro ka#dé o > 0, takie pro kaZdé o > 0 existuje limita
lim > Hy(I,2), (17)

n—o0 I'e Dy

a to stejnomérna vzhledem k z € R. Zbyva jiz nyni jen ukazati, Ze tato limita je
nezavisla na konkretni volb& posloupnosti déleni 2,. To se vSak jiZ snadno
provede obvyklym zptisobem: vezméme dvé takové posloupnosti {Z,} a {2}
spliiujici »(2,) - 0, »(2,) - 0. Pro ob& existuji (stejnomérné vzhledem
k z ¢ R) limity (17). Utvofime kombinovanou posloupnost {Z,} tak, Ze polo-
rime Dy, = D, Dy = D% pro k= 1,2, ... Plati zfejmé& opét »(2,) — 0,
a tedy i vztah obdobny (16), z toho v&ak jiz vyplyva rovnost obou limit. Doké-
zali jsme tak skutedné stejnomérnou konvergenci integralu (11).

1. Predpoklidejme nyni naopak, Ze podminka véty je splnéna, méme pak
dokézati, ze pro libovolny interval J c K existuje integrdl (BB)-[X. Budiz

7

tedy J libovolny takovy interval, v dusledku pomocné véty, kterou jsme si
dokézali v odstavci 2, konverguje také integral [H,(I, x) stejnomérné vzhledem
J

k xeR, a to pro kazdé kladné ¢. Budiz {2,} libovolnd posloupnost déleni

intervalu J, klademe opét 2,, = {I{"), ..., I}, rovn& funkce Fy(n; ) afor (7, %)

definujeme analogicky jako v prvé ¢isti dikazu. Posloupnost {fy, (7, )}, j€

v disledku stejnomérné konvergence integrdlu [H,(I,z) op&t cauchyovska
J

ve W-normé, takie odtud plyne i existence limity konvoluci

lim F(IP, z) * ... * (I 2) = G(J, z) (18)

n—>0

s limitn{ distribuéni funkef G(J, z), z¥ejmé nezavislou na volbé déleni 2,. Exis-
tuje tedy (BB)-integral ndhodné funkce X v intervalu J, c. b. d.; Q(J, z) je pii-
sluind distribuéni funkece.

4. Duisledky. Jak vyplyvé z dikazu nagi véty, stadi k zarudeni stejnomérné
kctnvergence integrdlu (11) jiZz existence (BB)-integrdlu nahodné funkce X
v intervalu K. Odtud vyplyvé bezprostiedn® tento zajimavy

86



Dusledek. Za predpokladu splnéni podminek (a) a (b) je existence integrdlu
(BB)- [ X nutnou a postatujici podminkou (BB)-integrability ndhodné funkce X
K

v ntervalu K.

Jak jsme si ukazali v [4], §6, neni obecné (BB)-integrabilita disledkem
existence (BB)-integralu; nadhodnd funkce uvedend v § 6 price [4] jako proti-
ptiklad nevyhovuje oviem podmince (a). Predpoklad (b) v8ak pfitom splnén je,
nebot viechny piislu$né ndhodné proménné maji symetrické zdkony rozlozent,
protoZe jejich charakteristické funkce jsou vesmés redlné.

Dé se vSak ukédzati, Ze podminka (b) neni zde podstatnd a Ze ji lze vypustit.
Lemma dokédzané v odstavei 2 lze totiZz bezprostiedné rozsifiti i na komplexni
funkce intervalu a na ptipad, kdy = probih4 libovolnou mnozinu v R (viz téz
[6]). Plati tedy

Véta. Budiz X ndhodnd funkce intervalu definovand v intervalu K, spojitd v 0.
Necht existuje (BB)- [ X. Potom je X v K (BB)-integrabilni.
K

Dukaz. Budiz y(I, s) ptisludna y-funkce ndhodné funkce X. Jezto
(BB)-[X ~Blim > X(I®) (19)
X n—w IjM e,
pro libovolnou posloupnost {2,} déleni intervalu K, pro kterou »(2,) — 0, a né-
hodné proménné X (I{") jsou v disledku spojitosti funkce X nekoneén& malé
(srv. [2], [4]), je nutné (BB)- [ X ¢ X (viz [2], § 24). Pro kaZdé s ¢ R tedy existuje
K

koneénd limita -

lim > I, s) = [y, ), (20)

n—sco IjM e, K
a dokonce (srv. [5], véta 3, str. 199) Burkilliv integral (20) konverguje stejno-
mérné vzhledem k s v kazdém koneéném intervalu c R. Podle naseho lemmatu
konverguje tedy takto lokalng stejnomérné také integral [y(I, s) pro libovolny
J

interval J ¢ K. Odtud v&ak jiz vyplyva (BB)-integrabilita funkce X v K, c. b. d.
Poznamka. Je celkem ziejmé, Ze také (BB)- [X e X pro libovolny interval
J

J c K, takZe neurdity integral je pak funkef typu ID.

5. Zavérecné poznamky. Je ziejmé, Ze predpoklad (a) ve vété odstavee 3 je
zbytedné silny, nebot, jak plyne z Bergstromovych vysledkd, stadi, aby misto
podminky C, — odpovidajici pfedpokladu (a) — spliiovaly distribuéni funkce
F(n, z) definované vzoreci (12) jenom slabsi podminku C. Timto piipadem se
viak zde jiz nebudeme zabyvati; vratime se k nému ostatné na jiném misté pti
studiu jinych, slab&ich druht spojitosti nahodnych funkei intervalu nez je spo-
jitost v 0, tak jak jsme si ji zavedli v [4].

Podminka stejnomérné konvergence integralu (11) vyjadiuje, jak jsme se
o tom jiz zminili, cauchyovskost ve W-normé& posloupnosti funkei {f. (n, z)}.
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Jestlize misto této podminky pouzijeme ekvivalentni s ni podminky vyjadiené
tzv. QM -konvergenci posloupnosti {fo (7, x)} (srv.[1], § 9, véta 9.4), dostaneme
podminky (existence Burkillova integralu f.unkee H(I ,’x) = j’i‘( I ,,x) — BE(z)
a podminky pro funkce M A, m),j =1, 2) zfejmé p¥{buzné podminkdm vé'ty 15
z [4], resp. analogickych existenénich vét odvozenych z v&t § 25 monografie [2].
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PeswowMe

3AMETHA K TEOPUMU (BB)-UHTEI'PAJIA

OPAHTUIEK 3UT3R (FrantiSek Zitek), ITpara
(IToctymmao B pegaxmmio 15/11 1958 r.)

Omnmpasce Ha pesyasratsl [ BeprmTpema (cm. [1]), aBrop BEBOIHET OXHO
HeoOXoNuMoe M JocTaToYHOe YcioBEe (BB)-HHTErpEpyeMOCTH CIydaidHOR
$yarmus nrTepBana (cM. [4]).

ITpenuonosxmu, 9ro u3yvaemas caydainas Gynaxuns X ynoBIeTBOpaeT OCHOB-
HnM yeaosuaum (7) (pasromepro pna I ¢ K), (= menpepsiBEOCT: B § Ha K)
u (8) (maa Beex 7:0 <7< ), rme F(I, z) — yEknua pacupeneeHus
caydaitnoii sennumanl X(I) m ¢pymkmma M,(I, n) ompemenenma B (5). Torma
CHPaBeUINBA CIEIYOUAs

Teopema. Cayuaiinas Pynryus X (BB)-unmezpupyema ¢ K mozda u moavko
moz2da, kozda 9as awdoz0 ¢ > 0 unwmezpas Bopruaaa (11) crodumes pasromep-
Ho das x ¢ R = (—o0, ).

Snmecw Hy(I, x) — ¢pynxuus, onpenenennas wepes (10), (9) u (6). Ilox paBHO-
MEPHOIl cXOMMOCTBIO MHTerpana Bopkumma (BemecTBeHHOI) ¢yrrnun f(I, z)
MBI pasymeem, 9To (1) uMeer MecTO pPaBHOMEPHO A ¥ ¢ R, MM, 9TO BHILOIHSA-
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erca (2) naa mobwX NBYX pasbuenuit 9,, 2, uarepsana K, eciu TOIBKO HOPMEL
9THX ABYX pasOWeHWH JOCTATOYHO MAJIHL.
W3 morasarTembcTBa Hamleldl TeOpeMHl BEITeKaeT ciepyiomee (cm. [4], § 6)
caegcrsue. Ecau X ydosaemsopsem ocrmosnuim ycaosusm (7) u (8), mo X
(BB)-unmeepupyema ¢ K mozda u mosvko moeda, kozda cywecmsyem (BB)-[X.
K

Haiee ogHAKO yKa3BIBAaeTCA, YTO yciaoBue (8) 3[ech MOMHO ONYCTHTh, TaK
uto ecim X ymosiersopser (7), To yme m3 cymecrBoBanma (BB)-[X cremyer
kK

u (BB)-unrerpupyemocts X B K.

Résumsé
UNE REMARQUE SUR L’INTEGRALE- (BB)

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Regu le 15 février 1958)

En s’appuyant sur les résultats obtenus par M. H. BERGSTROM (voir [1]),
Pauteur établit une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité-(BB) d’une
fonction aléatoire d’intervalle (voir [4]).

On suppose que la fonction aléatoire X considérée soit continue en § sur K
(condition (a)) et qu’elle satisfasse & (8) pour tout 9, 0 < < oo (condition (b));
la fonction M,(I,n) étant définie par (5) ol F(I,z) désigne la fonction de
répartition de la variable aléatoire X(I). Dans ces conditions, le théoréme
suivant a lieu:

Théoréme. La fonction aléatoire d’intervalle X définie dans K y est intégrable-
(BB) si et seulement st pour tout ¢ > 0 Uintégrale de Burkill (11) converge unifor-
mément par rapport & x e R.

La fonction H, (I, x) est définie par (10), (9) et (6). Par la convergence uni-
forme par rapport & ze B = (— oo, o) de l'intégrale de Burkill d’une fonction
(réelle) d’intervalle f(I, z) on entend le fait que (1) a lieu uniformément par
rapport &z ¢ R, ou bien que pour toute paire de partitions 2,, 2, de I'intervalle X
en question et dont les normes sont suffisamment petites, on a (2).

Comme une conséquence directe de la démonstration de ce théoréme on ob-
tient le suivant (cf. [4], § 6)

corollaire. Sous les conditions (a) et (b), X est intégrable-(BB) dans K si et
seulement si Uintégrale (BB)-[X ewiste.

k

Ensuite on montre cependant que la condition (b) n’est point nécessaire et
qu’il suffit de (a) seul pour garantir ’équivalence de 'intégrabilité-(BB) de X
dans K avec 'existence de 1'intégrale en question.
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&asopis pro péstovéni matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

RESENT BIHARMONICKEHO PROBLEMU PRO NEKON ECNY
NEKONVEXNI KLIN

JINDRICH NECAS, Praha
(Doslo dne 18. tinora 1958) DT 517,516

V této préei je definovén biharmonicky problém pro nekoneény ne-
konvexn{ klin a je dokdzdna existence a unicita FeSeni.

1. Uvod

V &lanku [1] ¢ast I a II je rozfeSen biharmonicky problém pro nekoneény
konvexni klin. V tomto pojednén{ dokdZeme existenci a unicitu reseni biharmo-
nického problému pro nekoneény nekonvexni klin. Metoda je totoZni s me-
todou, na niz je zaloZena vy¥e zminénd prace, coz umoznuje uzit p¥i dikazech
- prakticky stejnych postupt. Pouziti stejné symboliky ndm dovoluje podstatné
struéngj¥i probirani jednotlivych otdzek, nez to je udinéno ve zminéné prici;
k hladkému porozuméni je tieba se s touto pracf sezndmit. Rozdil mezi obéma
pracemi je v podstaté v definici problému a je disledkem toho, Ze v prvém
piipadé §lo o konvexnf, v druhém pifpadé o nekonvexni kliny.

Definice, resp. véty, resp. &islované vztahy z price [1] oznac¢ime symboly
D1..., resp. V1..., resp. R1... a napf. vétu 8 z prdce [1] citujeme V1,8,

2. P¥edb&¥né Gvahy

V definici D1,4 rozumime nekoneénym klinem mnozinu bodi o pravodiéi
r e (0, c0) a amplitudé @ e (~ {’:" (l)i), n < w < 2m,

Definice 1. u(r, 0) ¢ A, jsou-li pro ni splnény podminky 1 1,4.

Jak bude dokizéno déle, je 1,(w) = Re py(w) = p,(w) a } - Aylen) < 1.

=

y— &
MnoZina A obsahuje kromd nuly napf. funkei r% l'rm;". """‘(l" sin (-f)

Mellinév obraz funkece u(r, ®) z A dostaneme ve tvaru R1,15a az R1,15d.
Postup je doslova stejny jako diikaz V1,8,
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Véta 1. Budle p, a q; + 1 kofeny s nejmensi kladnow redlnou &istt a s nezdpor-
nouw tmagindrnt cdasti transcendentnich rovnic

p sin w | siggo = 0, (1)
¢ sin w — 8in qw = 0. (2)

Bud n < @ = 2x. Potom plati
L Imp, =0, 2. A(w) = p(w) je spojitc a monotonni funkce v intervalu

@2, 3oa<w < 2n >} < Lo) <1, 4. A(n) = 1, 4,(27) = 3, 5. pi(w) <
< Re ¢ (m).

Dikaz. Oznatme z — pw resp. qw, z = & | iy, i) = £. Rovnice (1)

a (2) prejdou v rovnice “ i
& + sin &chy = 0, (3)

Qn +coséshn=0. (4)

Zde odpovidd horni znaménko rovnici (1) a dolni rovnici (2). Budeme nejdiive
vySetFovat rovnici (1). Je-li = 0, je rovnice (4) identicky splnéna. Rovnice (3)
potom dostdvd tvar

QF L sin& =0, (5)
Bud &, prvy prusetik piimky Q¢ s funkei — sin & Je & (7)) = &,(2r) = = a pro
a<w< 2nje :; < & (w) < . Ztejmé &)(m) je spojita funkee w v intervalu
(r, 2>, Jo 5’((:’) A (o). Vekutku, kdyby pro @ « (x, 2z] bylo Im p;(w) > 0,
potom by z rovnice (4) (ozna¢ime p,(w) = &, | in,) plynulo, Ze cos & = — Q.
'ﬂ:,.z],, — 0, Odtud plyne nutné, ze &, > 3n, a tedy & > &, coZ je spor.

Z rovnice (3) 8 dolnim znaménkem plyne, Ze prox << w << 2z je v . Re ¢, > 7.
Tim je dokazdn bod 1, 4, 5, véty 1.

Rovnici (5) prepisme do tvaru 4, . sin w | sin (wd;) = 0. Pron < o < 2z je

44 . . .
. (A, 8inm | sin (wd,))) = sino | o cos (wi,) <0,

/Ay

. . da cos m - cos &
a tedy 7 vity o implicitnich funkeich plyne, ze =% = — 4 . ——— — e
: . ¢ dw sin @ 4 w cos &

Prom = a2 jecosm 1 cos & S22 Jelizm -2 @ < 2x, potom cos w - cos & F
+ 0. Vskutku, kdyby bylo cos @ - cos & = 0, potom by platilo zdrovei, Ze

. ) )
cosen bocog & o Oasinm | sin g = 0. Odtud plyne

1
"
. ; w* ., o w
I = cos®m | sin*w = cos® & 4 -, sin* § = 1 4 sin® & (-52 — 1)
=1 s
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d
a tedy nutné je o = &, coZ je spor. Je tedy d—'jj < 0; odtud jiz plyne bod 2 a 3

véty 1, &im# je tato véta dokézdna.
) ®

3. Definice, FeSeni a unicita FeSeni biharmonického problému
Definice 2. Budie funkce f,(r), fo(r) rediné, absolutné spojité na kazdém koned-

ném intervalu z (0, 00) a takové, Ze f,(0) = f5(0), a necht pro néjakd w, v, pro néZ
plati — Iy(o) — 1 < p, v < Ay(w) — 1, je:

1 ©
L [[fi(r) Pt dr < oo, [[fi(Er*1dr < o0, i =1, 2.
[} 1
Ddle budte g,(r), go(r) takové redlné funkce, Ze
1 ©
2. [[gnP et dr < oo, [{gNPr*  dr < o0, i= 1,2 (nemusi bt u < »).
1] 1

Biharmonickym problémem pro mekoneény mekonvexni klin nazijvdme ilohu
stanovit funkei u(r, ©), pro miZ plati:
3. u(r, ©) jeredind funkce definovand na klinu K se étyrmi spojitymi deriva-
cemi a biharmonickd,
1

4 li s i :
- m fé(r) — % (r, O)| r2r+1dr =0,
6-135
- .
im [ |10~ 2 @)] psridr = 0,
st
|
. [ 1 8 2
lim g (1) F S5 % (r, @)] r2vtidr = 0,
013 s b :
T 1 o 2
lim | lg, () F = 20 " @)] rildr = 0.
2

9"*% 1
(zde y, 0 jsou redlné ¢&isla, pro néz plati — Al@) —1 < yp,8 < A(w) — 1).
5. Ke kazdému 0 < ¢ < -c; existuje konstanta M (p) tak, Ze

1 ou

ou
z0<rs1,|0] gzpzl—a?’ = Mrr1, |7@ = Myt

-

azl<r< o, }6[§¢p$’iu—l§Mr""1, la—u-‘SJII'r“"l
- or , r 001 =
6. lrlf.} [u(r, 0) — £,(0)] = 0.
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Dokéazeme nyni existenci feSeni.

Véta 2. Jestlize funkce fy(r), g.(r) spliuji podminky definice 2, potom
existuje tesent prislusné témto funkcim a vyhovuje podminkdm definice 2. Nawvic
plati y =p, 6 =

Dikaz. Pfedpokladejme, Ze plati f,(0) = f,(0) = 0. Kdyby tomu tak nebylo,
uvaZovali bychom misto f,(r) resp. f,(r), fi(r) — f,(0) resp. f5(r) — f,(0), a k na-
lezenému Fefeni p¥ipodetli konstantu f,(0). Rozdélme stejné jako v [1] okrajové
podminky na dvé éasti: f,(r) = f1,(r) + f1.(r) atd. Postup bude nym stejny jako
v diikazu V1,10. Je tedy 7 f,1(r) € by 7 gia(r) € by, @ =1, 2, kde »” je libovolné
&islo vet&ines u, 7 f15(r) € by, Gas(r) € By, Fig(r) € By, i = 1, 2, kde i’ je libovolné
dislo mensi nez ». .

Dulezity rozdil oproti dikazu V1,10 spoéivd v tomto: Z f,(0) = f,(0) = 0
a z R1,25 plyne, Ze je také f,,(r) ¢ h,,. Pochopitelné v pribéhu dikazu ne-
miZeme (a neni to zapotiebi) ptedpokladat u > 0.

Nyni jiz dikaz bodu 3, 4, 5 bude probihat zcela stejné jako v [1]. Vedle od-
hadi 5 dokdZeme stejnym zptsobem odhad |u| < Mr~#, 0 < r < 1. Protoze
plati p < Ay(w) — 1 <0, je lim u(r, 0) = 0, coZ je bod 6. Tim je dikaz véty 2

r—0
proveden.
Toto Fe$eni mizZeme psat ve tvaru konvoluce okrajovych podminek a Greeno-

vych funkef, definovanych takto:

Definice 3. H(r, 0, w) =

. 2 (n + 2)sin (n + 2) — cosw@—}—ns1nn§cos(n+2)
_27512[ n ((n 4 1)sin 0 + sin (n + 1) w) rds,
Hy(r, 0, w) =

1 P + )cos(n—{—2)2s1nn@—ncosn§s1n(n+‘7)@
= om ) n((n + 1) 8sin w — sin (7 + 1) ) ¥ vin.,

1 “cos (n + 2 %cosn@—cosn%eos(n—{—%@
Hilr, 8,0) = 2w f + 1l)sinw +sin(n + 1) w e,
&i+too - w . . w o
1 s1n(n—|—2)§s1nn0—s1nn5s1n(n+2)@
Hf‘(r’@’w)=§7§f (m+1)sinw —sin (n + 1) w =i,

kde z je libovolné éislo z intervalu (— A(w) — 1, (o) — 1), 7 < w < 2.
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Véta 3. Resent biharmonického problému, ziskané vyde uwr?en ym postupem,
prislusné funkcim (), falr)s ga(r), gs(r), (plati f,(0) = f4(0) = 0) se da padat ve
tvarw

u(r, @) = le(Cx 9» (l)) .-l)' ”l',(“) -+ I;(-‘?)] ds -}
0
‘|"fH2( » U, ) [fi(s) — fa(s)] . ds +f” ( O, "') [9.(8) + ga(8)] ds 4

. 1
ot j H‘(g-, 0, «xr)éig,(8)~ ga(8)] ds . (6)
0

Ditkaz véty 3 je tyz jako dikaz V1,12.
Nisledujici véta je analogickd s VI,11:
Véta 4. Plati: |H(r, 0, 0)| = M(p, 2) 7" kde je re (0, ), |@] = ¢ < -5,

— M) — 1 <2< hiw) —1awojedost blizko k @,

Dokszeme nyni vétu o unicité. -

Véta 5. Necht u(r, O) je Fefent biharmonického problému pro nekonvernt klin,
definované v definici 2, a necht pFislusi nulovym okrajovym podminkdm. Potom
u(r, @) = 0.

(Postup dikazu je analogicky dikazu V 1,13 a proto budeme uz postupovat
rychleji.)

Dikaz. Vsuiime do klinu K klin K,, jeho? symetrdla lez{ na symetrile
klinu K a jehoZ vrchol je vzdélen o a od vrcholu klinu K. Vrcholovy tihel K, bud
7 < o < o a bud dosti blizky w. Opisme kolem vrcholu klinu K, kruZnici
o dosti malém poloméru. Uvnitt této kruZnice je u(r, @) = Re (x(z) + z ¢(2)).
(x(2) & @(z) jsou holomorfn{ funkce ve vySetfované kruznici.) Stfed této kruinice
bud poditkem souradného systému, osa x necht je totoZna se symetralou klinu
K,. Definujme funkece y*({), p*({) takto: y*() = x(i* — 1), ¢*(&) = ¢(I* — 1)
Ke kazdému celému m = 0 miZeme najit konstanty 4,, A,, vins & ouy By B 1551
B,,, tak, Ze x*G=1(1) = pt=1(1), @*=1(1) = p=1(1), i =1, 2, ..., m, kde

m m
= > Aemit, »(l) = 3 Biemit. (Viz diikaz V1,13.) Bude-li m dost velké,
i=-1

i=1

potom uzijeme-li lemmatu 2 z [1], dostaneme, %e
w(z, y) = w(o, ¥) = u*(g, #) — Re (u(}/1 +2) + 21 + z))

leZ{ v mnoZiné 4 (4 je mnozina funkef uvaZovand na klinu K,), a d4 se tedy

psat ve tvaru (6). Zde o, 9 jsou poldrnf soutadnice klinu K, a u*(o, &) = u(r, ).
Protoze viak je

e (Wl T+2) + 2|1 +2) — n(1) e 4
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atudiz u(r, @) se dd psit ve tvaru (6), dd se psdt v tomto tvaru také u*(g, ¥) —
— u(a, 0). Nyni jiz snadno provedeme limitn{ prechod (viz V1,13) pro a — 0.

Vzhledem k tomu, Ze lim u(a, 0) 0, dostavame
a0

0

. [2) ’ 2y 7

u(r, O) f 11,(;, 6, m') i, [‘(': (s, ’_j) 4 ‘(‘: (s - ‘;—)] ds 4+ ... (1)
0

Z podminek 4 definice 2 je patrno, Ze limita pravé strany (7), kdyz o' - w je

rovna nule, a tedy u(r, @) - 0, coz bylo dokdzat.

Stejné jako pro konvexni kliny diava Papkovitovo ¢islo p,(w) horni hraniei
risth okrajovych podminek. Protoze je 4,(m) = 1 pro 0 < o < 2=, je ziejmé,
ze pro véechny kliny (konvexni i nekonvexni) jsou pripustné okrajové podmin-
ky, dané prvymi derivacemi hledaného feSeni na hranici, integrovatelnymi
s kvadritem. Podobné jako fefeni biharmonického problému pro konvexni
klin, md fefeni biharmonického problému pro nekonvexni klin (aZ na detaily)
stejné vlastnosti v blizkosti hranice. Formulace téchto vlastnosti i dikazy se
dajf tdméi bez rozdilu ptenést z ¢dsti 11 prace [1].

LITERATURA

(1] J. Nedas: Redeni biharmonického problému pro nekonedny klin T a I1. Cas. pro pést.
mat. 83 (19568), 257 - 280 & 399 - 424,

Peswome

TR TTX HEYAC (Jindfich Nedas), [para
(Hocryimao o pegucaunio 1811 1958 1))

PEHEHITE BHIEAPMOHHYECKOIN 3AIAYN
JUH BECROHEYHOIO HEBBLITTYRJAOI'O RJIWMHA

Hacrostman  palora cojgepiut JIOHOJHOHNC PeayJIbTaToB, COJePRanuxes
p paGore: |, Pemenne OGurapmonnveckoin sajaumn JUis DecKOHEUHOTO KimHa“,
TEOPEMOIT O CYHIOCTROBRHUN 0 CJBTHCTROHHOCTI POHICH IS furapMoHNUECKOI
apobatomtt Uit Geckonennoro  Herwyiaoro wmna. Menossayemsie  sjech
METON JIO KA TEALCTH, OIPRIOHLCCH Ha TpHMenetie 1peodpasosanus Meiumu-
fa, LU padpaboTansl B yRasanioill pee padore.

Eean puipaanrn romcn montna 8 Mo pHBIX. RoopuinaTax r, 6, 0 <r < oo,

€«

<, TAK, MTOOLE HOHPHAN OCh COBRALMIA ¢ GueCeRTPUCOIT yrila, TO Kpa-

(]
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eBBe YCTOBEA HCKOMOIl JIeHCTBUTENbHOH OMrapMOHMYCCKON GyHKIIH HMOIOT
BHLL:

1 ou 0)
u(r, %) = fl(r)’ u('r, _%) = fz(r), —7'_3__@ (7’, £2—) = g.l(r)'
- 1 ou (r o

r =3 =—a0.

B paGore mpepmomaraercs, 9ro f,(r) abCOMIOTHO HEUPEPBIBHBI HA KAHIOM
KOHeYHOM MHTepBaie 13 < 0, ), ¢ = 1, 2, f,(0) = f,(0) u yTO MMeCT MECTO

fl[ﬂ(f)]2 ratldr < o, fm[ﬂ(f)]2 2wt dr < 0,
0 1

1 «©
[lgi(nPrwrtdr < o0, [[g(r)]Pr¥*dr < 0, i=1,2.
0 1

[TparoM w, v mexar B muTepBate (— Ay (w) — 1, A;(w) — 1), roe A;(w) — neii-
crBuTeNbHAA dacTh umcma Ilamkosmua. [{oxaseiBaercs, 4T0 > W == § <
< J(w) < 1. BumomHeHue KpaeBBIX YCIOBUE IOHUMAETCA B CJICLYIONIEM

CMBICTIE!
1

’ 2
im [ [~ 0, @) rrrar =0,
9—»“—; 0

@
. ' ou % exa
lim fi(r) — = (r, O)] r2o+t1dr =0
® r
9—»—2 1
m rak mamee. [lamee mpenmomaraercs, uro lim w(r, 0) = f,(0) u uto cymecTByeT

r->0

IIOCTOSAHHAA, 3aBUCAIOAA JUIOb OT @ TaK, 9TO

w o _ 1 0w 1 .
[@[§q)<?,0<r§1$—r-éM(qo)r‘Y‘, 96 = M(p) r—v1;
ou 1 ou
= | = |— -s-1 |2 970 | < —-3-1
|@|_¢<2, <r p» = M(g)r ' |7 76 = M(p)r

IIpm sroM MBI TPEGYeM, UTOBEL MOCTOAHHBIE Y, & JIEIKAIIA B nurepBae (— A,(w)
— 1, 4(w) — 1).

B pafore moxasmIBaercs, 9To cymiecTBYeT B TOUHOCTH OJIHO PelICHMe Ba/latii.
OtkasaBmuch or TpeGoBaHms, Yr0GH MOCTOAHHEBIE ¥, § JEHKAIE B HHTCPBAJIE
(— (@) — 1, 4y(w) — 1), MBIl HAPYMUIE GBI CHEHCTBEHHOCT.

Tax rar 4)(w) > %, xpaessie yemoBust fq(r), gy(r) MOryT OBITH KaK Ui Bbl-
IYKIOT0, TAK X [IJIA HeBBIIYKIOr0 KIMHA TAKME, YTO

[=e]

T dr < o, ﬁﬁmww<w

0
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Résumé

SOLUTION DU PROBLEME BIHARMONIQUE
POUR LE COIN INFINI PAS CONVEX

JINDRICH NECAS, Praha
(Regu le 18 février 1958)

Le présent travail compléte les résultats contenus au travail ,,Solution du
probléme biharmonique pour le coin infini** par les théordémes sur 'existence et
'unicité de la solution du probléme biharmonique pour le coin infini pas con-
vex.

Ces théorémes, on les démontre par la méme méthode comme au travail pré-
cedent en s'appuyant sur la transformation de Mellin.

. . . p p . w
Si I'on introduit dans le coin les coordonnés polaires, 0 < » < o0, |@| < =,

dont I'axe polaire coincide avec la bisetrice de I'angle o du coin, les conditions
aux limites de la fonction biharmonique cherchées sont les suivants:

[ «) 1 cu (1) 1 du w

u(r, 2) = /l(r) N ‘lt(f’, - _)) = /2(")- r i@ (r*":z) = (Il(r) ) ;,' ?7@" (7’, - §) =

- galr) -

Les fonctions f,(r), 1 = 1, 2 sont supposées absolument continues sur chaque
interval fini de <0, o0) et les fonetions f,(r), gi(r), ¢ = 1, 2, sont soumises & ces
conditions-ci:

1 o )
[ rett dr < o, [P tdr < o0,
0 i

1 "
[lgar)p et dr < 0, [lgdnpreetdr < oo, i=1,2,  f(0) = f40) .
. i

Les nombres u et » sont contenues dans l'intervalle (— 4;(w) — 1, 4 (@) — 1)
ot A(w) est la partie réelle du nombre du Papkovi¢. Kst montré, que o >
~ ;= } < Afw) < 1. Les conditions aux limites sont remplies au sens suivant:

lim , cu 1. .
o ,1: f [ll(r) o or (r’ (-))J rﬂ'yfl (lr < 0 [}

. ¢ ¥
- lm'1” f[/{(,_) (": (r (.))] redldr = 0 ete.
6 -, er
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Puis on suppose, que lirr(x) u(r, 0) = £,(0) et qui'il existe une constante ne dé-
r—

pendante que de g, telle qu'on a

) o 1 ou
o < < —y=1 T e e e
0 s¢<=, 0<rsl= ar\__M(gp)r'Y , l'r(’)@ < Mg)rr, |
W ouw 1 ou !
—_ = -3 ~ p \ g f
|@|§<p<2, 1<r= . S M(p)r-2-t, -5 < M(@)r?t. ?
On exige que les nombres y, d soient dans l'intervalle (— 4,(w) — 1, 4;(w) — 1). |

On démontre qu’il existe une et une seule solution du probléme ainsi défini.
Si nous n’exigeons pas d’avoir les constantes y, d dans U'intervalle (— 4,(w) — 1,
A(w) — 1) nous perdrions I'unicité. Du fait 1,(w) > } suit que les conditions
aux limites f;(r), ¢(r) pour les coins convexes et pas convexes sont admisiblessi |
les intégrales !

f[fi(r)]”dr, f[g{(r)]**dr, i=12,

sont finis.
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

O (n | 1)-UHELN{KU V E, S MAXIMALNIM
OBJEMEM KONVEXNIHO OBALU

BOHUSLAV MISEK, Honice

(Doslo dne 4. biezna 1958) DT:513.19

V prédei jde hlavné o zjisténi délky stran, velikosti Gihlit dvou danych
stran anebo dané strany a dané vihlopfi¢ky a o vypotet maximélniho
objemu konvexniho obalu (n 4 1)-thelnika v K, pFi daném obvodu.

Definice 1. BudiZ n ptirozené &islo, E, eukleidovsky prostor n-rozmérngj. Méjme
n 4 1 navzdjem raznygeh bodic Ay, Ay, ..., A, v B, pak soustavu isedek A,A,,
AA,, ..., A, A A Ay nazveme (|- 1)-tthelnitkem. Body A, mazveme jeho
vreholy a usecky Ay A, jeho stranami pro kaidé k, pii éemZ A, = A,, kdy?
k=1 (mod n | 1). Soucet délek vech stran (n -+ V)-ihelnika A, 4, + A,4, +

+ .. 4 A, A, nazeeme jeho obvodem a oznacime jej O.

Definice 2. Z mnofiny (n -+ 1)-tthelnikic s pevné danyym obvodem O nazveme
ten, jehoZ konveani obal ma maximdlni objem, (n -+ 1)-ihelntkem A.

O (n -+ 1)-uhelniku A odvodime fadu vét zjistujicich nékteré jeho zdkladni
vlastnosti a platnych pro kazdé piirozené n, pokud neni jinak stanoveno.
V daldéim budeme slovy ,trojuhelnik A,4,4,", ,rovina 4,4,4,“, ,, prostor
4,4, ... A" rozumét trojihelnik o vreholech 4, Ay, 4y, resp. rovinu prochéze-
jief vreholy A, A, Ay, resp. linedarni prostor nejnizsf dimense, v némz lezf
vrecholy 4,, A, ..., 4,5 atp.

Véta 1. Vrcholy (n | 1)-helnika A jsou linedrné nezdvislé body v K,.
Dtkaz. Budtez B, By, ..., B,,, navzdjem riuzné body v K, v, vzdélenost

bodu B,., od prostoru B,B,... B, a V, objem konvexnfho obalu bodi B,
By iy Byay th = 1,2 ..., n) Pak platf

vy 1
k k!
phi demz klademe V, 1. Kdyby vrcholy (n | 1)-thelnika 4 byly linedrng

dvislé, existovalo by alespon jedno k = 1,2, ..., n, pro néz by v, = 0, tedy
iV, = 0, tj. objem jeho konvexniho obalu by jisté nebyl maximélni.

V, Vi o,0...0 pro k=12...,n, (1)
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Véta 2. Viechny strany (n + 1)-thelnika A jsou stejné dlouhé.

- Dtkaz. Necht existuji dvé nestejné dlouhé sousedni strany. Mizeme pied-
pokladat, Ze to jsou strany 4,4 ,, 4,4, tedy Ze plati 4,4, + A,4,. V mnozing
(n -+ 1)-Ghelnikt o pevném O a pevnych vrcholech 4,, 4,, 4,, ..., 4,4+, miZe
mit podle (1) maximalni objem konvexniho obalu jenom ten, ktery mé maxi-
malni souéin v,v, znadici dvojndsobny obsah trojihelnika 4,4,4,. Tento troj-
dhelnik mé4 vSak za danych podminek maximilni obsah jedind pti 4,4, =
= A,4,, co% je spor. ,

Definice 3. Rovinu lefict spolu s linedrnim podprostorem E,_, v prostoru E,
(k= 3,4, ...,n) nazveme kolmow k tomuto podprostoru, obsahuje-li mevlastni
podprostor jednoho z téchto tvart mevlastni podprostor normdlového prostory
druhého z téchto utvari v B, a naopak. Dvé roviny leZici v B, (k = 3, 4, ..., n) na-
zveme k sobé kolmymsi, obsahuji-li kaZdd alespoti jednu normdlu druhé.

Pozndmka 1. Definice 3 nazyva kolmymi dtvary, které spliuji alespon
stereometrické podminky kolmosti dvou rovin. S hlediska vicerozmérné euklei-
dovské geometrie nejde v Zddném z obou definovanych p¥ipadd o kolmost
uplnou; protoze niz§i z obou ttvarh, u nichz mluvime o kolmosti, je vidy dvoj-
rozmérny, jde o kolmost poloviéni. (Srv. [1], str. 47 a nasl.) Pro nase dal&i Gvahy
vS8ak tento pojem dostaduje.

Véta 3. Budizn = 3. Rovina 4,4, 4+, (k = 3,4, ..., n)u (n + 1)-dhelnika A
je kolmd k prostoru A4, ... A,.

Dikaz. Uhel roviny 4,4, 4,+, s prostorem 4,4, ... A, je thel ¢, ktery svird
primka roviny 4,4, A4, .+, kolma k 4,4, se svym kolmym pramétem do prostoru
A A4, ... 4;. (Viz [1], str. 68—81.) BudiZ v; vzdalenost bodu 4,4, od piimky
A;A,. Objem konvexniho obalu (n + 1)-dhelnika je pak podle (1)

V,= T V1 ee Vkma¥a S @y - O

Nabyva-li ¢ riznych hodnot u (n + 1)-tihelnika s pevnym obvodem O, je jasné,
ze vidy lze sestrojit takovy (n + 1)-dhelnik, ktery p¥i témZe obvodu podrii
také hodnoty v8ech vzdalenosti v, ..., V=g, Va, Vit1, - - - Ve V Mnozing tako-
vych (n 4 1)-thelnikd o konstantnich O, v,, ..., Ve—1, Vg, Vgtqs - - -, ¥, Mma viak
maximdlni V,, nutné ten, pro néjz plati sin ¢ = 1, coz znamené kolmost roviny
A, A, A+, a prostoru 4,4, ... A4,.

Véta 4. Budizn = 3. Rovina A, A A+, (k = 3,4, ..., n) u (n + 1)-dhelnika A
je kolmd ke kazdé roviné 4,4, A4, (p,q,r =1,2, ... k;p + q¢ + r *+ p).

Dtkaz. PonévadZ rovina 4,4,4, je obsaZena v prostoru 4,4, ... 4, je
véta 4 bezprosttednim dusledkem véty 3.

Definice 4. Uhlem stran A,Au+,, A1A1+, (0 + 1)-dhelnika budeme rozumdt
vhel vektord, Ayey — Ara 4, — Ayyy (b, 1=1,2,...,0 4+ 1; k £ 1).
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Véta 5. Uhly, které sviraji libovolné dvé strany (n + 1)-thelnika A, jsow stejné.

Dtkaz. Vektor A+, — 4; oznadme strudné a,. Podle véty 3 je rovina
A A,4, kolmé k prostoru A;4, ... A,+,A4,. To znamen4 vzhledem k vété 2, ze
vektor a; — a, je kolmy k vektoru a,pro k = 3, 4, ..., n + 1; tedy plati o ska-
larnim souédinu téchto vektort

(ay —ay)a, =0, ¢&li a0, = ayq; .
Necht «;; je thel vektord a;, a;. Pak plati, jezto podle v&ty 2 |a,| = |a,],
a,a; a,a;
COS Oyy = = - = COS oy, .
lk lay | . [ag lag| . [a| #

Tedy oy, = oy (k = 3, 4, ..., n -+ 1). Zcela obdobné Ize dokézat x,, = xy pro
k=4,5,...,n + 1; atd. Tim je dikaz hotov pro stranu 4,.,4, a tedy pro
vSechny strany.

Polozme v dalsim oy = «.
Véta 6. Pro thel « libovolnijch dvou stram (n + 1)-thelntka A plati cos o = % .

Dikaz. Jezto strana 4,4, svird podle véty 5 se viemi ostatnimi stranami
stejny ostry thel, pak promitneme-li kolmo na tuto stranu viechny vrcholy 4,
(k= 3,4,...,n + 1), rozd&li tyto praméty vzhledem k vété 2 stranu 4,4, na
'n stejnych dilt. Odtud plyne ihned, Ze Ghel x strany 4,4, s kteroukoliv jinou
stranou vyhovuje vztahu

1
CoS x = — .
n

Vzhledem k vété 5 plati tento vztah pro kterékoliv dvé strany.

Definice 5. Budif n = 3. Uhlopfiékou (n -+ 1)-dhelnika nazveme kaZdou
usefku A A, pro k,1=1,2,...n+1; k£ 1—1,1, 1+ 1. UhlopFitka A4,
rozdéli vSechny vrcholy, resp. strany (n + 1)-thelnika ve dvé skupiny, S;;, a Sy,
resp. Sy @ Sy Jdeme-li po obvodu (n + 1)-thelnika smérem stoupajicich indexi
u vrchold, nalezneme skupinu Sy (Sx;) na cesté od A, k A, skupinu Sy, (8;) na
cesté od A, k A,; do Zddné ze skupin Sy, Sy nepolitdme vrcholy A, A,;. Uhlem
strany A;A ;. a dhlopFitky A,A, budeme rozumét vhel vektords A;+y — A; a
A, — A,, patii-li strana A ;A ;+, do skupiny s, @ vektort, A,y — A;a 4, — 4,,
patii-li strana A ;A ;4, do skupiny s

Véta 7. Uhlopticka A, A, (n + 1)-dhelnika A svird s kafdou jeho stranow
skupiny s, stejny dhel By, a s kazdow jeho stranow skupiny sy, stejny vhel By;.

Ditkaz. Oznaéme a; vektor 4,., — A, u, vektor 4, — A,, f;.; Ghel strany
A ;A 4, athlopticky 4,4, tj. thel vektort a;, u,;, resp.a;, uy, (5, k, 1 =1, 2, ...,
n+1;k+1—1,1,1+ 1). Podle véty 3 je rovina 4,4,+,4;+, kolmé k pro-
storu 4134545 ... Ay 4y ... 4. Tedy vektor a;, — a,.+, je kolmy k vektoru uy,
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(k,1=1,2,..,n+1; k+1—1,1 1+ 1), takie plati o skaldrnim soudinu
téchto vektori

. (@ — @pt1) Uy = 0.
Zcela obdobné jako v dikazu véty 5 odvodime odtud B = fi+1,%1,, & déle
Brtrar = Brtapts -« +s Bi—apr = Pi—1,;- Tim je dlikaz hotov pro stranu ze skupiny
81, oznadime-li jeji dhel s thlop¥itkou A, A, prosté f;. Analogicky provedeme
dikaz pro strany ze skupiny s, zaménime-li vektor uy,; za vektor u, = — uy.

Véta 8. Necht k << 1. Kolmé privméty vrcholi skupiny Sy, (Sy.) na whlopFicku
A A, (n + 1)-thelnika A déli tuto whlop#icku nal — k (n + 1 — 1 + k) stejngjch
dili.

Dukaz je analogicky k dikazu véty 6: JeZto Ghlopfidka A, 4, svird se viemi
stranami skupiny s,; stejny ostry thel, pak vzhledem k v&té 2 déli tuto tGhlo-
piitku kolmé praméty p¥slunych vrehold na ni na stejné dily v poétu rovném
podtu stran s;.

Poznidmka 2. Roz&iiime-li definici dhloptitky 4,4, také pro k =1 — 1,
I + 1, tj. nazveme-li ihlop¥&kou i kteroukoliv stranu (» + 1)-thelnika, pak je
ziejmé, Ze véty 5 a 6 jsou specidlnim p¥ipadem vét 7 a 8 i nésledujici véty 9.

Polozme nyni v daliim pro struénost 4,4, = 4,4, =...= 4, 4, =a,
AAd, =wy=uy=A4,4; k,1=1,2,...,0n4+1; k +1).

Véta 9. Necht k < 1. Uhel By, resp. By, wikloptidky A,A, se stranow skupiny sy,
resp. 8y, (n + 1)-dhelnika A je uréen vztahem

n+1—1+%k I—k
cosﬁkl ___V%’ resp' COSﬁlkzvn(n+ 1_Z+k)'

Diikaz. Podle véty 8 plati pro k <

Ut Uy

l—Fk)a’ m+1—1+ka
Z trojthelnika A4,4,4 ., plyne podle véty kosinové pro k <1

mFri—I+Hae 2T

cos B =

- cos By =

(2)

2

P ey S

2 __ .9 2
U1 = OF + Uz — 20Uy,

n—1 n— 2
2 2 —=
- a?, Ugr,s = 3

N

Jeito w4+, = a, platli ul,., = 2

n+1—1+k
no
ceni vzorce véty 9.

2 —
= a?, ..., Uy =

=l —k) a2, coz dosazeno do vzorel (2) diva ihned po zkra-

Poznamka 3. Podle véty 6 a 9 plati cos f; cos 8, =

|-

= cos «, tj. soudin

kolmych praméta strany skupiny s;; a strany skupiny s;; na Ghloptiéku 4,4,
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(specidlné soudin kolmych primétih strany na sebe samu a jiné strany na tuto
stranu) u (n + 1)-thelnika 4 s pevnym O je pro dané n konstantni a roven
vidy n-té dasti étverce jeho strany.

Predchézejici véty ndm pomohou koneéné vypoditat objem konvexniho
obalu (n + 1)-Ghelnika A4 jako funkei strany a dimense. Plati totiz

Véta 10. BudiZ ddn obvod O. Objem V, konvexniho obalu (n -+ 1)-tihelnika A je
uréen vztahem

S e

2

n! n"
0
1
Dikaz. Podle (1) plati V, = — v, ... v,. Vyjadieme v, (k = 2,3, ..., 1)

n!
z trojihelnika 4,4,4,+,. Vzhledem k vété 2, 3 a 9 plati

e k=1 (/e +DHEm—Fk+]1)
Uk*“smﬂm—“l/l n(n—k—}—Z)_aV nn—k+2)

Tedy, jezto v, = a,

oo V(n+1)(n— D V(n+1><n—2> (v + 1)(n —3) Vn‘r 1

n! n? n(n — 1) nin — 2) 2n

n!

tj. po zkréceni
- am | /(n 4 1)1 i
n! n"
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Pesome

O (n + 1)-YI'OJIbHUKE B E, C MAKCUMAJIbHBIM
OB’BEMOM BBLINMTYKJION OBOJIOYKU

BOI'VCJIAB MUIIEK (Bohuslav MiSek), T'onume
(Mocrynmno B pepakmuio 4/I111 1958 r.)

B ar0ii paGoTe [OKA3LIBAIOTCA HEKOTOpHIe cBOicTBa (7 + 1)-yroapHmka
B 7-MepHOM EBKIHMIOBOM IpocTpaHcTBe K, BHIYKIasg 060I09Ka KOTOPOTO
FMeeT MAKCHMANbHBI 00BEM IpH JAaHHOM IepmMerpe. ['aBHBIe pesysbraThl
comepmarca B cuexylommx teopemax (4, 4,,..., A, 3HaYaT BepINUHHL,
a — ¢TOpory (n -+ 1)-yroapHuKa):

103



1. Bepwumsl cymbv auHelino He3asucumsie mouku 6 F,.

2. Bce cmoponst paghul.

3. Ilaockocmy A, A A, nepnendurysapna % (k — 1)-Mepromy auHeuHoMY
npocmparcmey A, A, ... A, (k= 3, 4, ..., n).

4. Bce yeawt Kakoii-aubo cmopowsl ¢ Kakol-aubo 0py2oli cmopoHOU PpasHbl

1
u onpedesensl YpasHeHueMm COS & = — .
n

5. O6vém eunyraoii obosouku onpedeasemcs no gHopmyae
V.= “_,]/(___” T
n! nr

ABTOD BBIBOIUT €II& HECKOIBKO TeopeM 00 yriax gumaroHajieil 1 cTOpoH.

Summary

ON THE SIMPLEX POLYGON
WITH THE GREATEST VOLUME OF ITS CONVEX HULL

BOHUSLAV MISEK, Honice
(Received March 4, 1958)

In this paper there are proved some properties of the simplex polygon in
n-dimensional Euclidean space E, the convex hull of which has the greatest
volume with a given circumference. The main results are obtained in the follow-
ing theorems (4,, 4,, ..., 4,+, indicate the vertices, a the side of the simplex
polygon):

1. The vertices are linearly independent points in E,,.

2. All sides are equal.

3. The plane A, A; A+, s perpendicular to (k — 1)-dimensional linear space
A 4,... 4, (k= 3,4,...,n).

' 1
4. The angles of any two sides are equal and given by the equation cos x = e

5. The volume of the convex hull is expressed by the formula
2 [(m - 1)1
Vo gT (n + 1)
n! n®
The author deduces some more theorems about the angles of diagonals and
sides.
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Casopis pro péstovani matematiky, roc. 84 (1959), Praha

ULOHY A PROBLEMY

1. Bud Y K-linedl, ktery je zaroven Banachovym (tj. dplnym normovanym
linedrnim) prostorem s normou ¢. Pfedpoklidejme, Ze

p(a) = ¢(|al) (1)
pro kazdé a e Y. Rozhodnéte, zda plati implikace
6,be¥, 0=a=<b=g)=gb). (2)

Pozndmka 1. K-linedl je, zhruba feéeno, , linedrni svaz‘; ndzev je prevzat
z [1]. O K-linealech se mizZe étenat poudit téZ v praci [2].

Pozndmka 2. Bud ¥ mnozina v8ech spojitych funkei f v intervalu <0, 1),
pro né% existuje f', (0) (derivace zprava v bod& 0). Definujme v Y pi¥irozenym
zpasobem polouspoiddani a linedrni operace; déle polozme ¢(f) = |f'.(0)| +
+ max |f(z)|. Potom je Y K-linedl a normovany linedrni prostor, pro n&jz plati
(1) a neplati (2); prostor Y vsak neni dplny.

LITERATURA

[11 J. B. Kaumoposuu, BE. 3. Byauzx, A. I'. ITunckep: O YHRIWOHAILHBI aHAIN3 B TOY-
ynopAxoYeHHusX npoctpancrsax, Mocksa-Jlennnarpan 1950.

[2] J. Ma#tk: Vrcholy jednotkové koule v prostoru funkeciondl na daném polouspordda-
ném prostoru, Cas. pro pést. mat. 79 (1954), 3— 40.

Jan Ma#ttk, Praha
= %

K problému &. 3 polozenému KarLem KarTixem v Casopise pro péstovéni matematiky
10¢. 83 (1958), str. 355 oznamuji toto:

Ty% problém byl jiZ pfed vice neZ dvaceti lety poloZen a uplné rozteSen J. voN NEU-
MANNEM. Viz napi. J. von Neumann, Functional operators, The Institute for Advanced
Study, 1933 —1934, 1934— 1935, nebo téZ P. JoRDAN — J. vOoN NEUMANN, On inner pro-
duct in linear, metric spaces, Annals of Mathematics 36 (1935), 719— 723, kde jsou téz
dalsf literdrni odkazy.

Miroslav Novotnyj, Brno
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éasopis.pro péstovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

REFERATY

TEORIE KRIVKY KLEINOVA PETIROZMERNEHO PROSTORU
A JEJI APLIKACE NA SEGREHO KONGRUENCE W

(Vlastni referdt z prednésky piednesené dne 24. tnora 1958 v ,,Diskusich
o novych pracich brnénskych matematiki.)

C. SeerE ukdzal v préci [2] synthetickym zptisobem, %e ka¥dé kongruenci W s fokél-
nimi plochami p¥{mkovymi (v dal$im nazyvejme tyto kongruence Segreho kongruencems)
trojrozmérného prostoru lze v Kleinové pétirozmérném prostoru pritadit jistou rozvinu-
telnou plochu. Segreho kongruence W, kterd nensle¥i linedrnimu komplexu a jejiZ asocio-
vand kongruence rovné% nensle¥{ linedrnimu komplexu, je v Kleinové prostoru represento-
véna rozvinutelnou plochou teden prostorové kiivky, kterd nele#{ v podprostoru Kleinova
prostoru. Snadno se vidi, %e studium kongruenci W uvedeného typu je ekvivalentni se
studiem rozvinutelnych ploch, resp. jejich hran vratu, které neleZi v podprostoru Kleinova
pétirozmérného prostoru. Autor se v pfedndsce omezil na uvedené kongruence.

Bud dén v projektivnim Kleinové prostoru Py oblouk kiivky C ={x(7)}, (ktery neleZ
v podprostoru prostoru P;), v jeho¥ ka?dém bod$ existuji jednoznaéns linedrni oskulaéni
prostory P, (i = 1,2, 3, 4, P, je te¢nou), které maji s k¥ivkou C styk prévé i-tého fadu;
necht #idny bod uvafovaného oblouku kiivky C nele#i na Kleinové hyperkvadrice I'
(K-kvadrice I') a prostory P; necht nejsou tednymi prostory K-kvadriky I', kterd je déna
rovnicl @ . x = 2(,x, + T2 + #a2) = 0. K-kvadrika urdens predchézejici rovnici bud
kladn® orientovéna (I'+); bod z e P; je kladny (zdporny) vzhledem ke K-kvadrice I,
jestlize . x > 0 (z .2 < 0). Faktor homogenity soufadnic bodd k¥ivky C a novy para-
metr, ktery oznadme t, lze volit tak, %e pro aritmetickou kiivku z; = z,(¢) (¢ = 1, 2, ..., 6)
platic.z = &g,z . " = g (s? = 1,7 = 1, 2), kde &rky znadi derivace podle parametru ¢.
Rikejme, %e kiivka x; = x,(¢) kladnd orientované s rostoucim parametrem ¢ je déna v nor-
mélnfm tvaru. V ka¥dém bodé této kiivky existuje oskulaéni simplex, ktery je souéasnd
polérnim ke K-kvadrice I'+, jehoZ vrcholy jsou aritmetické body, 1N, 2N, 3N, 4N, N, 6N,
kterélze urdit a% naznaménkan; (¢ = 1, 2, ..., 6) akteréspliujirelace N .:N = g; (szi =
= 1); plati Frenetovy vzorce
N 72N,

AN’ = — g&,m,'N + &K 3N,

3N/ = — &,8,84713 K 2N + e, KN,

AN’ = — 5838, K 3N + e K SN,

5N — &8585 K34 N + &K 8N,
SN/ = — &48;85 K SN ,

kde K; = |/ /N TN — K2 | (i = 1, 2, 3, 4, K, = 1) a d4rky znadi derivace podle
parametru ¢. T¥i z bod N jsou kladné a tfi zdporné vzhledem ke K-kvadrice I'+. Funkce

K;>0(=1,2,3,4) a znaménka ¢; (j = 1, 2, ..., 6) tvoH Gplny systém projektivnich

I
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diferencidlnich invariantd orientovand kiivky prostoru Ps vzhledem k podgrupé projek-
tivnich unimodulérnich transformaci (které reprodukuji K-kvadriku I't), kterd odpovidd
grupé unimoduldrnich projektivnich transformaci trojrozmérného projektivniho pro-
storu P,;. UvaZované orientované kiivee odpovidd v prostoru P, Segreho kongruence W,
urdend jako orientovand vrstva regult aZ na unimoduldrni projektivni transformace.

Krivka, kterd representuje asociovanou kongruenci ke kongruenci dané, je opséna
bodem 8N, jehoZ parametr w je vézdn s parametrem ¢ diferencidlni rovniei du = K, dt.
Invarianty I~{,- ag (j=12384,7=1,2,...,86) kiivky, kterd representuje asociovanou
kongruenci, jsou vyjddieny pomoci invariantt pivodni kiivky relacemi ¢; = &._; a K i =

K, ;

K,y
Nutnd a postatujici podminka pro to, aby fokélni plochy Segreho kongruence W, resp.
kongruence asociované byly redlné, je & = — &,, resp. & = — &. Nutnd a postadujici

podminka pro to, aby paprsky kongruence a tim soucasné kongruence asociované byly
redlné, je, aby se znaménka ¢, ¢,, &5 navzdjem nerovnala.

V daldi ¢dsti prednédsky navédzal autor na préci [1]. Segreho kongruence W, kters je
uréena Fdiecimi kfivkami C,, €, a 0, C; fokédlnich ploch (kfivky jsou opsdny body
Y, 2, J» 2, jejich¥ parametr v je t. zv. normélnim parametrem, viz [1]), p¥islusi v prostoru Py

2
k¥ivka v normélnim tvaru, opsand bodem z(t) = £ AMe|((yz) —=(yz)] (A2=1,a2=1,

o je funkce parametru v), jehoZ parametr ¢ je védzdn s parametrem v diferencidlni rovnici

dv 1 .
Invarianty této krivky jsou s invarianty w,n, &= Q? — PR, H =

dar 28]
PQR|
=Q2?—PR,ax+0,S+0, K=|PPQR| (02=1,n2=1,e=1 H *0,x * 0,
P’Q"R”
S # 0, K #+ 0 funkce v) kongruence W (viz [1]) vdzdny relacemi
o 1 [H]| |K|
S 1o E T K“le_sv ‘= ZjE]

6 =—NW, &=T0, &= —0, =0, =osgnH, &= — wesgnH.

Ukazuje se, ¥e zménou znamének invarianth «, S, K v préci [1] se kongruence jako
geometricky utvar neméni. Kongruence W neexistuje, jestlize pro invarianty v préei [1]
plati ¢ = sgn H = — 1, nebot tato relace m4 za nésledek ¢ = ¢, = & = &, coZ je spor
s tvrzenim, Ze tii ze znamének ¢; jsou kladn4 a tii zdporné.
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PROJEKTIVNT DEFORMACE SEGREHO KONGRUENCI W

(Vlastni referdt z pfednssky prednesené dne 19. kvétna 1958 v ,,Diskusich o novych
pracich brnénskych matematika‘.)

V predndice se autor zabyval projektivni deformaci Segreho kongruenci W, tj. kon-
gruenci W s fokélnimi plochami p¥imkovymi a jejich zobrazenim do Kleinova pétirozmér-
ného prostoru. P#i vySetfovéni bylo poufito podetniho apardtu a oznadeni zavedeného
v préci [2]. Systém diferencidlnich rovnic

1 o - 1 o _
g = (Q+S—_—.)y—PZ+0¢y, 2 = Ry+(8—Q~——)z+o¢z,
2 « 2 o
(1)
= 1 &) _ _ — = 1 o).
y'=—(Q+S+;—)y+Pz+my, 2’=—Ry+(Q—S—;——)z+M2’
2 « 2

kde n2 = 1a P,Q, R, S, « % 0 jsou funkce parametru v, ktery byl zvolen tak, Ze plati
Y, 2,9,2) = (¥, 2,9y, 2") = o (0 = 1) a ¢4rky znaéi derivace podle parametru v, uréuje
¥idiei ktivky Cy, Cz a Oy, Oz opsané body y, z a y, z ptimkovych fokdlnich ploch Segreho
kongruenci W. Paprsky kongruence uréuji mezi fokélnimi plochami asymptotickou trans-
formaci, v niZ bodu A4, = ¢, y(v) + £, 2(v) koresponduje bod A4, = t, y(») + t,z(v); tyto
body opisuji asymptotiky na fokélnich plochdch, jestlize bud £,, t, = konst, nebo v = const.
Predpokléddejme, %e v uvaZovaném intervalu parametru » plati Q2 — PR + 0 a (@* —
— PR)’2 — 4(Q? — PR)(Q* — P’'R’) # 0, tak¥e studované kongruence nejsou ani flekno-
délni, ani nenédleZi specidlnimu linedrnimu komplexu.

Necht systém (1) v napsaném poradi uréuje kongruenci W, kters je orientovéna tak, Ze
bod 4, (4,) je prvnim (druhym) ohniskem, které opisuje prvni (druhou) fokélni plochu;
fidiei kiivky Cy, Cy (Cz, Cz) jsou prvnimi (druhymi) ¥dicimi kiivkami svych fokédlnich
ploch a vrstva reguld, na né% se dé kongruence rozloZit, je kladns orientovéna s rostoucim
parametrem v. Zména po¥adi ohnisek nebo #idicich k¥ivek fokélnich ploch m4 za nésledek
jistou zménu v potadi rovnic v systému (1). UvaZujme o druhé orientované kongruenci W,
kterou urduje systém diferencidlnich rovnic, ktery obdrzime ze systému (1) transformaci

ya z! ys Z, P: Q: R: S‘ “’ 'U, tl’ tz’ T, w
ly’ 12, ly, 12, lP’ IQ, 1R’ IS’ 10‘, 1?}, Tys T 17!, 1w

Oznadéme tento systém diferencidlnich rovnic (1’). Systémy (1) a (1) se od sebe li§i pouze
" indexem 1.

(2)

Autor uvedl nutné a postaéujici podminky pro to, aby Segreho kongruence W uréené
systémy (1) a (1) byly v rozvinutelné transformaci, kterd je nutné asymptotickd. Vhodnou
volbou Fidicich kiivek fokdlnich ploch obou kongruenci Ize doeilit, Ze rozvinutelnd trans-
formace je dédna rovnicemi

=17y, la=Ty, ¥v=DM; (3)

jestliZe (3) je rozvinutelnou transformaci mezi kongruencemi uréenymi systémy (1) a (1’),
. potom plati P = P, @ = 1Q, R = 1R a funkee o, S, &, 1S a znaménka =, o, 1z, v jsou
libovolné.

Kazd4 rozvinutelnd transformace (3) je projektivni asymptotickou deformaci prvniho
féddu; ke kazdému péru paprski odpovidajicich si v rozvinutelné transformaci (3) existuje
o ® te¢nych kolineaci. K libovolné Segreho kongruenci existuje t¥ida Segreho kongruenci
zévislé na dvou funkeich jedné proménné (x, 1S), které jsou v projektivni asymptotické
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deformaci prvnfho fddu s kongruenci danou. V této tfidé existuje podtiida kongruenci
néle¥ejicich linedrnimu komplexu (1S = 0), zdvisld na jedné funkei jedné proménné (1«),
které jsou v projektivni deformaci prvmho fddu s kongruenci danou. Rozvinutelnd trans-
formace (3) je projektivni deformaci prvniho f4du soucasné podél viech paprskt regult
v = 1y = konst, nebot existuje te¢nd kolineace spole¢nd vSem partim odpovidajicich si
paprski. Geometrické vysledky tykajici se nékterych specidlnich typt teénych kolineact
neuvédime.

Aby rozvinutelnd transformace (3) byla projektivni deformaci druhého ¥ddu, je nutné
a stadi, aby platilo kromé P =P, @ = 1Q, R = 'R je$té n = 7 a o = la, resp. o =
= — 1. Oskulaéni kolineace je ddna rovnicemi

Hy =o'y, Hz=yp'2, Hy='%, Hz=p%z, (4)

kde p? = 1, resp. 0> = — 1, kdyZ o = &, resp. « = — lx. Rozvinutelnd transformace (3)
je projektivni deformaci druhého fddu soudasné podél viech paprskd regull v = v =
= konst, nebot oskulaéni kolineace nezdvisi na parametrech ¢, a t,. K libovolné Segreho
kongruenci W existuje tfida Segreho kongruenci W zdvisld na jedné funkei jedné pro-
ménné (19), které jsou v projektivni deformaci druhého ¥ddu s danou kongruenci; v této
t+idé existuje pravé jedna kongruence néleZejici linedrnimu komplexu. O Segreho kon-
gruencich W lze snadno dokédzat, Ze jsou totoiné s kongruencemi W s asymptotickou
dualisaci, o nich# E. CecH rovndz dokézal tvrzeni o existenci tiidy kongruenci v projek-
tivni deformaci s kongruenci danou (viz [1]).

V druhé éésti prednésky zabyval se autor zobrazenim dvojice Segreho kongruenci W
v rozvinutelné transformaci a v projektivni deformaci prvniho a druhého ¥4du do Kleinova
pétirozmérného projektivniho prostoru P;, pti éem? se omezil pouze na Segreho kongruence
W, které nendleZi linedrnimu komplexu a jejichZ asociované nendleZi rovnéZ linedrnimu
komplexu. Ka#ds Segreho kongruence W uvedeného typu je v prostoru P; representovéna
kiivkou v normélnfm tvaru, kterd nele#{ v podprostoru prostoru P;. Uplny systém pro-
jektivnich diferencidlnich invariant@ (vzhledem k jisté grupé transformaci reproduku-
jieich Kleinovu hyperkvadriku) tvofi étyfi funkee jedné proménné K,,K,, K;, K, vesmés
kladné a Sest znamének &, &,, ..., &, z nichZ tii jsou kladnd a t¥i zdpornd. (Viz referit
z prednésky ,,Teorie kiivky Kleinova pétirozmérného prostoru a jeji aplikace na Segreho
kongruence W** v tomto Easopise na str. 106.)

Budte 1t parametr a 'K, 'K,, 'K, 'K,, e}, ¢, ..., 1g; projektivni invarianty jiné kiivky

v normélnim tvaru v prostoru Ps. Ukdzkou uvedme jen vysledky pro Segreho kongruence

W v projektivni deformaci druhého ¥ddu. Zavedeme-li mezi body kfivek korespondenci
dt K

uréenou diferencidlni rovnici FTi ?2 , potom nutné a postadéujici podminky pro to, aby
2

tyto k¥ivky representovaly Segreho kongruence W, které lze na sebe projektivné defor-

movat, jsou, aby v korespondujicich bodech platilo

K; K,

E_:? ,7=1,2,3,4 a ¢,=1,, resp. &, = —1l¢,, m=1,2,....,6.

)

Segreho kongruence W je v projektivni deformaci se svou asociovanou kongruenci, kdy%
a jen kdy% plati K, = K, K, = 1, ¢;, = — ¢_;. Korespondence mezi body kfivek v nor-
mélnim tvaru, které representuji pér a,socmvanych kongruenci v projektivni deformaci,
je uréena diferencidlni rovnici d¢ = d!¢. Projektivni deformace se redukuje na pouhou
projektivitu; t¥ida téchto kongruenci zdvisi na dvou funkecich jedné proménné a jednom
znaménku, jak jiZ také stanovil J. KLapra v préei [2].
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0 PROSTORECH S AFINNT KONEXT, KTERE DOVOLUJI ZAVEST
POJEM UHLU

(Referét o predndice prof. A. Hammovice (Iasi), konané ve schizi matematické obce praZské
dne 26. z4ii 1958)

Mgjme dvojrozmérny afinni prostor. Soufadnice bodu oznaéime (z?), slozky vektoru
X' a T% koeficienty konexe. Uhel dvou vektort X?, Y je pak definovén témito podmin-
kami:

a) je vyjédien funkei V(z?, X%, ¥%) soutadnic bodu a obou vektorii, kteréZto funkce je
homogenni nultého ¥4du vzhledem k X? a k Y%;

b) je aditivni, tj. V(z¥ X1, Z%) = V(xf, X%, Y%) + V(zt, Y?, Z%) ;

¢) je nezdvisly na soufadnicovém systému;

d) je invariantni vzhledem k linedrni translaci vektort.

Z téchto pfedpokladi se pak odvodi tyto dusledky:

1. V(at, Xt Y% = Uz?, X¥) — U(a?, Y¥), kde U je nové funkee.

2. Funkce U je definovéna systémem rovnic:

D, w2 o,
kde w; jsou sloZzky libovolného kovariantniho vektoru.

Po doplnéni systému dostaneme tento vysledek:

A) Prostory, které dovoluji zavésti pojem whlu, jsou dény relacemi Rl o, = AR} 5 + R
JjeZ lze interpretovati geometricky.
. B) Vezmeme-li formu R;E"E", kde Ri";. = %(Ru‘ + R;;) a je-li tato forma positivné defi-

nitni, pak hel je popsdn vztahem

REXYI .
| BExixi|/REyiyi
Je moZno té% v ostatnich pi{padech udat obdobnou formuli pro thel. Z pfedchozi defi-
nice thlu plyne fada zajimavych disledkd, o kterych se autor v prednésce zminil.
Frantisek NoZicka, Praha

cosV =

110



Casopis pro péstovani matematiky, roc. 84 (1959), Praha

RECENSE

Jozef Garaj, Zaklady vektorového poctu, Slovenské vydavatelstvo technickej litera-
tary, Bratislava 1957, I. vyd., ndklad 3200 vyt., str. 212, obr. 101, cena K&s 10,80 broz.

V této knize se pouZivé vyhradné vektorové symboliky, pfi ni% nejsou tedy vychodis-
kem transformadéni vztahy mezi sloZkami v raznych systémech soutadnic, ale pojem
vektoru a tensoru se zavadi invariantng, jak se tomu vé&t§inou d&je v prednéskéich na
technickych vysokych §koléch. Proto v prvni 84sti je vyloZena vekforovd algebra zptisobem
obvyklym v knihéch, vénovanych vektorovému podtu v trojrozmérném euklidovském
prostoru. Jsou proto nejdiive uvedeny zékladni poletni operace s vektory (skaldrni néso-
beni vektoru, séitdni vektora a zdkony pro séitani, skaldrni soudin dvou vektort, rozklad
vektoru do sloZek, specidlng pro pravouhly systém zékladnich vektord, vektorovy soudin
dvou vektort, sloZené soudiny vektori a vektorové rovnice). Tato prvni &ast, v niZ jsou
v propoétenych prikladech provedeny vektorové nékteré ulohy z analytické geometrie
a kde je ukdzano téZ pouZiti skalarniho p¥ip. vektorového souéinu v geometrii a ve fysice,
je zakondena vztahy pro transformaci soufadnic vektoru a vyjadienim smrovych kosin
pravoihlého systému jednotkovych vektorti vzhledem k jinému takovému systému
(Eulerovy dhly).

V druhé gasti (tensorovd algebra) je nejdiive definovéna didda a diadicky soudin vektora
a podény nejjednodussi vlastnosti didd (skalérni soudin vektoru a diddy, rovnost dvou
diad). Na definici souboru n didd je zaloZen pojem. tensoru druhého stupné, jehoZ vlast-
nosti jsou pak dokazoviny pomoci diive vyloZenych vlastnosti didd. Zv1asté dialeZitym
vztahem je vyjadfeni tensoru soudtem t¥i didd, které umoinuji zavedeni vektorovych
soutadnic (pravych prip. levych) tensoru vzhledem. ke zvolenému nekomplandrnimu
systému. Specidlng v pravouhlém systému jsou ziskény tzv. ortogondlni slozky daného
tensoru. Potom lze dokézat existenci t#i hlavnich smé&rt definovanych nédsobenim zprava
prip. zleva. Pro dalsi vyklad je podéna definice symetrického a antisymetrického tensoru
na zéklad§ pojmu tensoru sdruZeného k danému tensoru a je proveden rozklad tensoru
na symetrickou a antisymetrickou éast. Dile¥ité je to, Ze tensor mé obecné 9 riiznych
souradnic, symetricky tensor 6 soufadnic a antisymetricky tensor jen 3 soufadnice. Proto
1ze tensoru jednoznaénd priradit kvadratickou plochu a toto pfifazeni je vzéjemnd jedno-
znatné, je-li dany tensor symetricky. Tato kvadratickd plocha je obrazem symetrického
tensoru, kde¥to antisymetricky tensor mé za obraz uréity vektor, tak¥e obrazem obec-
ného tensoru je pak kvadratické plocha a vektor. Pro vektorovy soudin vektoru a tensoru
se rozlifuje opst pravy piip. levy soudin, ktery je zase tensorem, jako je tensorem druhého
stupns i skalérni souéin dvou tensort. Specidlng zavedeny tensor identity umo¥iiuje urdeni
reciprokého tensoru. Po stanoveni t¥i skaldrd tensoru jsou v zév8ru této asti podény
transformadni vztahy pro ortogondlni souradnice tensoru a ukézéno zcela kréatce, jak lze
sestrojit tensory vysSich stupni.

Treti &ast (vektorovd analysa) je po uvedeni pojmu vektorové funkce skaldrniho argu-
mentu, definice jeji limity, spojitosti, derivace s jejimi vlastnostmi (vEetné Taylorova
vzorce), neuréitého a urditého integrélu, vénovéna zékladim diferencidlni geometrie
kfivek a pohybu tuhého télesa.

Nejdulezitjsi ¢asti celé knihy je pak étvrtéd 8dst, kterd se zabyvé teorid poli. V této
asti také nevystasi Stendi pouze se zékladnimi pojmy z algebry a se znalosti pojmu deri-
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vace a integrace funkce, jako tomu bylo v pfedchéazejicich éstech, je tu tieba znét po-
n&kud vice, jak to vyzaduji zdvéredné odstavee této dasti. V tvodu &ésti o teorii poli je
nejdiive pojem vysvétlen a po vykladu o zobrazeni skalarniho pole je zaveden gradient
skalarniho pole a s nim souvisici Hamiltoniv operitor. Pomoci tohoto operitoru jsou
pak definovény dal§i pojmy teorie poli (divergence vektoru, rotace vektoru a gradient
vektoru a obdobng pro tensor). Pak jsou dokazovény riizné vztahy pro tyto pojmy (v bé-
ném textu v p¥ikladech i v ulohéch) a zv14§ts je ukézéno stanoveni Laplaceova operdtoru.
Na vyklad o pojmu vektorového pole navazuje definice vektorové ary a odvozeni jeji
diferencidlni rovnice. Dale je vyloZeno, kdy se vektorové pole nazyvé potencidlovym
(bezvirovym), pro ktery#to pojem jsou uvedeny nutné a postasujici podminky. S vektoro-
vym polem souvisi cirkulace vektorového pole (k¥ivkovy integral) a tok vektoru uzavie-
nou plochou (plo$ny integral), ktery za uritych predpokladt lze pievést na objemovy
integral (Gaussova véta), jeho¥ pomoci lze vyloZit té7 fysikdlni vyznam divergence vek-
toru. P#i zvolenych piedpoklgdech pro &4ru, podél ni¥ je integrovéno, je obdobns vyloZen
té% fysikélni vyznam rotace vektoru. Z&vér knihy tvoii pfevedeni kiivkového integrilu
cirkulace vektorového pole na ploiny integral (Stokesova véta) a vyklady na pouZiti ve
fysice kniha kongi.

Uvedens kniha je napséna pro Stenéte, ktery mé jisté predbs¥né znalosti zdkladnich
matematickych disciplin, které v¥ak (s vyjimkou &tvrté 84sti) nepfesahuji minimalni
pozadavky. P¥imo v textu je feSeno mnoho piikladt, které by bylo mo¥%no uvést b&insg
jako v&ty a Fefeni ptikladi jako jejich dukazy Mezi jinymi ptiklady jsou propoéteny zé-
kladni tlohy o line4rnich ttvarech z analytické geometrie v roving a v prostoru Vysledki
propodtenych piikladi se déle v pritbshu vykladu pou¥iva, proto tyto ptiklady prohlubuji
do znadné miry vyloZenou létku a je tedy t¥eba si je propoditat. Tim té% Stenat ziské
urditou praxi v uZivani nautenych definic a v&t a vidi, jakym zptisobem se p¥i FeSeni
jednotlivych piikladé dostane k piislusnym vysledkim. Vybornym doplitkem knihy,
ktery nebyvéa vidy v pomocnych uéebnicich tohoto druhu, je fada tloh, které jsou tendri
predloZeny k samostatnému Fefent a u nich¥ jsou vidy uvedeny vysledky prip. u sloZit&j-
&ch tloh i ndvod k ¥eSeni. Tato udebnice sice pfipomind knihu: D. Irxovié, Vektorovy
podet, vyklad latky je vSak pom&rng u¥si a svym zptsobem bude dobrou udebnici pro
studenty n8kterych technickych fakult a také pro ka¥dého, kdo potfebuje se rychle se-
znémit se zdklady vektorového podtu.

Provedeni tisku knihy vykazuje fadu nedostatk, zejména v tisku obrazkii, kde by byl
lep&i popis Sablonou a nikoliv tiskem, protoZe v tomto pfipad$ jsou indexy vétsinou
neéitelné (a p8kdy i ostatni pismena), a potom v dosti znaéném postu (sice celkem) nepod-
statnych chyb, které nebyly korekturou postihnuty. Tisk obrézkd samych neodpovidé
vyznamu knihy a nedosahuje urovng obrazki z jinych nafich knih a udebnic, napt. vyda-
vanych v SNTL. Pfi tom popis v obr. 38 nesouhlasi s textem, v obr. 76a chybi u nédboji
oznadeni, v obr. 65b netvo¥i kruZnice svazek a ndzorné obrazky, pracované ziejmé v pravo-
hlé axonometrii, pisobi vétSinou pohledov8 nepfiznivd vlivem volby obrazu os, ktery
urtuje primét vodorovné roviny. Je t¥eba rovnd% pfipomenout, Ze v limitnich vztazich se
dnes pouZivé vyhradn$ Sipky pro vyznadeni konvergence a %e se upustilo od pouZivéni
rovnitka. Teény vektor kiivky by m&l byt oznaden t, jak je zvykem v udebnicich diferen-
cidlni geometrie, stejné jako snad mé&lo byt upusténo od oznadeni vektort (s vyjimkou
uhlovych rychlosti) feckymi pismeny, protoZe rozlieni tloustkou od skaldru neni dost
patrné. ProtoZe uvedend literatura mé byt snadno dosaZitelnd, je nutno upozornit, Ze
knihy: Craie, Vector and Tensor analysis (1943) a II. C. [yGaoB, OCHOBEL BEKTOPHOTO
ncauciienns, ¢ast I (1933), nejsou snadno dostupné; ostatni doporuovanou literaturu
lze vSak v podstaté b&%n& studovat. ’

Karel Drdbek, Praha
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H. B. IIpockypraros, CoOOpHUE 3anad 0 muHeiinoif axredpe. (I. V. Proskuriijakov, Sbirka
uloh z linedrni algebry), Moskva 1957, 368 stran.

Podém nejprve obsah spisu aspoii v hlavnich rysech:
0dd. 1. Determinanty, § 1—8, tloha 1—553.
0dd. 2. Soustavy linedrnich rovnic, § 9—11, ul. 554—787.

Odd. 3. Matice a kvadratické formy, ul. 788—1276. § 12. Vykony s maticemi. § 13.
Mnohotlenové matice: § 14. Podobné matice. Charakteristické a minimélni mnoho&leny.
Jordanova a diagondlni forma matice. Maticové funkee. § 15. Kvadratické formy.

0dd. 4. Vektorové prostory a jejich linedrni zobrazend, Gl. 1227—1633. § 16. Afinni vekto-
rové prostory. § 17. Euklidovy a unitérni prostory. § 18. Lineérni zobrazeni libovolnych
vektorovych prostort. § 19. Linedrni zobrazeni Euklidovych a unitdrnich vektorovych
prostort.

Doplnék. Grupy, okruhy a t&lesa, ul. 1634—1753.

Jak je patrné, jde o sbirku tloh velmi obsédhlou. Autor se snaZil p¥i sestavovéani této
pomicky podat v prvé fadé dostatetné mnozstvi latky k procvieni zdkladnich tloh (napt.
vypodtu determinantd s Siselnymi prvky, feSeni soustav linedrnich rovnic s &iselnymi
koeficienty atp.), za druhé, podat tlohy objasiujici zékladni pojmy & jejich vztahy (napt.
vztah vlastnosti matic a vlastnosti kvadratickych forem na jedné strang alinedrnich zobra-
zeni na strang druhé), za t¥eti, podat ulohy dopliujici uéebni b&h a pfispivajici k rozsireni
matematického obzoru (napt. vlastnosti Pfaffova agregétu pfislusného ke kososymetric-
kému determinantu).

Velmi 8asto se ve sbirce vyskytuji tlohy dokézat vity, které lze najit i v udebnicich.
Autor zatadil takové ulohy vychézeje z té okolnosti, Ze p¥i prednaskéch pro nedostatek
%asu je mnohdy nutno odkazovat posluchade na pfislusSnou literaturu. A tu mbZe sbirka
prikladd prokézat dobrou sluzbu, jeZto jsou v ni podény také nédvody poméhajici provést
samostatng dukazy, coz pFispivéd k pronikavéjSimu vniknuti do udebniho postupu. Je#to
se autor snaZil sestavit sbirku pfikladu tak, aby mohla slouZit bez obtiZi jako pomocné
kniha pti pfedndskéch, stdvé se, Ze se v ni latka opakuje, t¥eba v mélo odlisné stylisaci.
Tak je poddno v podstat® totéz v odstavei o kvadratickych forméach a pozdgji v odstavei
o linedrnim zobrazeni. Nékteré tlohy jsou formulovény tak, Ze je moZno je feSit jak pro
piipad redlného prostoru Euklidova, tak pro piipad komplexniho prostoru unitarniho.
Autor je toho minéni, Ze tento postup je pfi sbirce ptiklada vhodny, jeZto takto je ddma
vétsi prizplsobivost pfi pouZiti. .

Na za84tku nékterych paragrafd je uveden névod. Ten obsahuje také krétky néstin
terminologie a oznadeni v téch ptipadech, kdy v udebnicich neni tplné jednoty v tomto
sméru. Vyjimeéné postaveni zaujimé uvod k § 5, kde jsou podény hlavni metody k vy-
poétu determinanti libovolného fadu a uvedeny ptiklady na kaZdou metodu. Je to jist&
pokrok proti postupu dosud vieobecnd pouzivanému v udebnicich i ve sbirkéch prikladd,
kdy byvaji uvedeny jen rtzné ptiklady na vypodet determinanti, neni vSak podéna styli-
zace prislusného ndvodu, takZe se studujici setkévaji se znaénymi obtiZemi.

U fadovych &isel uloh, kde je ve vysledku uvedeno feSeni nebo ndvod k nému, je pii-
pojena hvézditka. Refeni je uvedeno jen u malého poétu tloh. Jsou to bud tlohy obsahu-
jiei obecné metody, kterych mo¥no pou#it pfi fadé dalsich uloh (napif. tloha 1151 udéva-
jici postup pti vy&isleni maticové funkee a tloha 1529 obsahujici sestrojeni béze, pii ni
matice linedrniho zobrazeni je v Jordanové tvaru), nebo ulohy zv1a$ts nesnadné (napi.
tlohy 1433, 1714, 1617). Navody obsahuji zpravidla pouze zakladni mySlénky nebo me-
todu FeSeni a provedeni samotného feseni pfenechévaji étendfi. Jen pro nesnadnéjsi dlohy
obsahuje névod také kratky nastin feSeni (nap¥. u uloh 546, 1492, 1632).

113



P#i srovnéni s dosavadnimi shirkami (nehledime-li k podrobnostem) je novinkou zafa-
zeni loh na mnoho&lenové matice (§ 13), na linedrni zobrazeni afinnich a metrickych pro-
stortt (§ 18, § 19). Trochu stranou vykladim o line4rni algebte lezi dopliiky vénované
grupém, okruhim a t&lestm.

Nebylo dosud zvykem piipojovat ke sbirkdm ptikladi rejstiik. Jist8 by se viak zvygila
prehlednost & pouXivatelnost sbirky, kdyby se tento zvyk vZili u sbirek piikladi.

Karel Rychlik, Praha

Claude Chevalley, The construction and study of certain important algebras. Publi-
cations of the Mathematical society of Japan, sv. 1, 1955, str. VI 4 64.

Spis ptinési obsah prednéSek o nskterych duleitych pojmech multilineérni algebry,
které konal autor r. 1954 v Japonsku. O této latce je vSak pojednévéno z hlediska zcela
neobvyklého, coZ bylo mo#no uskutednit teprve v poslednich létech, hlavng v dusledku
novych praci o homologii a Lieovs teorii. Prdce mé v prvé fad§ vyznam jako uvod do
téchto novych metod. K jejimu porozumsni staéi znat zédkladni pojmy moderni algebry.
P#i tom vSak nechei tvrdit, e by jeji studium bylo zcela snadné. Jen zarazenim pod
vhodng zvolené pojmy bylo umo#néno shrnout na mist tak omezeném tolik litky. Je to
presvidéujici p¥iklad pro tidelnost t&chto pojmii nové algebry. Tenzorové a vnsjsi ndsobeni
maji velky vyznam i mimo algebru: muze tedy spis zajimat pracovniky i z jinych obori
matematiky.

Slovem okruh se vidy rozumi okruh s jednotkou 1. Jako homomorfismy tohoto okruhu
A se uvazuji homomorfismy zobrazujici jednotku na jednotku. Okruh 4 miZe byt v kap. I
i nekomutativni, v dal§im je vidy komutativni. Modul M nad A (zékladnim okruhem,
okruhem skalart) bude vidy modul unitérni (AM = M); ax s x e A, x ¢ M se nazyvé
skaldrnim nésobkem prvku z. Zobrazeni modulu nad 4 do modulu nad A4 se nazyvé
linedrni, je-li to homomorfismus p¥isluiné aditivni grupy, ktery komutuje s kazdym
skalérnim nésobenim pro ka#dy prvek z 4. Pod slovem algebra E nad 4 se rozumi modul
nad 4 s asociativnim nésobenim. E je nadto okruh, pro ktery jest& plati

alwy) = (ax)y = z(oay) (@, yeB; xed).

Homomorfismem . algeber se mysli okruhovy homomorfismus zobrazujici jednotku na
jednotku. Podmno¥ina S algebry E se nazyva mnoZinou generétort pro E, je-1i E nejmensi
podalgebra obsahujici S a jednotku 1 algebry E.

Kap. I: Graduované (graded) algebry. Nejprve pojednéno o volnych algebrach. K tomu
je definovén ostfejsi pojem universdlni algebry. Pro tyto algebry je prokézéna existence
a unicita a tim provedeny tyto dtkazy i pro algzbry volné. Pro aditivni grupu I" je I'-gra-
duovan4 algebra E definovéna jako algebra nad A, kterd jako modul nad 4 mé rozklad
v direktni soutet E =yZFEy. Pfitom pro podmoduly B, E. plati BB, < E. ..+ (tj.

€
zeE o v’ el =>xx'c B, ,,). Zvléstni piipady I-graduovanych algeber jsou algebry
graduované a polograduované. Pfi nich je I' grupa celych &isel, poptipadé celych &isel
mod 2. Koneéné je definovéna zobecnéna derivace.

Kap. II: Tenzorové algebry. Tenzor se obvykle oznaduje pismenem s indexy hornimi
a dolnimi. To proto, Ze se uzivé béze. Autor se takovému vyjadteni vyhybé; pfi jeho defi-
nici neni tfeba béze uZivat. Definuje pojem tenzorové algebry T' nad modulem M (coZ je
modul nad komutativnim okruhem A4), jako algebru nad A vytvorenou M a 1; kazdé
linearni zobrazeni M do libovolné algebry E nad A lze roz§ifit na homomorfismus 7' v E.
Dokazuje pak existenci a unicitu T'. Charakterisuje T' také jako graduovanou algebru,
pii tem# komponenty se zépornymi indexy jsou vesmés rovny 0. Tenzorovy soudin dvou
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moduli nad 4 je utvoren jako podmodul tenzorové algebry nad direktnim souétem onéch
dvou modult nad 4. Je ukézéno, jak 1ze derivaci definovat jako tenzorovou algebru a ko-
neénd je definovén ,,kosy‘‘ tenzorovy soudin dvou polograduovanych algeber.

Kap. IIL. Cliffordovy algebry. Cliffordova algebra je pfidruZena ke kvadratické forms
f(z) a zhruba Fedeno vyhovuje vztahu #* = f(z) . 1. Autor nejprve definuje kvadratickou
formu bez uZiti bédze modulu M nad okruhem 4. Pfitom definuje zéroven pfisluSnou bi-
linedrni formu modulu M X M nad 4. Cliffordova algebra C kvadratické formy f je defi-
novéna jako C = T/I, kde T je tenzorové algebranad M a I je idedl z T vytvofeny viemi
prvky tvaru a* — f(x) . 1, z €« M. Specidlnimi ptipady Cliffordovy algebry jsou kvater-
nionové algebry (4 je téleso charakteristiky =% 2, M mé hodnost 2 nad A4) a vnéjsi algebra
E nad M, co% je Cliffordova algebra pro f = 0. C je polograduované algebra a E graduo-
van§ algebra. Spinory jsou zavedeny pomoci Cliffordovy algebry nad télesem.

Kap. IV: Nékterd pouziti vnéjich algeber. Tu pojednéno o Plickerovych souradmcleh
pak o Pfaffovych invariantech (pomoci exponenciélni funkce ve vngjsi algebie) a o deter-
minantech. Koneéné uvedeno pou#iti v kombinatorické topologii.

*

Jako sv. 2 sbirky Publications of the Mathematical society of Japan vySel spis: Katsums
Nomizu, Lie groups and differential geometry. 1956, str. XIV - 80.

Autor davé zcela moderni ivod do diferencidlni geometrie ve velkém z hlediska vldkno-
vych svazku a teorie Lieovych grup. Zékladem knihy je rukopis piednasky o teorii sou-
vislosti, kterou autor konal na université v Nagoya v zimé r. 1955.

Obsah (zkréceny): Kap. I. Diferencidlni variety. Kap. II. Souvislost ve vldknovych
svazeich. Kap. ITI. Linedrni souvislost.

*

Jako sv. 3 této sbirky vySla kniha: Paul R. Halmos, Lectures on ergodic theory. 1956,
str. VIII + 100.

Autor spisu, od néhoZ pochézeji knihy ,,Measure theory‘‘, 1950 a ,,Introduction to
Hilbert space‘‘, 1951 (prvni z nich je pteloZenaidorustiny: IT. Xaamom, Teopus meps: 1953)
podévé obsah své piredndSky o ergodické teorii konané na universit§ v Chicagu v 16t&
r. 1955. Neni to tedy monografie vylerpavajici latku. V uvodu z4d4 autor 8tenédfe, aby si
predstavil, Ze poslouchd fadu hovort, které maji oZivit zdjem o uZitedny, ne vSak zcela
b&Zny obor matematiky. Autortiv zdmér bude vice neZ splnén, docili-li kniha toho, Ze se
Stendt pokusi o Feseni nékterych pozoruhodnych otevienych problémt z ergodické teorie
a popfipadd je skuteén& rozresi.

Vynatek z obsahu: Rekurence. Prim&rnd konvergence. Bodova konvergence. Ergo-
ditnost. MiSeni. Algebra miry. Diskrétni spektrum. Automorfismy kompaktnich grup.
Zobecn&né vlastni hodnoty. Slab4 aproximace. Stejnomdrnd aproximace. Kategorie.
Invariantni miry. Zobecnéné ergodické véty. Nefesené tlohy (deset).

Karel Rychltk, Praha

R. Kochendorffer, Determinanten und Matrizen. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1957, 144 stran.

Kniha R. KoCHENDORFFERA je uréena posluchadim, kteri zaéinaji studium matema-
tiky na vysoké skole. Autor, ktery je sém universitnim profesorem, navazuje tu nejprve
bezprostfedné na stfedoskolskou matematiku, takZe prvni ¢ast spisu mohou &ist bez
obtiZi i studenti stfedo$kolsti. Druhé polovina knihy mé ovSem u¥ rychlejsi tempo, éimZ se
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autoru podatilo podat v kni%ce nep¥ili§ rozsédhlé latku dosti obsédhlou.!) I v druhé &asti
knihy se v8ak piibliZi k Skolskym znalostem &tendfovym, vyklad se namnoze konfrontuje
se stFedoskolskou matematikou a pedagogické zaméry autorovy dokresluje téZ 33 cvideni,
jez jsou pripojena k nékterym paragrafim a jejichZ reSeni (nebo asponi vysledky) najdeme
v zévéru kniZky. Jen nékteré z téchto cviseni jsou podtéiske tkoly; vétsinou se i ve cvide-
nich &tenéi seznamuje s novymi vlastnostmi zavadsnych pojmu, pfi emZ si miZe dobie
provétit, zda témto pojmim porozumél.?)

Kochendériferova knizka je rozdslena do deviti kapitol nestejného rozsahu i nestejné
néroénosti, jejichZ ndpIné si nyni v&imnéme podrobnsji.

m m
Prvni kapitola mé ptipraveny charakter. Ctenat se tuseznédmi se symboly Za,-, I__[az-
i=1 i=1
a s matematickou indukei a v paragrafu o polynomech je bez diikazu uvedena zédkladni
véta algebry a n&kolik vlastnosti manohoglent. V zévéru prvni kapitoly se st¥edoskolskym
zpusobem zavédi pojem permutace. ‘

-nSti‘edoékolsky charakter mé rovng# potatek druhé kapitoly, v ném# se na soustavach
linedrnich rovnic o dvou a o tfech nezndmych ukazuje uZiteSnost pojmu (8tvercové) ma-
tice a jejiho determinantu. Od determinanti 2. a 3. stupns se pak prechézi k obecné defi-
nici determinantu n-tého stupné (» = 2). v

Nejditle?it&jsi viastnosti determinantii jsou vyloZeny ve t¥eti kapitole. Vedle vlastnosti
zékladnich uvddénych v kazdé elementdrni uSebnici nalezneme tu téZ Weierstrassovu
charakterisaci determinantu $tvercové matice (podle ni% je determinant matice 4 poly-
nomem homogennim a linedrnim v prveich ka¥dé fady matice 4, ktery vyménou dvou
fad matice 4 m¥ni znaménko a jenZ je pro jednotkovou matici roven 1). Je definovana
matice transponované (oznaleni A’), zkoumén jeji determinant a jsou probrény metody
pro vypodet daného determinantu — rozvoj determinantu — podle prvki jisté fady a pra-
vidlo Sarrusovo. Odvozeni Cramerova pravidla navazuje na druhou $4st knizky a kone&né
zévér této tieti kapitoly pojednévé o ndsobeni determinantii.

Ctvrté kapitola mé u¥ abstraktngjsi népli, nebot se v ni &tenaf sezndmi s pojmem
grupy — toti% — s grupou reguldrnich matic. K tomu je zapottebi uvést definici soudinu
dvou matic (ne uZ jen Stvercovych, nybrz i obdélnikovych), pojem regulérni matice a defi-
nici matice 47! inversni k dané matici reguldrni A. V z4v8ru seznamuje autor étenéie téZ
se séitdnim a odditdnim matic.

DileZite pojmy linedrni algebry, probirané v p4té kapitole, kladou op&t zvySeny po-
Zadavek na &tenéfe, ktery ke studiu pristoupil jen se znalosti sttedogkolské matematiky.
Vektorovy prostor je tu definovén jako mnoZina vSech matic typu (n, 1) — vektortt —
jejichZ prvky jsou libovolnd redlnd nebo komplexni &isla. Jsou formulovany axiémy
vektorového prostoru; ji% z pfedchézejicich tvah o obdélnikovyech maticich plyne, Zze tyto
axiémy jsou splnény pro matice typu (», 1). Base vektorového prostoru se zavadi jako
soustava vektort takova, Ze kazdy vektor prostoru lze psét jedinym zpisobem jako lineér-
ni kombinaci vektortt z této base; linedrni nezévislost vektort base je pak uvedena jako
charakteristické vlastnost base a nasnad8 je tu téZ definice dimense. Ve dvou paragrafech
si Kochendorffer vSimé pojmu hodnost matice, nadeZ v z4dvéru paté 8dsti je zavedena
norm3 (komplexniho) vektoru a definovén pojem ortogonélni base.

1) Zkratkovity charakter kniZky ilustruje nap¥. okolnost, ¥e pojem (éiselného) t&lesa za-
véadi tu Kochendérffer jen v poznamece pod Sarou na str. 33.

%) V predmluv®é doporuduje autor ¢tenati aby p¥i studiu vénoval velkou pozornost
préve feseni tiloh; mazi literaturou, kterou v tomto ohledu doporuguje na dopln¥ni, je
iu nés dobfe znémé sbirka ®angnees-ComuHckuii: COOPEEK 3amad 1m0 BHIcIIel amrebpe
(uvédi se tu vSak nespravné jméno druhého autora).
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Sest4d kapitola pojednévé o linedrnich rovnicich. Tato teorie je probréna ve dvou dil-
gich vilohach: uréiti obecné reSeni homogenni soustavy a vyhledati jedno specidlni YeSeni
soustavy nehomogenni. Zpracovdni této ¢ésti ovSem nemé sttedokolsky réz, nybrz pra-
cuje se tu s vySe zavedenymi pojmy linedrni algebry. Jen v zédvéreéném paragrafu tohoto
oddilu, pojednévajicim o potetnich metodéch p#i feSeni linedrnich rovnic, najdeme opdt
reminiscenci na st¥edoskolskou matematiku. ;

V sedmé kapitole, vénované hermitovskym a kvadratickym formdm, se dtenétr mj.
sezndmi s charakteristickou rovnici hermitovské matice, se zdkonem setrvaénosti asndkte-
rymi vlastnostmi positivné (a negativng) definitnich hermitovskym forem.

Obsahlejsi piedposledni osmé kapitola dopliiuje v jistém sm&ru kapitolu t¥eti, nebot
se zde uvadéji nékteré dalsi vlastnosti determinantt a matic. Autor definuje determinant,
Vandermonduv, pod4vé Hadamardtv odhad determinantu a odvozuje Laplaceovu vétu.
Jeden paragraf této Easti je v&novan otézce rozloZitelnosti matice a podrobndji se zkou-
maji matice podobné.?) Déle se zobeciiuje pojem charakteristické rovnice, jenZ byl vyse
zaveden jen pro matice hermitovské, a odvozuji se nékteré vlastnosti charakteristickych
¢isel. Zaveér oddilu si pak v§imé Kroneckerova souéinu matic a odvozuje Cayley-Hamilto-
novu rovnici.

Posledni, devaté kapitola rozbird podrobnéji pojem podobnosti matic. Ukazuje se,
%e podobnost je ekvivalenci v mnoZiné vSech matic téhoZ typu, a t¥idém, na n&% se tato
mnozina vzhledem na uvedenou ekvivalenci rozpadne, se ddvé geometricky vyznam
(linedrnich zobrazeni na vektorovém prostoru). Pozornost je pak vénovéna zejména
invariantim, jeZ zGstanou zachovany pfi podobnosti matiec. )

Tolik tedy ve struénosti k obsahu Kochendérfferovy knizky. Zavé&rem bych chtél Fici,
#e tento uvod do studia determinantt a matic, jdouci sice mnohem vyse, neZ jsme zvykli
odekévat od spisi obdobného rozsahu a obdobného zaméieni, ale svédéici o dobrych
uditelskych zkuSenostech autorovych, je mozno i nasim studentm doporugit.

Jirt Sedldéek, Praha

. EBduard Winter, Die Registres der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1746—1766.
Dokumente fiir das Wirken LEoNHEARD EULERs in Berlin. Zum 250 Geburtstag. Akademie-
Verlag. Berlin 1957, XTIV, 394 str.

. Spisovatel se podjal zdsluZného &inu, %e vydal Knihy zéznamt (Registres) Berlinské
Akademie z let 1746—1766. Jsou praci tehdej§iho stdlého tajemnika této akademie
Johanna Friedricha Samuela Formeye.

Tyto knihy zéznam® umoznuji podat doklady velikych zésluh Eulerovych o rozvoj
Berlinské akademie. Zaroven s jiZ uvefejn&nymi protokoly Petrohradské akademie, na ni%
Euler pusobil v 1étech 1727 aZ 1741 a pak od r. 1766 az do smrti r. 1783, ukazuji jeho &in-
nost védeckou a organisétorskou na obou akademiich. Vydénim t&échto knih uctivd Ber-
linskd akademie 250. vyro¢i narozeni Eulera, jehoZ mmohostranné €innosti je zavazéna
velikymi diky.

Kniha obsahuje obraz Eulerav z r. 1751 od E. Handmanna.

Karel Rychlik Praha

J. Lukaszewicz, M. Warmus: Metody numericzne i graficizne. Czeié I. (Numerické
a grafické metody podetni. DilI.) 1. vydéni. Vydalo Panstwowe wydawnictwo naukowe,
Warszawa 1956, 429 stran, 77 obrdzku, 1 pFiloha, 9 tabulek, cena 29,20 zt.

8) Definice podobnych matic je podéna na str. 112, avSak rejstiik odkazuje (pod
heslem ,,dhnliche Matrizen‘) na str. 123.

117



Kniha byla koncipovéna jako pfirudka a udebnice zdkladnich metod numerického
a grafického podtu. P¥edpokladem pro jeji studium je znalost zékladt algebry, geometrie
a infinitesimélniho podtu. Je zaméfena velmi zfetelnd k bezprostfednimu pouZiti vyloZe-
nych metod. Po ndzorném objasndni pojmu resp. po vymezeni problému, k jehoZ FeSeni
pHisludng metoda slouZ{, nésleduje zpravidla teoreticky vyklad, doprovézeny numerickymi
ptiklady resp. obrézky. Zvla$tni duraz je kladen na pokud mo#no jednoduché odhady
chyb — at u chyb zaokrouhlovacich, chyb metod nebo chyb odéitanych hodnot p¥i po-
u¥iti grafickych pomiicek (stupnic, logaritmického pravitka, nomogramu).

Uvodni 1. kapitola se zabyvé teorii maximélnich chyb a statistickou teorif
chyb. Nejdiive pojednavé o presnosti mé¥enych veli¢in a o absolutnich a relativnich
chybéch méfenych velidin a disel, ziskanych pfibliznym vypostem. Déle odvozuje z Taylo-
rova rozvoje vyrazy pro absolutni a relativni chyby funkce jedné a vice proménnych
vlivem neptesnosti argumentii. Vyklad statistické teorie chyb je zaméten k statistickym
odhadtim pfesnosti naméfenych fysikdlnich velidin a pravdépodobnostnimu ohodnoceni
presnosti funkénich hodnot, kdy% jsou dény konfidendni intervaly argumentd.

Druhé kapitola jest ivodem k diferendnimu po&tu. Jsou zde definovény obydejns,
zpétnd, sttedni a pomérn4 diference a vyloZeny zdkladni vzéjemné vztahy mezi nimi & je-
jich vztah k derivaci. Do této kapitoly je té% zafazena stat o metodd vyjddieni poly-
nomu jako linedrni kombinace faktoridlnich mnohoéleni.

Ve tieti kapitole se vysvétluje pojem & vyznam interpolace. Jsou zde uvedeny La-
grangeova formule a zpiisob jejtho vypodtu Aitkenovou iteradni metodou, obecnd Newto-
nova formule, ddle pak formule Gaussova, Stirlingova, Besselova, Everettova a formule
pro interpolaci pomoci raciondlni lomené funkce.

Teorie chyb vzniklych interpolaci jest podéna z obecndj$tho hlediska v dal$i étvrté
kapitole, pojednévajici o aproximaci. V ni se nejdiive uvdd&ji existenéni teorémy —
Weierstrassv o existenci aproximagnfho polynomu a Boreliv o existenci polynomu,
ktery jest optimélni aproximaci dané funkce. Metoddm stanoveni optimélnich aproximaci
je v8novéna podstatns ¢ast kapitoly; z nich jmenujme velmi p8knd zpracovany vyklad
o UebySevovych polynomech. Délé se tato kapitola zabyvé vyrovndvinim funkénich
hodnot a experimentélnich dat metodou nejmensich &tverci; diskutuje se a vysvétluje se
pravdépodobnostni charakter této metody. Déle se zde vysvétluje pouZiti ortogondlnich
polynomt v teorii aproximace, Fourierova fada a metody harmonické analysy. Tuto roz-
sdhlou a velmi p8kné zpracovanou kapitolu uzavirs diskuse o vybéru vhodné aproximaéni
metody s ohledem na vlastnosti dané funkce, na poZadavky, kladené na aproximujici
funkei a na vypoétové mozZnosti.

Pétd kapitola se zabyva aplikacemi metod postupnych aproximaci na feSeni algeb-
raickych a transcendentnich rovnic a systému rovnic o vice nezndmych, vyjma systé-
mi linedrnich rovnie, které jsou probirdny samostatné v nésledujici kapitole. Déle je zde
vyloZena Sturmova metoda s aplikaci na separaci kofen(t do dostatetnd malych intervald.
Z iteradnich metod pro FeSeni rovnic o jedné nezndmé se uviadi pravidlo ,,regula falsi®
s naznadenim dikazu konvergence posloupnosti postupnych aproximac{ k pfesnému fe-
Seni a s odhadem chyby n-té aproximace. Déle je tu uvedena Eulerova metoda a jako jeji
zvldstnd pfipad Newtonova metoda. U Newtonovy metody se uvadi kriterium, kdy po-
sloupnost postupnych aproximaci konverguje k pfesnému FeSen{, a déle pak se odvozuji
praktickd pravidla pro numericky vypodet a pro zpisoby zaokrouhlovéni éisel béhem vy-
pottu. Oddil metod Feleni rovnic o jedné nezndms je zakonten podrobnym YeSenim p¥i-
kladu, p¥i némZ se vtipné kombinujf jednotlivé probrané metody. Z metod FeSeni rovnic
o vice nezndmych je uvedena zobecnénd Newtonova metoda postupnych aproximaci a ite-

ra¢ni metoda. Kapitolu zakondéuje informativni vyklad postupu

vypoétu relaxaénimi
metodami. :

118



V Sesté kapitole se uvddéji nejduleZitéjsi metody FeSeni systéml linedrnich
rovnic: Metoda eliminaéni s odhadem maximélnich chyb, vzniklych nepfesnosti para-
metra daného systému a Sifenim zaokrouhlovacich chyb; eliminaéni metoda je upravena
do vypoétového schématu (které navrhl W. E. MiLNE v knize Numerical Calculus). Déle
se vysvétluje, jak se uréi nejlepsf feSeni (ve smyslu metody nejmensich &tverct) sporné
soustavy p linedrnich rovnic s 7 (< p) nezndmymi. Podstatnou éést kapitoly tvoiif vyklad
teorie krakowiant a jejich aplikace na FeSeni systémi linedrnich rovnic.

Sedmé kapitola vychézi ze zpsobu zpracovéni a vzoreu kapitoly o interpolaci. Uvadéji
s¢ zde nejéastéji pouzivané metody numerické derivace a integrace. Pedlivé jest
zpracovéna stat o odhadech chyb pFi numerické derivaci. Grafické derivaci je vénovén
informativni odstavec; neni zde vSak vyloZena metoda sestrojeni te¢ny v daném bodé
grafu funkce. Ze vzoreli pro numerickou integraci jsou uvedena zndmd pravidla, lichobéz-
nikové a Simpsonovo a integraéni vzorce Newton-Cotestiv, CebySeviv a Gausstv. O gra-
fické integraci pojednévé informativni odstavec. Podrobnégjsi vyklad této létky mé byt
podén v pripravovaném druhém dilu knihy.

Druhé ¢ést knihy podévé piehled zdkladnich pomticek a metod grafického podtu.
Zadind vykladem (kapitola VIII) o stupnicich a grafickych papirech. Vysvétluji se
zékladni pojmy grafického poétu (jako kéta, modul, stupnice apod.) a konstrukee a po-
uziti stupnic. Nejuzivanéjsi grafické papiry (milimetrovy, logaritmicky, semilogaritmicky
a mocninovy) jsou definovény parametrickymi rovnicemi a z téch pak jsou odvozeny typy
funkei, které jsou na nich zobrazeny prfimkou. Déle se zde objasiiuje informativné pojem
anamorfosy & princip grafické anamorfosy.

Do devété kapitoly jest zatazeno pojedndni o logaritmickém pravitku se zaméte-
nim na jeho uéelné vyuZiti; vysvétluji se nékteré obraty, které se dasto vyskytuji pti tech-
nickych vypoétech.

V posledni desdté kapitole jsou vysvétleny zdkladni metody konstrukce momogramai.
Kapitola je rozdélena na dvé édsti: V prvni ¢dsti jsou vyloZeny zplsoby sestrojeni priisedi-
kovych nomogrami pro nejjednodussi vztahy mezi tfemi proménnymi; péknym piikla-
dem jejich aplikace je vypracovany nomogram pro uréeni redlnych i imagindrnich kofent
redukované kubické rovnice. Tuto édst kapitoly uzavird vyklad o Massauové rovnici,
kterou lze zobrazit nomogramy s trojndsobnou soustavou p¥imek. Ve druhé édsti této
lapitoly jsou vyloZeny zputsoby sestrojeni zékladnich typt spojnicovych nomograma.
Struéné je pripojen vyklad o sdruZovéni nomogramu a bindrnim poli.

Kniha je zakonéena tabulkami Gaussovy a Studentovy funkce, tabulkami Stirlingo-
vych a interpolaénich koeficientd a prehledem nejduleZitéjsich vzorct pro numerickou
derivaci a integraci; pouZiti jmenovanych tabulek a vzorcli bylo vyloZeno v prislusnych
kapitoldch knihy. .

V textu knihy postiehneme fadu origindlnich ndhledu a zpusobu zpracovéni této tak
znadéné rozséhlé a rozmanité latky. Pro jasnou a piehlednou formu zpracovéni bude kniha
jisté vyhleddvéna nejen studujicimi na vysokych §koldch technickych sméru, ale i pracov-

niky mnoha technickych obort.
¥ eennioiysh obort Stanislav Maloti, Praha

Giinter Pickert: Projektive Ebenen. Springer Verlag, Berlin-Géttingen-Heidelberg 1955,
VIII + 343 stran, 60 obrazf; cena se$itového vytisku 44,80 DM, vdzaného 48,60 DM.
Vyslo jako LXXX. svazek edice ,,Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften‘.

Teorie abstraktnich rovin je novou matematickou disciplinou vzniklou v tomto stoleti.
Z geometrického hlediska se vyvinula ze studia axiomt incidence (Hilbert, Veblen, Young),
teorie tkdni!) (Blaschke, Bol, Thomsen, Reidemeister) a teorie konfiguraé¢nich vét (Mou-

1) Z némeckého ,,Gewebe‘‘; profesor W. Brascuke razi v posledni dobé nézev pléstev
(Wabe).
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fangovéd, Hall; Skornjakov), z algebraického hlediska z teorie zobecnénych téles, jako
nap¥. alternativnich téles, kvasitéles, kartézskych grup a dvojitych lup?) (Hall, Bruck,
Kleinfeld, Smiley, Pickert). Podle mého nézoru mé teorie abstraktnich rovin nirok na
samostatnou existenci pfedeviim proto, Ze konfiguraéni véta Desarguesova platné v aspon
trojrozmérnych prostorech s incidenei (a umoziiujici pfevést studium téchto prostort na
studium vektorovych prostorti nad asociativnimi telesy) nemusi pla.mt v roviné s inci-
denci, tj. v abstraktni roviné.

Nékteré soubornéjsi élanky o abstraktnich rovach uvédim ve struéném seznamu na
konci recense. Od r. 1955, kdy byla Pickertova kniha vydéna, bylo dosaZeno mnoha dal-
sich pozoruhodnych vysledkt zejména v USA, SSSR a NSR.

Kniha, profesora Pickerta je prvnim obséhlym kompendiem o a.bstra.ktmch rovmach
¢ldnky a spisy uvedené na konci recense podévaji pouze pohledy diléi. Pickertova kniha je
vénovsna specialistim algebraikim i geometrtim. Je sepsdna s velkym mistrovstvim;
poskytuje piehled i-podrobné cenné prameny k dalim vyzkumtm. Zvlg$tni znalosti se
pro studium knihy nepfedpoklddaji; z algebry se predpoklddé napt. znalost pojmu asocia-
tivnfho télesa, vektorového prostoru, Galoisovyeh téles, z topologie znalost pojmii uzavre-
nosti, regularity, kompaktnosti; z hlubsich vét u#ivé autor bez dikazu pouze Wedder-
burnovy véty-o komutativité koneénych asociativnich téles a Pontrjaginovy véty o aso-
ciativnich télesech, kterd jsou souvisld a lokdlnd kompalktni.

Nasel jsem n&kolik mélo tiskovych chyb. Na str. 25, 3. ¥4dek zdola: misto S. 14 mé byt
S. 19; na str. 49, 8. ¥ddek shora: misto @ = 0, b = 0 m4é byt a® = 0, b¥ = 0; na str. 118,
8. Fddek shora: misto Satz 10 mé byt Satz 17.

Uvedu nejprve nédzvy kapitol: 1. Zdkladnt pojmy. 2. Thkdné. 3 Véta Desarguesova.
4. Desarguesovské roviny. 5. Véta Pappova. 6. Alternativni télesa. T. Moufangovské roviny.
8. Translaént roviny. 9. Roviny s uspofdddnim. 10. Topologické roviny. 11. Mobiusovy sité.
12. Konedné roviny. Pted 1. kapitolou je struény uvod o zpisobu oznadovéni. Po 12. kapi-
tole pak né.sledu]e dodatek, seznam literatury (236 praci), seznam vzored a symboli a véeny
rejstiik. :

ProtoZe recense je uréena predeviim &tendfim o téma nezainteresovanym, pokusim se
v dal§im o vyklad alesponi téch pojmii, které se vyskytuji v nadpisech kapitol.

Ke kapitole 1: Vychodiskem je pojem incidenéni struktury, definované jako dvojice
mnoZin B (mnoZiny ,,boda*), P (mnoZiny ,,pfimek*) spolu s bindrni relaci I Cc B X P
(incidenci), p¥i demZ plati implikace z;Iy;; %, k = 1, 2 = budto %, = z, anebo y, = ¥,.
Speciélni incidenéni strukturou je projektivni rovina a afinni rovina. U projektivni roviny
dva rizné body jsou incidentni vZdy s jedinou p¥fmkou, ke dvéma riiznym p¥imkém exis-
tuje vidy jediny bod s ob&ma incidentni a koneéns existujf éty¥i body, z nichZ Z4dné tii
. nejsou incidentni s tou# p¥imkou. Afinni rovina vznikne z projektivni vypusténim jedné
(nevlastni) pfimky a vSech s nf incidentnich (nevlastnich) bodi. Konfiguraéni vétou ‘ro-
zumi se implikace pro body X, ..., X, a pfimky p,,..., P, incidenéni struktury, pfi ni%
z urditych vztaht X, & X, p, # pp, X, Ip,, X;nonlp, vyplyvaji dalsi incidence
X, Ip,(a,b,c,d, e B, y,d, ¢ jsou prisludné indexy). Z danych bodt a p¥imek nékteré
vystupuji jako pevné, ostatni jako proménné.

Metodou, kterou podal v r. 1945 M. Ha1x, 1ze ptitadit ka#dé afinni roving ,,soufadnice**
tak, Ze kaZzdy bod je representovén usporddanou dvojici soutadnic a incidence bodt s tou%
piimkou je vystiZena Hallovou terndrni operaci definovanou na mmo¥iné soutradnic.
Specialisaci této terndrni operace lze za daliich pf¥edpoklada dojit k obvyklym operacim
setitdni (4) a nédsobeni (. ). Profesor Pickert Hallovu metodu pongkud pozménil pro téely
své knihy.

%) Lupa je kvasigrupa s neutrdlnim prvkem; ndzev lupa (podle anglického loop) zavedl
u néds profesor O. BOoRUVEKA.
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Ke kapitole 2: Incidenén{ struktura spolu s n-tici navzdjem raznych bod 4,, ..., 4,
nazyvé se n-tkani, kdyZ: (1) kazdé piimka je incidentni s jednim z bodu 4, ..., 4,,
(2) kazdy z bodt 4, ..., 4, je incidentni s n8kterym bodem riznym od 4, ..., 4,,
(3) existuje bod B, ktery je rizny od 4, ..., 4, pfitemZ 24dné z trojic B, 4;, 4, (i = §) neni
incidentni s touZ ptimkou. Body 3-tkéné lze vyjddiit jako usporddané dvojice ,,soutadnic*’,
piidem? incidenci bodt s touZ pifmkou odpovidd bindrni operace (podle potteby budto
séiténi nebo ndsobeni); mnoZina soufadnic spolu s touto operaci je lupou. 4-tkénim pak
odpovidaji dvojité lupy, tj. mnoZiny se séitdnim a ndsobenim, jejich# aditivni systém
i multiplikativni systém je lupou a plati identita z .0 = 0.2 = 0, kde 0 je aditivni ne-
utrdlni prvek. Konfiguraénim vétédm pro tkéné odpovidaji dileZité a,lgebralcké zékony,
nap¥. asociativita, komutativita, existence inversniho prvku ap.

Ke kapitole 3: Véta Desarguesova o dvou ,,perspektivnich trojﬁhelm’éich“ je dobfe
znéma z elernentii geometrie. Je to zvlastni pfipad konfiguraéni véty.

Ke kapitole 4: Roviny, v nichZ plati bez vyjimky Desarguesova véta, nazyvaji se
desarguesovské.. Pat¥{ k zédkladnim poznatktm, ¥e Halliv soufadnicovy systém je pro
desarguesovské roviny asociativnim télesem, tj. mnoZinou se sé¢itdnim a ndsobenim, pfi-
dem? aditivni systém je abelovskou grupou, multlphkatlvm system grupou a plati oba
distributivni zékony pro ndsobeni nad séitdnim.

Ke kapitole 5: Véta Pappova, vySetfovand v této kapitole, je rovné% dobfe znéma
z elementi geometrie (t6Z pod ndzvem véta Pappova-Pascalova); jeji platnost v afinni
roviné mé za nésledek, e Halltiv soufadnicovy systém je komutativnim télesem.

Ke kapitole 6: Obsah této kapitoly je ryze algebraicky a je vénovén pojmu alterna-
tivniho télesa, které se od asociativniho télesa li§i tim, Ze asociativni zékon pro nésobeni
je nahrazen alternativnim zédkonem (zz)y = x(zy), z(yy) = (zy)y.

Ke kapitole 7: Moufangovskymi rovinami nazyvé autor roviny, v nich% plati bez
vyjimky maléd Desarguesova véta (pfi ni ,,stfed perspektivity je incidentni s ,,0sou per-
spektivity ). Hallovy soufadnicové systémy moufangovskych rovin jsou alternativnimi
télesy.

Ke kapitole 8: Translaénf roviny jsou ty afinni roviny, v nich# plati malé véta Desar-
guesova pro nevlastni ,,osu perspektivity ‘. Halliv soufadnicovy systém translaéni roviny
je kvasitélesem (téZ Veblen-Wedderburnovym systémem). Kvasitéleso je mnoZina se séi-
ténfm a ndsobenim; jeji aditivni systém je abelovskou grupou, jejiz multiplikativni
systém je lupou a pro niZ plati dédle: (x + y) z = zz + yz, . 0 = 0 (0 je neutrdlni prvek
pro séiténi), rovnice xa = xb + ¢ je pro a *+ b jednoznaéné TeSitelnd.

Ke kapitole 9: V afinni roviné s uspordddnim jsou vSecky piimky (jako bodové mno-
%iny) uspofddény navzdjem konsistentnsd, coZ znamend, Ze paralelnim promiténim se
usporddéni dvou piimek budto zachovévé anebo méni v opadné. Projektivni rovinu s uspo-
féddnim definuje autor ponékud sloZitéji uZitim relace oddélovédni dvou bodovych dvojic
na piimce.

Ke kapitole 10: V topologické roviné je jak mnoZina bodi tak i mnoZina piimek
topologickym prostorem; operace spojovéni{ dvou bodd a protindni dvou piimek jsou
pfitom vzhledem k zavedenym topologiim spojité. V knize Pickertové nejsou jesté za-
hrnuty prvni podrobnéjsi vysledky o topologickych rovindch od L. A. SKORNJAKOVA
(1954) a H. Sarzmanna (1957).

Ke kapitole 11: Mébiusovy sité jsou desarguesovské projektivni roviny ,,vytvoiené*
&tyfmi body, z nichZ Z4ddné tii nejsou incidentni s touZ pfimkou.

Kekapitole 12: Roviny s koneénym poétem bodd nazyvaji se koneéné. Jejich studium
souvisi se studiem Steinerovych systémi, blokovych plént a diferenénich mnoZin; vyklad
téchto pojmu presahuje rdémec stru¢né recense.
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Vdclav Havel, Brno

Jan Vy$in: Linedrni lomena funkce, vydalo Stétni nakladatelstvi technické literatury,
Praha 1958, 120 stran, 37 obr., cena 4,20 Kdés.

V kni¥nici Populdrni pfednéiky o matematice vysla po osmndcti piekladech jako 19.
svazek ptivodni Seskéd populérni prednéska, jejim¥ autorem je Jan Vy8in. Lze souhlasit
s autorem v tom, %e linedrni lomend funkce jo vhodnym thematem pro populdrni spis,
protoZe mé rozsdhlé pouZiti v matematice, zejména v elementérni geometrii.

Kni?ka je rozd&lena do t¥{ kapitol. V kapitole prvni se probiraji algebraické vlast-
nosti linedrni lomené funkee, druhd kapitola pojedndvé o jejim geometrickém vyznamu
(zejména s ohledem na geometrii projektivni) a konetns ve t¥eti kapitole je prodisku-
tovén geometricky vyznam linedrni lomené funkce komplexni proménné. Vyklad nava-
zuje na stfedoskolskou matematiku, tak¥e brofuru mohou s porozuménim &ist i Zdci nej-
vy&Sich t¥id jedendctiletky. Nékters tvrzeni, jejich¥ dikaz by vy%adoval komplikovandj-
sfch Wvah, nejsou v kniZce dokdzéna.

Pokud se tyké nedopatieni, kterd se v brofute vyskytuji, chei upozornit na zéménu
obrézka na strang 19 a ddle nastrand 72. V ptiklad¥ 8 na strandch 57— 59 je poSetni chyba,
kterd ovlivnila i Gvahy v desdtém ptiklad® (strana 63). Nesprdvnd jsou odislovény vy-
sledky cviéeni ke kapitole I (na strand 114) a obdobné zédvada je té% na strané 118 u vy-
sledka ke kapitole ITI.

Jirt Sedldéek, Praha



Casopis pro pé&stovani matematiky, ro€. 84 (1959), Praha

ZPRAVY

AKADEMIK EDUARD CECH VYZNAMENAN RADEM REPUBLIKY

President republiky AxToniN NovoTrN¥ propiijéil na ndvrh viddy Réd republiky aka-
demiku Epuarpu Cecrovy, fediteli Matematického tstavu Karlovy university. Casopis
pro péstovéni matematiky prinesl zhodnoceni Cechovy &innosti p¥i prileZitosti jeho Sede-
sétin v r. 1953. Od té doby pracoval E. Cech intensivné zejména v oboru diferencidlni
geometrie; uvedme zde jen, Ze v r. 1954 byl po druhé vyznamendn stdtni cenou, a to za
price z projektivni diferencidlni geometrie korespondenci. VSichni deskoslovensti mate-
matici maji upfimnou radost z vysoké pocty, které se zaslou¥end dostalo akademiku
E. Cechovi, blahopteji mu srdeéns a preji mu mnoho svéZesti do dalsi préce.

Redakce

NAVITEVY ZAHRANICNICH MATEMATIKU V CSR

Rumunsky matematik dr. A. Haimovict, profesor pii katedie diferencidlni geometrie
university v Iasi se zidastnil v druhé poloving zéfi turistického zéjezdu do CSR. Pii této
prileZitosti navstivil matematicko-fysikdlni fakultu Karlovy university, kde byla dne
25. z4F1 1958 uspordddna s pedagogickymi pracovniky matematickych kateder beseda
vénovand otdzkdm organisace Skolstvi v Rumunské lidové republice. V kratkém tdvodnim
proslovu vzpomnél prof. A. Haimovici desetiletého vyrodi reformy Skolstvi v Rumunsku
a jejiho vyznamu pro dalsf rozvoj celého Skolstvi v této zemi a sezndmil tidastniky besedy
se strukturou rumunského vysokého §kolstvi. V bohaté diskusi pak byly vyménény zkuse-
nosti s vyudovédnim matematice na Skoldch st¥ednich i vysokych u néds i v Rumunské lidové
republice.

Dne 26. zéii 1958 pirednédsel profesor Haimoviei v matematické obei praZské na téma
,.Sur les espaces & connexion affine qui admettent la notion d’angle* (O prostorech s afinni
konexi, v nich% lze zavést pojem thlu). Vytah této predndsky je v tomto ¢asopise uve-
Yejnén na str. 110.

Jan Pavlifek, Praha

*

Ve dnech 28. zdi{ aZ 8. ¥ijna navstivili Prahu dva polsti hosté, kandidét fysikdlné-mate-
matickych véd K. RapziszewskI a Mgr J. KisyNskr z Lublina.

Dne 29. zéi{ méli pfedndsky v matematické obei praZské. Referat K. Radziszewského
,»,0 jistém extremdlnim problému pro télesa vepsand do konvexnich téles* se tykal vy-
sledkd o obdélnicich resp. kvddrech vepsanych do konvexni oblasti nebo konvexniho t&-
lesa. Jako ptiklad vysledk( uvedme véty:

Do katdé konvexni oblasti lze vepsat obdélnik, jehoz obsah je vétsi nebo roven poloviné
obsahu oblasti.
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Do kazdého kom;axmho télesd t?ojdimens'&onalniho Prostoru, které md ro'vfinu symetrie lze
padé, Ze kom:exnfl téleso je szmplea, plati rovnost.

V referdtu J. Kisynského ,,0 kompaktnich mnoZindch méfitelnych funkei** byly uve-
deny jisté nutné a postadujici podminky pro kompaktni mnoZiny méfitelnych funkef
vzhledem ke konvergenci podle miry. (Analogie znémé Arzelovy-Ascoliovy véty platné pro
mnoZiny spojitych funkei.) Byla vytena souvislost s kompaktnosti v prostorech L,,.

Ivo Vrkoé, Praha

*

1. ¥jna ptiletdl do Prahy star$i védecky pracovnik Ustava mechaniky AV SSSR
V. V. RuMsancev na l4denni ndvitdvu Ceskoslovenska. Prof. RumJancev mél &etné
védecké rozhovory § pracovniky tstavu CSAV i vysokych §kol.

V matematické obci praZské prednesl referdt na téma ,,0 stabilité pohybu gyroskopu
v Cardanové zévésu‘‘. Ljapunovovou druhou metodou podal fefeni tlohy o stabilité-
pohybu t&Zkého symetrického gyroskopu v Cardanové zévésu s respektovdnim hmoty
zdvésnych kruhi. Ukdzal t62 vysetieni vliva dissipativnich sil na stablhtu pohybu.

Ve dnech 9. a¥% 11. ¥jna navstivil nés$ host Brno a Bratislavu.

Zdenék Vorel, Praha -

*

Dne 1. Hjna 1958 piijeli do Prahy kandidéti véd P. I. Cusrix a V. P. SMIRJAGIN, pra-
covniei moskevského Vypod&tového stiediska sovétské akademie véd. Cilem jejich étrnécti-
denniho pohybu v TSR bylo prohloubeni styki s deskoslovenskymi pracovniky v oboru
numerickych metod a matematickych strojia. Oba hosté navitivili Matematicky ustav
CSAV a seznémili se s jeho strukturou a s novymi pracemi tykajicimi se jejich oboru.
Prohlédli si také Vyzkumny dstav matematickych stroji a jednali o daldi spolupréeci
s n. p. Tesla Hloubé&tin. : .

Dne 6. ¥ijna pfednéseli v matema,tlcké obci praZské na téma: ,,Elektronkové pocitaci
stroje v SSSR. ReSeni aerodynamickych tloh na elektronkovych poditacich strojich‘.
Prvni ¢4st pfednédsky v poddni V. P. Smirjagina se tykala konstrukénich principt dvou
nejlepsich sovétskych samodinnych poditadt ,,BESM* a ,,Strela‘‘. V druhé &dsti pred-
nésky P. I. Cugkin uvedl ndkteré vysledky, jich# Vypoétové stiedisko doséhlo v numeric-
kém FeSeni aerodynamickych tloh.

Z mimopraZskych instituci navitivili oba hosté brnénskou universitu a Slovenskou
akademii véd.

Hana Kostiukovd, Praha

VALNE SHROMAZDENT MEZINARODNI MATEMATICKE UNIE V ST. ANDREWS

Mezindrodni matematicks unie vznikla ve své nynéjsi formé v r. 1950 (pavodné existo-
vala jiZ pred prvni svétovou vélkou, pozdéji vSak zanikla). V letech 1956 —1958 ptistou-
pily k ni t6% Bulharsko, Ceskoslovensko, Madarsko, Polsko, Rumunsko a Sovétsky svaz.
Unie sdruZuje nyni pfevéZnou vétinu zemi, v nich% se soustavnd rozviji matematika;
&lenem Unie vSak dosud bohuZel neni Cina.

Cilem Unie je podle stanov podporovat mezindrodni spoluprici v matematice; zejména
se pak ve stanovdch uvédi podpora Mezindrodniho kongresu matematiki (jenZ se schézi,
jak zndmo, zpravidla jednou za 4 roky), jinych mezindrodnich védeckych shromézdéni
a veSkeré mezindrodn{ aktivity v matematice, pfispivajici k ,,rozvoji matematické védy
ve kterémkoli z jejich aspekt, ryzim, aplikovaném nebo vyuéovacim®. Jednotlivé zemé
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jsou &leny Unie prostfednictvim své p¥{sluiné organisace, nap¥. akademie véd. Vreholnym:
orgénem Unie je valné shromé?déni, které zasedd zpravidla jednou za 4 roky; ka¥d4
Slenskd zemé na ném mé 1—35 hlasi (napf. SSSR a USA maji p&t hlas, Polsko &tyii,
CSR tii apod.). Valné shroméZdéni voli devititlenny. vikonny vybor v &ele s predsedou,

jim¥ v obdobf 1955— 1958 je Hemnz Horr (Svycarsko).

Letodni tfeti valné shromé#déni se konalo 11. a% 13. srpna v St. Andrews (sidle- tretl
nejstarsi britské university) ve Skotsku. Bylo na ném zastoupeno 30 z 36 &lenskych zemi;
geskoslovenskymi delegéty byli ST. Scawarz a M. KatiTov. Na shromazdéni byla podéna
zpréva o ¢innosti Unie a jejich komisi. Svou &innost ukongila komise pro svétovy adresds
matematikid; adresd¥, obsahujici asi 3400 jmen, byl jiz vydén tiskem. Budou pracovat
komise pro vyménu matematikd, pro védecké publikace apod., které si postupng ujastiuji
moZnosti a metody své prdce. Velmi agilné pracuje komise pro vyuéovani matematice,
jeji% préce se pravdépodobnd v brzké dobs udastni také Ceskoslovensko.

Na shromézdéni byly schvdleny nékteré mensf zmény stanov Unie a byla prodiskuto-
véna Fada dalich bodt. V zdvéru zaseddni byl jednomyslng v tajném hlasovéni zvolen na
obdobi 1959—1962 novy vykonny vybor ve sloZeni:

predseda — R. NEvanviNNa (Finsko), mistopfedsedové — P. S. ALEKSANDROV
(SSSR) a P. Morst (USA), tajemnik — B. Eckmany (Svycarsko), dlenové — K. CHAN-
DRASEKHARAN, C. CEOQUET, H. KNESER, J. F. Korsma, K. KURATOWSKI.

Miroslav Katétov, Praha

-~

MEZINARODNI KONGRES MATEMATIKU V EDINBURGHU

Ve dnech 14. aZ 21. srpna 1958 se konal v Edinburghu (Skotsko) mezindrodni kongres
matematiki (pfipometime zde mista a roky piredchézejicich kongresti: Curych 1897,
Paif% 1900, Heidelberg 1904, Rim 1908, Cambridge 1912, Strasburk 1920, Toronto 1924,
Bologna 1928, Curych 1932, Oslo 1936, Cambridge, U. S. A. 1950, Amsterodam 1954).
Kongresu se udastnilo asi 1700 matematikl, s nimiZ ptijelo do Edinburghu nékolik set
rodinnych p#islusniki (tzv. ,,associate members‘‘). Z Ceskoslovenska se udastnili letogniho
kongresu M. Karirov, J. KurzweiL, St. ScEWARz, M. ZLAMAL; pomérnd znadénd byla
tentokrét idast matematiki sovétskych (pfes 30), polskych (asi 25) a madarskych (asi 25).

Na zahdjeni i na zdvér kongresu se konalo spoleéné zasedéni viech tdastniki. Védecky
program kongresu sestédval jako obvykle jednak ze spoleénych jednohodinovych pfednéd$ek
(bylo jich ohléSeno 21), jednak ze zasedéni sekei. Sekei, po piipadé podsekef bylo jedendct:
I. Logika a zéklady. ITA. Algebra. IIB. Teorie &isel. ITTA. Klasickd analysa. IIIB. Funk-
ciondlni analysa. IV. Topologie. VA. Algebraickd geometrie. VB. Diferencidlni geometrie.
VI. Pravdépodobnost a statistika. VIIA. Aplikovand matematika. VIIB. Matematickd
fysika. VIIC. Numerickéd analysa. VIII. Déjiny a vyudovéni. Sekce (podsekce) zasedaly
pfi tom dasto také ve dvou nebo tfech soubéinych skupindch. Na pofadu sekei I—VII
bylo podle tdaji v pFedbéZném programu 38 ptlhodinovych predndiek (na pozvéni) a pres
600 krétkych (patndctiminutovych) sdéleni; pro zajimavost uvddim (zaokrouhlend a
nékdy odhadem) p¥ibliZny pocet sdéleni v sekeich (podsekeich): I — 25, ITa — 65, ITb —
40, IITa — 130, IITb — 65, IV — 40, Va — 30, Vb — 35, VI — 50, VIIa — 60, VIIIb —
25, VIIc — 50. Ponékud jiné usporddéni bylo v VIII. sekei, kde byly na programu pie-
dev§im t¥i hodinové referdty (vyudovdni matematice pro vékovy stupetr do 15 let, vé-
decké zéklady matematiky ve stiedoSkolském vyucovéni, srovndvaci studie metod uve-
deni do geometrie), k nim pak vZdy polodenni vSeobecnd diskuse; kromé toho byly
v VIII sekei (podle predbézného programu) dvé ptlhodinové predndsky a 22 kratkych
sdéleni (z toho 4 historickd, ostatni k otdzkdm vyucovdni). V disledku velkého podétu
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sdéleni, byl das na dotazy a diskuse v sekcich I —VII nepatrny (vlastné jen 5 minut po
ka¥dém sdé&leni); presto byla nékdy diskuse dosti %ivd — potom ovSem spiSe mimo
vlastni zasedéni.

Vsichni &eskosloven$ti Géastnici prednesli na kongresu struéné sdéleni: M. Katétov
o doplitkové dimensi (kodimensi) mno#iny v topologickém prostoru, J. Kurzweil o spojité
zavislosti na parametru a zobecn&nych oby&ejnych diferencidlnich rovnicich, St. Schwarz

o duélnich pologrupéch a M. Zldmal o smi¥eném problému pro jisté typy rovnic tietiho
rédu.

Kromsé vlastniho védeckého jednéni byl ovSem na kongresu té% bohaty kulturni a spole-
Gensky program. Také zde, stejné jako pii organisaci vlastniho odborného programu,
splnili hostitelé velmi dobte svij vkol. '

Ke zhodnoceni kongresu je t¥eba ¥ci, %e se ¢asto kladla otézka, zda jsou udelné tak
8iroké kongresy, zahrnujici celou matematiku. Odpovédi vyznivaji rtzné a neni jasné,
k jakému nézoru a k jakym praktickym z&vErtum se nakonec dojde. Jisté je, Ze i ve své
nyndjsi forms jsou mezindrodni matematické kongresy velmi uZite¢né. PYedndsky a sdé-
leni doplfiuji — n&kdy velmi podstatnd — poznatky ziskané z literatury; zejména duleZity
a podnétny je viak pr{my osobni styk mezi Géastniky, ktery nelze nahradit Zidnym jinym
zptsobem. Podet nasich udastnikd byl bohuZel velmi maly, takZe s praci vétSiny sekei jsme
se nemohli sezndmit. Bude-li pti&té podet dastniki véts{, bude mimo jiné moZné téelnd
rozvrhnout névitévu sekef a tak ziskat té% soustavnéjsf predstavu o tom, jak se na kongre-
su jevi matematika jako celek.

Miroslav Katétov, Praha

31. ZASEDANT MEZINARODNIHO STATISTICKEHO USTAVU (ISI) V BRUSELU

Ve dnech 2. aZ 8. z4¥i 1958 konalo se v Bruselu mimot4dné 31. zaseddni ISI. PFiSti
zaseddni bude 1960 v Tokiu. Jedndni prob&hla v sedmi shromé#dénich (A a B) vénovanych
statistickym metoddm zji§tovdni Zivotni drovné, svétovému séiténi lidu chystanému na
rok 1960, statistickym problémim v astronomii, s nimi% se nade statistickd vefejnost
sezndmila p¥i neddvné navitéveé J. NEymaxa a E. L. ScorrovE, ddle aplikacim v biologii
a pramyslu a koneéné vybérovym Setfenim a analyse mezizdvislych dynamickych systému.

Ceskoslovensko bylo zastoupeno témito delegéty: dr. A. Zarupovi (VUTT, na vlastni
néklady), dr. F. FasFr (predseda SUS), ing. F. Hersst (SUS), dr. Jar. Hisex (MUGSAV),
B. Korpa (VSE Praha). A. Zaludové prednesla sd8leni ,,Necentrélni i-test s pouZitim
rozpéti*, J. Héjek sdéleni ,,0 teorii pomé&rovych odhadi‘. Za SUS bylo pfedloZeno sdéleni
., Vybérova Setfeni o ndkladech na vystavbu domt v CSR*.

Jaroslav Hdjek, Praha

MATEMATICKA KONFERENCIA V SMOLENICIACH

V diioch 15. aZz 20. septembra 1958 konala sa v Domove vedeckych pracovnikov
v Smoleniciach za tidasti asi 100 ¢eskych a slovenskych matematikov matematicksd kon-
ferencia, poriadand Slovenskym vyborom Jednoty ¢s. matematikov a fyzikov. Pracovnu
ndpli konferencie tvorily otédzky polytechnickej vychovy v stredo$kolskej matematike,
metodické otdzky vo vyulovani matematiky na strednych gkoldch, problém spojenia
matematiky s praxou a tradicia ¢eskoslovenskej matematiky.

Ladislav Miétk, Bratislava



KONFERENCE O NOMOGRAFII

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie zem&métické fakulty CVUT (vedoueci
profesor dr. VAcLav PLESKOT) uspoiddd ve dnech 7., 8. a 9. zé¥i 1959 v Praze konferenci
o nomografii. Cilem konference je:

a) koordinovat védeckou ¢innost naSich pracovnik v nomografii a sezndmit je se sou-
¢asnym stavem nauky,

b) sezndmit pracovniky védeckych a vyzkumnych tstavii i vyrobnich odvétvi s téin-
nost{ nomografickych metod a obrdcené ziskat od téchto pracovnikd podnéty, které by
ovlivnily smér badéni pfi aplikaci nomografie.

BliZsi informace na katedfe matematiky FZ, Praha 2, Na bojisti 3.

Karel Kominek, Praha

ZPRAVA O POBYTU DOC. DR. MILOSE ZLAMALA V POLSKU

Ve dnech 15. kvétna aZ 6. dervna 1958 navstivil Polsko dr. MrLo8§ ZrAmA€L, docent pfirodo-
védecké fakulty v Brnd. Cilem jeho studijni cesty bylo sezndmit se bliZe s praci polskych
matematika zabyvajicich se obydejnymi i parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi.

M. Zlémal piednesl v Lubliné, Gdansku, VarsSaveé, Poznani a Krakové celkem sedm
prednések z teorie obydejnych i parcidlnich diferencidlnich rovnie. Setkal se s fadou pied-
nich matematickych pracovnik® ana téchto schiizkdch ziskal cenné poznatky, zejména
v Krakové a Lubliné.

Milos Zldmal, Brno

NAVSTEVA CSL. MATEMATIKU V SSSR

Ve dnech 16. dervna a# 2. éervence 1958 navstivili prof. dr. Vrapimir KNICHAL a inZ.
MrizaN STANEK Vypoétové stiedisko Akademie véd SSSR v Moskvé. V fadé konsultaci
s védeckymi pracovniky tohoto stiediska sezndmili se tito soudruzi s rychlobéZnymi podi-
taéi Ural, BESM a Strela a podrobné se informovali o organisaénich a technickych problé-
mech spojenych s FeSenim technicky velmi ndroénych numerickych tkoli.

Viadimtr Knichal, Praha

OBHAJOBY DISERTAONICH PRACT KANDIDATU A DOKTORU VED

Na matematicko-fysikdlni fakulté KU v Praze obhdjili disertaéni préce tito
kandidéti fysikdlné-matematickych véd: Dne 4. zaff 1958 MiLosLav DRIML préci ,,Distri-
buéni a charakteristické funkciondly v abstraktnich prostorech®; dne 25. zd¥i 1958
JaroMir ABRHAM préci ,,0 nékterych otdzkdch linedrnfho a nelinedrniho programovéni‘
adoc. dr. JAN JAKUBIK préci,, Vytvorujice rozklady na svéizoch a priame stuéiny svizov'‘.

P¥i Matematickém tistavu CSAV v Praze obhéjili dne 2. #{jna 1958 disertatni préce
tito kandid4ti fysikdlné-matematickych véd: dr. Lapisrav KosmAx préci ,,Metoda siti pro
jednorozmérné linedrni okrajové problémy*‘, dr. CesTM{r VITNER préci ,,Vyjimeéné body
na kiivkdch v Riemannovych prostorech®, Ivo VRko¢ préaci ,,0 integrdlni stabilité‘
a dr. RupoLr VYBORNY préci ,,0 nékterych zdkladnich vlastnostech reSeni okrajovych
dloh pro parcidlni diferencidlni rovnici parabolického typu‘.

Tého% dne obhdjil dr. JaArRosLAV KUurzwEIL disertaéni préci doktora fysikdlné-matema-
tickych véd na téma ,,Zobecnéné obycéejné diferencidlni rovnice a spojité zdvislost para-

metru‘.
Redakce
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PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

Zatétkem studijniho roku 1958 —1959 byly opdt zahdjeny pravidelné predndsky a dis-
kuse v matematické obci prazské. Konaji se od 17 hod. 15 min. na Matematicko-fysikélni
fakulté KU v Praze II, Ke Karlovu 3, zpravidla kazdé pond8li.

Dosud se konaly tyto prednd8ky s diskusemi:

24. 9. 1958: A. Haimovici (Jasi), O organisaci vyuéovani matematice v Lidové republice
rumunské. ‘ )

26. 9. 1958: A. Haimowici (Jagi), Sur les espa.cés 4 connexion affine qui admettent la
notion d’angle.

29. 9. 1958: K. Radziszewski (Lublin), O jistém extremélnim problému pro télesa vepsa-
nd do konvexnich téles.

J. Kisyriski (Lublin), O kompaktnich mnoZindch métfitelnych funkei.

1. 10. 1958: Hilmar Grimm (Jena), Matematicko-statistické problémy poditani bakteril.

6. 10. 1958: V. P. Smirjagin (Moskva), Elektronkové poditaci stroje vypoétového stie-
diska, Akademie véd SSSR. )

P. 1. Cuskin (Moskva), Reeni aerodynamickych tloh na elektrickych poéitacich strojich.

8.10. 1958: V. V. Rumjancev (Moskva), O stabilité pohybu gyroskopu v Cardanové zdvésu.

18. 10. 1958: Miroslav Katétov a Jaroslay Kurziveil, O matematickém kongresu v Edin-
burku.
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