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Casopis pro pastovani matematiky, rot. 84 (1959), Praha

POZNAMKA K PHRAGMEN-LINDELOFOVU PRINCIPU

JAROSLAYV FUKA, Praha
(Doslo dne 28. listopadu 1957) DT:517.531

Je znédmo, e vétu o maximu pro subharmonické funkce lze rozsifit
tak, ¥e se v okoli jednoho hraniéntho bodu pfipusti singularita jistého
typu. V 8lanku jest analysovéna p¥ipustnéd singularita v zévislosti na
tvaru hranice definiéni oblasti funkce v okoli singuldrniho bodu.
Zv145t8 jsou studovény oblasti, jejich¥ hranice ma v singulérnim bodé
bod vratu.

s 1

V celém ¢ldnku rozumime terminem ,,konformni zobrazeni‘ prosté a kon-
formni zobrazeni, thlem U, ¢ o vrcholu z, mnoZinu t&ch bodt z = = + 4y, pro

néz larg(z—zo)—oml<@~;—, kde 0 <a=<2 0<0O =2 (jeli x=0,
budeme index « vynechavat), sektorem S, ¢ mnozinu téch bodf z, pro néz plati
larg z| < @ —7;— , |z] < r, kde 0 < @ < 2; K, bude znamenat otevieny kruh se
stfedem v podatku a polomérem r.

Definice. (Viz [1] str. 1) Budi# u(z) realné funkce v oblasti G. Rikdme, Ze
u(z) je subharmonickd v G, jestlize mé tyto vlastnosti:

(Sy) — 00 =< uf2) < + o0, existuje bod z,e G tak, Ze u(z,) £ — co.

(S;) u(2) je shora polospojitd v G, tj. ke kazdému bodu z, ¢ G a ke kazdému
¢islu ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro |z — z,| < d plati u(z) < u(z,) + &

(S,) Budiz G’ oblast, lezici i se svou hranici H' uvnitt G. Budiz h(z) funkce
harmonické v &, spojitd v &' + H', h(z) = u(z) v H'. Potom h(z) = u(z) v G'.

Plati nyni tyto zndmé véty:

Véta 1.1. BudiZ G omezend oblast, leZici v whlu Ue. Budif u(z) funkce subharmo-
nickd v G.

a) Necht v kaZdém bodé z hranice G,z + 0, platt lim sup u(z) < C.

2eG, 22
b) Necht v bodé z = 0 (leZi-li ovdem na hranici G) plati lim sup u(z) r* =
2eG, 2—0
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=M < ©, kde 0 < k < =, r = |2|. Potom v kazdém bodé ze G platt u(z) < C

0 b
a je-li v nékterém bodé zye G u(z)) = C, je u(z) = C identicky v G (srovnej [3],
str. 115).

Vé&ta 1.2. BudiZ G omezend oblast, leZict wwniti oblasti, jejiz hranict tvo¥t krus-
nice ¢, se stiedem v bodé hyi a polomérem |h,| a krufnice c, se stredem v bodé hyi
a polomérem |hy|, hy % hy. BudiZ u(z) funkce subharmonickd v G.

a) Necht v kagdém bodé z hranice G, z + 0, platt lim sup u(z) < C.

z2e¢G, 2z
b) limsup w(z) < C (existuji-li ovdem v @ body z — 0, Re z < 0).
zeG, Rez<0, 2—0
1 1

~B 2n
) lim uz)e T=M < o0, kde 0 <k , =
C) z2¢G, Rezi%?z—so (Z) . H hl h2

r = [g].

H, =

’

Potom v katdém bodé z e G plati w(z) < C a je-li u(zy) = C v nékterém bodé
2o € G, je u(z) = C identicky v G.

V tomto odstavei uvedeme na ukdzku dikaz véty 1.2 anékteré pomocné véty.
V dalsim odstavei pak zobecnime véty 1.1 a 1.2.

Dikaz véty 1.2. Definujme v G funkei

w(z) = ek,F"'_"’ cos [lc’ (— __y_2 + %)] ,

x? 4y
kde
1,1 , 2
k (.1_ IL )
o(z) je redlna tast funkcee ‘* * / a je tedy harmonickd v @. Je-li z¢ @, je

11 1 ({1 H,\ —y | H, 1|1 1
—z;rl—z;<lm(7+f‘) Fre T T ST h TR
tj.
’ — Y H2 ’ Hl 2_” Hl_n
vl <v B <R 2T
a tedy

ey Hi)lS
MBI -
Je tedy w(z) > 0 v G. Oznaéme F,(z) = u(z) — o w(z). F,(z) je subharmonickéd
v G a podle ¢) pro dostateéné malé » plati

1 ;8
F (z) < M — gek #+9% cog [k’ ( - +yy -+ )] , kde M' > M.
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Je v8ak

x 1

1
ol = — —1
x2 2"y 2 2 2
+y V2 +y Vl 3;2

._I_

proz—>0, x> 0, neboﬁ%»()
o 2 L
Tedye “*"' >e¢ 7,k < k" <k’ pro dostatedns mala r. Je tedy
el ( ) 7)
F.z)<e "\M — one ,
tj.
limsup F,(z)=— 0<C

2¢G, Rez>0, 2—0

pro kazdé o > 0. Podle principu maxima pro subharmonické funkee ([1], str. 6)
tedy plati F,(z) < C viude v G. Prejdeme-li k limité pro o — 0, dostdvame
u(z) < C viude v G. Je-li v nékterém bodsé z, € G u(z,) = C je opét podle principu
maxima %(z) = C viude v G.

Lemma 1.1. Budif u(z) funkce subharmonickd v oblasti G. Budiz { = x(2)
konformni zobrazeni oblasti G na oblast H. Potom funkce ¢() = u(y~({)) = u(z)
je subharmonickd v oblasti H.

Dikaz. Madme dokézat, ze (C) splituje v H podminky (S,), (S,), (S,). Dikaz
podminek (S,), (S,) je zfejmy, dokdzeme tedy jen podminku (S,). Budiz G’ libo-
voln4 oblast takova, ze @ + H' c H, kde H' je hranice G'. Budiz ’({) harmo-~
nicka v &, spojitd v G' +H' a o' ({) = ¢(¢) v H'. Potom té% y~ Y@ + H') c G,
o(z) = o’'(x(z)) je harmonickd v y (&), spojitd v y UG + H'), w(z) =
= wu(z) v " Y(H'). Ztejm& y (H’) je hranici oblasti y~1(¢"). Ponévadz u(z)
splituje podminku (S,) v @, je w(z) = u(z) v {Y(H + &) a tedy »'({) = ¢({)
vG@ + H'.

Lemma 1.2. Budiz u(z) funkce definovand v Jordanové oblasti G. Necht v bodé z,
hranice G platt lim sup u(z) < C < oo. Budi ddle { = w(z) konformni zobra-

2eG, 2z,

zent oblasti G na Jordanovu oblast H. Potom v bodé {; = w(z,) platt lim sup ¢(£) <
teH, (=L,
C, kde o(0) = w(w™(0)) = wu(2).

Diukaz. Uzije se zndmého faktu, Ze konformni zobrazeni Jordanovych
oblasti lze spojité rozsifit na hranici (viz napf. [2], str. 409).

Lemma 1.3. Budiz ddna Jordanova oblast G a budiZ y jeji hranice. Necht exis-
tuje ro > 0 tak, Ze pranik G s kaZdym kruhem K,, 0 < r < r, je vnitfek ,,troj-
whelnika T, jehoZ ,,strany* tvoFi: oblouk krugnice c, se stredem v bodé k.t a polo-
mérem |h,|, oblouk kruZnice c, se stiedem v bodé hyi a polomérem |hy|, hy =+ h,,
a konecéné ten oblouk kruZnice k,, jeZ je hranict kruhu K ,, jehof krajni body jsow
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priasebiky k, s c, a cy a ktery v K, pfislu$t mensimu stiedovému whlu. BudiZ
w = [(2) konformni zobrazeni oblastt @ na oblast G, jejiZ hranici tvoit kruénice
¢, a ¢, takové, Ze f(0) = 0. Potom ke kaZdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze ve
omittku T's platt |f(z)] < (1 + ¢) 2]

Dikaz. Nejdfive poznamenejme, Ze konformni zobrazeni pasu ¢ <y < b

.4 - a+b
b-a 3 °

. ; . 1 -
na pravou polorovinu mi tvar w =e a Ze funkce " zobrazi

jednoduse souvislou oblast, jejiz hranici tvoii kruznice c,, ¢, na pas — <

7,
1 1 1 , :

<y< — T, nebo — Sy <y< — o Oznadime-li tedy z = ¢(w) kon-

formni zobrazeni pravé poloroviny na @ takové, Ze @(0) = 0, a dale H, =

1 1

“ |k By
oz (1 H,

p(w) = e (W T 1) zobrazuje konformné &4st okoli poéatku roviny w na 8ast
okoli bodu z = 0 lezfci v pravé poloroving, pii em? tseéce imagindrni osy
roviny o je pfifazena tsedka imagindrni osy roviny z. Podle principu symetrie
tedy plati p(w) = w(c; + ¢ + ...), ¢, + 0. To znamend, Ze pro dostatetné
mald z e G plati

2z (1  H, . 2z (1 H, .

ei(7+4_z) = ei‘(a+ 4_1) (¢, +..)=¢e"
(jednoznatna vétev logaritmu existuje, nebot pro dostateéné mala z a tedy pro
dostateéné mald w je ¢; + ... & 0). Pro dostateéns mald z e G tedy plati

(podle pFedpokladu je H, > 0), H,= }—;— + kl , potom funkce
1 2

2n

1 H
(;‘4’—411:) + log (¢, + ...)

2z (1  Hy,\ 2=l  H,.
‘~H—1(~;+T@)—H—1(%+—4—i’)+10g(cl+"'))
t;.

1
w

I

H
[1 -}—wé;llog (cl—}—...)].

K ¢ > 0 existuje tedy é > 0 tak, Ze pro [z| < 4, ze G plati

%gﬁ(ws),

1
z

ti. hw| < l2|(1 + &), ¢. b. d.

2

Definice 2.1. Budiz déna oblast G, jejiZz hranici tvo¥i uzaviend kfivka y.
BudiZ zy € G. Oznadme M mnozinu viech Ghla U, o o vrcholu z,, jez maji tuto
vlastnost: Viechny body oblasti G, jei lezi v jistém okoli bodu 2y, lezl v U, 6.
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Oznaéme N mnoZinu viech @ takovych, ze U,,e M. Budiz N + ¢. Budiz
# = inf @, ¥ > 0. Potom ¥ikdme, %e y mé v bodé& 2, whlovy bod Fddu 9.

Vé&ta 2.1. BudiZ G omezend oblast, jejtZ hranice y md v poldtku whlovy bod Fddu
0. BudiZ u(z) funkce subharmonickd v G. Necht jsou ddle splnény predpoklady
a), b) véty 1.1. Potom 2@stdvd v platnosts ¢ torzent véty 1.1.

1
Dukaz. Necht tedy v podatku plati lim sup u(z) 7" = M < 00,0 <k < R
z2eG, z—0
1

Zvolme ¢&islo k' tak, Ze k < k' < R Pondvad? y ma podle predpokladu v po-
gatku tGhlovy bod ¥adu O, existuje thel U ;1 o vrcholu v podatku tak, Ze body

T K
oblasti G, lezici v jistém okoli poddtku, lezi v U 1. Bez Ujmy na obecnosti
&®, E’— °
oy g3 . ’ T R | %
miZeme ziejmé kldst x = 0. Pfedpoklddejme nejdiive, Ze 7 < 1. V tom pii-
padé mhZeme sestrojit tak malé kruznice k,, k, dotykajici se v potatku ramen
dhlu U, a protinajici se v bod& a < 0, %e oblast G i U1 lez{ ve vnéjsku kazdé
%,— X

z kruZnie k,, k,. Transformaci = prejde oblast bodd lezicich vné kazdé

z—a
z kruZnic k,, k, v Ghel U, v roviné {, oblast G v oblast G’ c U’,, funkce u(z)
& x
ve funkei #'({) = u(z) definovanou v @'. Podle lemmatu 1.1 je »’({) subharmo-
nickd v G’ a ziejmé plati
lim sup »'({) < C
el oF

v kazdém hreniénim bod® £ + 0 oblasti G'. Ponévady funkce { = —— mé

v okolf podatku rozvoj { = — 2(1 + % + ), plati v jistém okoli podatku |{| =
< K|z|, K < 0. V bod8§ { = 0 tedy plati

lim sup %'({) [{[¥ < lim sup u(z) |¢|* . K¥ = K¥ .M < o0 .
LeG', {0 z2eG, 20

u'({) tedy spliiuje predpoklady a), b) véty 1.1. Je tedy «'({) < C viude v &/,
aje-liu'($o) = C, {ye &, jeu'({) = Cidenticky. Stejné tvrzeni plati tedy i v ob-
lasti G pro funkei u(z) = %'({), c. b. d.

. 1 y y . s e
Je-li 1 < 7 < 2, sestrojime op&t tak malé kruimice k,, k, dotykajici se
v podatku ramen tGhlu U; a protinajici se v bodé a < 0, %e oblast G i U1 lezi
g E

v oblasti, kterd je vnéjfkem priniku vnitikd kruZnic k,, k,. Dalsi postup je
stejny.
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Definice 2.2. BudiZ d4na oblast @, jejiZ hranici je uzaviens k¥ivka y. Budi
2, € . Oznaéme V, 4 oblast, jejiZ hranici tvoii dvojice parabol z, + (z + 2x*) ¢,
zy + (x — ta*) €', pii éemZ poloptimka 2z, + te®, t > 0, lezi ve V, 5. Oznatme M
mnozinu viech V, g, jez maji tuto vlastnost: V8echny body oblasti G, jeZ leZi
v jistém okoli bodu z,, lezi ve V, 5. Oznaéme N mnozinu viech « takovych, Ze
VaigeM.Budiz N + ¢. Budiz o = sup «, ¢ = 2, p < . Potom ¥ikdme, Ze y mé

v bodé& z, bod vratu fddu o — 1.

Definice 2.3. Budiz déna oblast @, jejiZz hranici je uzaviend k¥ivka y. Budiz
2z € y. Necht y mé v bodé z, bod vratu ¥ddu . Oznatme W3 1, &, > h,, oblast,
jejiz hranici tvori dvojice parabol

2o + (x + thyaetl) e | 2y + (x + shyzet?) ¢if |

pfi ¢emzZ poloptimka z, + te®, ¢ > 0, lezi ve W$_,,. Oznatme M mnozinu viech
WS n., jez maji tuto vlastnost: V8echny body oblasti G, jez le#i v jistém okoli
bodu z,, lezi ve W5, 1, . Oznaéme N; mnoZinu %, takovych, Ze k nim existujf 4,
tak, ze W3 »,e M, a N, mnoZinu h, takovych, Ze k nim existuji 4, tak, Ze
WS, s e M. Budiz N, + § (pak je ziejmé i N, + 0). Budiz H, = inf h,, H, =

hyeN,
= sup h,, H; > H,. Potom fikdme, Ze y ma v bodé z, bod vratu Fddu o typu
hoe N,

[H 1 H 2]' : .
Lemma 2.1. BudiZ @ oblast, jejiz hranici je kfivkay. Necht y md v poédtku bod
vratw fddw o typu (H,, Hy]. Necht G lei uvonmiti dhlu Us, o' > o. Zobrazeni

e
{ = 20 prrevede G v G' a y v y'. Potom ki#ivka v md v poldtku bod vratw Fddu 1

typu [oH,, oH,].

Dukaz. Budiz gh, > oH, > oH, > ph,. Podle pfedpokladu existuje oblast
WS ay(hy > hy > Hy, Hy > hy > h,) tak, Ze pro jisté okoli O podétku roviny z
plati G n O c W$: 5, . Nyni viak je

(x + jaa®t)e = 28(1 + iaa®)®
a tedy
(x + iax?t)? = 22 + jpax’® I O(x™)

pro « — 0. Existuje tedy oblast Wy, . .. tak, Ze v jistém okolf O c {(O)plati
G'n 0" c Wy on,- Kdyby nyni ' méla v podétku bod vratu ¥adu 1 typu
loHy, oH;), Hy < H,, H; > H,, ukdzali bychom stejnym zpfisobem existenci
oblasti W% » g~ v roviné 2, pti emZ by v jistém okoli O po¢dtku roviny z platilo
OnGc W u»ra Hy >Hi > H;, H, > H, > H,, coz podle pfedpokladu nenf
mozné. Stejné se vyloudf moznosti Hy = H,, Hy > H, a H; < H,, H, = H,,.
y' mé tedy v poéatku bod vratu fddu 1 typu [oH,, oH,]. .

Stejnym zpasobem se dokaze

Lemma 2.2. Budiz @ oblast, jejiz hramict je uzavfend k¥ivka y. Necht y md
v pocdtku bod vratw Fddu o typu [H,, H,). Zobrazme oblast G na oblast G’ pomoct
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, —az
zobrazent { =

=z (1 + s- + ) Potom G’ md v poédtku opét bod vratu
fddu ¢ typu [H,, H,].

Lemma 2.3. Budi# ddna parabola p(zx) = la 2. Potom pro dostatetné mald x

leZi polokruinice k(x) = a'.— a’ Vl - c% nad [pod] parabolou p(x), jeli
0<a <anebod>a>a [a >a>0nebo0 >a > al,tj. pro takovd o’ plati
k(x) — p(x) > 0 [k(x) — p(x) < 0].

Dukaz. Pro dostatednd mald x je

2 2 2
k(x)=a'—a’Vl—g,-z=a’—a’(l—2—906‘,—2—01(96‘))=%+0(x‘)
a tedy

x2 (1 1
k(x)—?(x)——(g,-——-)-f-o(xf‘),
tj.
k() — p(x)>0 pro a >a >0 nebo 0>a >a,
k(x) — p(x) <0 pro ¢’ >a >0 nebo 0>a >a, c. b.d.

Dusledek. Budi# déna oblast @, jejiz hranici je uzaviend kiivka y. Nechﬁ. '
mé v poéatku bod vratu fidu 1 typu [H 1, H,]. Potom ke kazdému 1 > 0 exis-

tuje kruZnice k, se sttedem v bodé —— ¢ a polomérem a kruZnice k, se

2h 2|h |
sttedem v bodé — i a polomérem tak, Ze H, —{— n>h, >H, Hy>
2h,2 2\h2\

> h, > H, — 7 a %e oblast 7T, jejiz hranici tvo¥i k,, k,, obsahuje viechny body
oblasti G lezici v jistém okoli poéatku.

Dikaz. Stadi to dokizat pro 5 dostatednd malé. Zvolme tedy n > 0 tak, aby
isla H, a H, + n resp. H, a H, — n méla stejnd znameni, je-li H, #+ 0, resp.
H, + 0. Podle definice existujf &isla hy, ky tak, Ze oblast W,l », Obsahuje vie-
chny body jistého okoli potatku leiici v G, p¥ ¢emz H, +n > hy > Hj,
H,> hy > H, —n. Z pravé dokézaného lemmatu plyne okamzité tvrzeni.

V&ta 2.2. BudiZ G omezend oblast, jejiz hranice y md v poédtku bod vratu Fddw o
typu [H,, H,]. Budiz u(z) funkce subharmonickd v Q.
a) Necht v kaZdém bodé Zey, z + 0, plati lim sup u(z) < C.

z2eG, 252

: : 4
b) lgl:l;jgg ag)e ®=M < oo, kde 0 < k < m—my’ = lz].

Potom v kaZdém bodé z € G plati u(z) < C, a je-li v nékterém bodé z, e G u(z) =
= C, je u(z) = C identicky v G.
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Dukaz. Predpokladejme nejdiive, ze G c Ug, @' > p. Zobrazme oblast G po-

moci zobrazeni 2’ = 2¢ na oblast G'. Jeji hramce y" bude mit v poéatku podle
lemmatu 2.1 bod vratu ¥adu 1 typu [eH,, oH,]. Podle disledku lemmatu 2 3

1
1 a polomérem

mizZeme tedy sestrojit kruznici %, se stfedem v bodé - BT
. 2h,

2lh1'

¢ a polomérem —— tak, Ze k; > oH, >

1
a kruZnici k, se stfedem v bodé —— o,

2[}» |
T < T

hy— hy " o(H, — H,)
v jistém okoli O’ bodu 2z’ == 9, lezi v jednoduse souvislé oblasti 7', jejiZ hranici
tvoif kruznice k; a k,. Existuje tedy déle kruznice K se stfedem v poditku tak,
Ze oblast 7", jez obsahuje bod o a jejiz hranici tvoti oblouky kruZnic k, a k,
a oblouk kruZnice K, obsahuje G'. Zobrazme koneéné 7" na T pomoci funkce
;= f(z'), {(0) = 0. Oblast G p¥ejde v oblast H c T. V H méame tedy defino-
vanu funkei U({) = %/(2') = u(z). Podle lemmatu 1.1 je U({) subharmonicka
v H a podle lemmatu 1.2 v ka?dém bodé { hranice oblasti H, & + 0, plati

limsup U(%) < C.

LeH, [T

>oH,>h, a k< a Ze body oblasti @', lezicf

Funkce U(¢) spliiuje tedy podminky a), b) véty 1.2. Ztejmé dale plati
1
lim sup u'(z') e F=M.

‘2'eG’, 2’0

Zvolme ¢ >0 tak, Zze k' = (1 +¢)k < ———. Potom podle lemmatu

— h
1.3 existuje mnoZina T, tak, Ze pro z’e T,, plajn f@)] < (1 +¢)

lc k'
‘ m,r,:f ), a tedy

%t
lim sup U(f) e I < 0.
leH, {—0

Ponévadz je k' < Tzn—h , spliuje funkee U({) v oblasti H ¢ T'i ptedpoklad c)
1= v2

véty 1.2. V H tedy plati U(L) < C,aje-liU(L,) = C, Lye H, je U(L) = C viude
v H. Totéz plati tedy také o funkei u(z) = U({) v G.
Zbyvd nakonec zbavit se omezeni G c Us, o' > ¢.
Q;
Ponévadz G méa v poéatku bod vratu ¥adu ¢ typu [H,, H,], existuje kruh K,
se stfedem v podatku a polomérem r tak, ze K, n G c S 2 o > o, tj. G E,

kde E =R — (K, — S 2), B je roz§ifend rovina. Ste]ne ]ako v dikazu véty

g
2.1 sestrojime dostatedné malé kruznice k,, k, a pouZijeme zobrazeni z, =
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