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Casopis pro péstovani matematiky, ro. 84 (1959), Praha

KONVEXE KETTEN IN I-GRUPPEN

JAN JARUBIK, Kogice
(Bingelangt am 22. November 1957) DT:519.4:519.5

Es sei R eine konvexe und maximale Kette in einer I-Gruppe G. In
dieser Arbeit untersuchen wir die gruppentheoretischen Eigenschaften
der Menge R.

G sei eine I-Gruppe (siehe [1], Kap. XIV). Dann hat G gewisse verbandstheore-
tische Eigenschaften (die sich nur auf die Operationen n, u beziehen) und ge-
wisse gruppentheoretische Eigenschaften. Es ist bekannt, dass aus verbands-
theoretischen Eigenschaften wichtige gruppentheoretische Eigenschaften folgen |
konnen. (Z. B.: Ist G ein relativ vollsténdiger Verband, dann ist @ eine kommu-
tative Gruppe.?))

In dieser Arbeit wollen wir folgende Frage untersuchen: Es sei R eine konvexe
und maximale Kette in einer I-Gruppe G. Welche Gruppeneigenschaften hat
dann die Menge R? Die Antwort ist in Satz 2 gegeben.

Wir erwidhnen zuerst einige Grundbegriffe und Bezeichnungen (s. [1]). Es sei
G eine Menge. Setzen wir voraus, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. @ ist eine Gruppe (die Gruppenoperation und das Einselement der
Gruppe G bezeichnen wir — auch in dem nicht-kommutativen Fall — mit
den Symbolen +, 0),

2. @ ist ein Verband (die verbandstheoretischen Operationen und die
Relation der teilweisen Ordnung bezeichnen wir n, U, =),

3. fiir beliebige Elemente z, y, a, be G gilt

r<y=>a+t+zrz+b=a+t+y+5b.
Dann nennen wir @ eine I-Gruppe. ~
(Wenn wir anstatt der Bedingung 2 die schwichere Bedingung
2'. @ ist eine teilweise geordnete Menge (die Relation der teilweisen Ordnung
bezeichnen wir mit <) postulieren und wenn wir die Bedingungen 1, 3 der
vorigen Definition in Giiltigkeit lassen, so nennen wir G eine teilweise geordnete
Gruppe.)

1) Diesen Satz hat Iwasawa bewiesen (Jap. Jour. Math. 18 (1943)). Siehe auch [1],
S. 234.
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Im weiteren Text bedeutet @ immer eine I-Gruppe, die mehr als ein Element
besitzt; kleine Buchstaben bezeichnen Elemente aus G.

In [1] sind folgende Behauptungen bewiesen: G ist ein distributiver Verband.
Wenn 2 ny =0, dannist z +y =z u y. Es gilt

a4+ @ny) +b=(@—+x+b)n(a@+y+D)
und dual.

Wenn die Elemente x, y unvergleichbar sind (d. h. z non < y, y non = ),
dann schreiben wir 2 || y

Eine nichtleere Untermenge R c G ist eine konvexe Kette in &, wenn die
folgenden Bedingungen erfiilt sind:

a) jede zwei Elemente aus R sind vergleichbar,

b) wenn z,ye R, x < z < y, dann ist z¢ R.

Fiir jede Untermenge 4 c G bezeichnen wir mit 4+ die Menge aller z ¢ 4,
2* = 0 und mit — A4 die Menge aller Elemente — x (wobei x ¢ A).

Es sei R, eine konvexe und von oben nicht begrenzte Kette in @G, und es sei 0
das kleinste Element in E,. Dann gelten die Behauptungen 1—5:

A. Wenn z,ye R, x < y, dann ist y —x e R, —x + y e R,.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt 0 <y — z <y, und dahery — z ¢ E;.
Analog beweist man den zweiten Teil der Behauptung.

2. Wenn x, y e R, ist, dann st x + y e R,.

Beweis. Setzen wir voraus, dass # + y € B;. Da die Kette R, von oben nicht
begrenzt ist, existiert z ¢ R, znon < x 4 y. Es ist klar, dass = 4+ y = 0; nach der
Voraussetzung iiber die Konvexitat der Kette R, kann also die Beziehung
2z = z + y nicht gelten, und daher ist '

2z +y. (1)
Offensichtlich ist 2 = y, und demnach wegen 1z — ye R Aus (1) ergibt sich
z — y || #, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind.

3. Bezeichnen wir R = R, u (— R,). Dann ist R eine konvexe Kette in G.

Beweis. Offensichtlich ist R eine Kette. Setzen wir voraus, dass 2,y ¢ R,
x < a<y, aeR. Dann wire z << 0 < y und gleichzeitig

Olla. (2)
Bezeichnen wir (— z).u ¥y = z.-Aus (2) folgt — 2z <a <2z?)
O0<a+z<22. (3)

Da ze Rl, gilt nach 2 2z ¢ R,, also nach (3) @ + z¢ R,. Aus der Beziehung (2)
ergibt sich aber z || a 4 z, was ein Widerspruch ist.
In den Absitzen 4, 5 verwenden wir dieselbe Bezeichnungen wie in 3.

" 32)1 Die Ungleichung auf der linken Seite folgt aus — (@ U b) = (— a) N (— b). Siehe [1],
. 215.
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4. Wenn z,ye Ry, dann ist t — ye R, — y + z e R.

Beweis. Da — y < v — y < x ist, gilt nach 3 z — y ¢ B. Analog kann man
die zweite Behauptung beweisen.

5. Die Menge R ist eine Untergruppe der Gruppe G.

Beweis. Im Hinblick auf die Konstruktion der Menge R geniigt es zu zeigen:
Wenn u, v e R ist, dann ist w + v € B. Wenn u, v € R, oder u, v € R, ist, gilt dies
nach 2; wenn das eine der Elemente u, » zu B, und das andere zu R, gehort,
gilt die Behauptung nach 4.

6. Es seien R,, P, zwei verschiedene konvexe von oben nicht begrenzte Ketten in
G und es sei 0 das kleinste Element in der Kette R, und in der Kette P,. Dann gilt
fur beliebige Elemente x € Ry, y € P, die Bezichung x ny = 0.

Beweis. Setzen wir voraus, es existieren Elemente r ¢ R, p € P,, fiir welche
die Beziehung r n p = z > 0 gilt. Es sei B; (P;) die Menge aller z ¢ B, (y ¢ P,),
tiir welche 2 > 2z (y > 2). R; und P; sind konvexe von oben nicht begrenzte
Ketten: Man iiberzeugt sich leicht, dass keine von den Beziehungen R; c P;,
P c R; gelten kann, und daher gibt es Elemente 7, ¢ R;, p, € P, wobei r, nicht
zu P; und p, nicht zu R; gehort. Die Elemente r,, p, miissen dann unvergleich-
bar sein. Bezeichnen wirz' =r, np,r=rn —2,p =p, —2.Da 0 <2 <
<r,? <pist,gilt 0 <7 <7, 0 < p’ < py, und weiter '

rop =@ —2)n(p—2)=(rop)—2=0. (4)
Wenn »' = 2, p' = z wire, konnte die Gleichung (4) nicht erfiillt sein. Wenn

r" <z oder p’ < z ist, dann sind die Elemente r', p’ vergleichbar und damit
" 0’ p’ = min (v, p') > 0, was ein Widerspruch mit der Gleichung (4) ist.

7. Wir wollen eine Kette R aus ¢ maximal (in ¢) nennen, wenn sie keine
echte Untermenge einer Kette R’ c @ ist. Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass
eine maximale Kette in G von oben und von unten nicht begrenzt ist (da G
(siehe [1], Kap. XIV) kein grosstes und kein kleinstes Element enthilt).

R ses eine maximale und konvexe Kette in G, 0 € R. Dann ist R = R* u (— R*).

Beweis. Bezeichnen wir B* = R,, — R~ = R,. Es geniigt zu zeigen, dass
R, = R, ist. Setzen wir voraus, es wire R, + R,. Offensichtlich sind R,, R,
konvexe und von oben nicht begrenzte Ketten in @ mit dem kleinsten Element 0
und daher ist wegen 6 fiir beliebige Elemente z ¢ R, y e R, die Gleichung
z 0y = 0 erfiillt. Demnach enthalten auch die Ketten — R,, — R, ein einziges
gemeinsames Element, und zwar 0. Wahlen wir Elemente re R;, pe — R,,
p < 0 < r. Bezeichnen wir jetzt z = p + 7. Es gilt p <z < r, und daher
ze R, d. h. ze R, oder ze — R,. Wenn ze R, dann ist nach 1 r — ze R,. Da

r — z = — pist, ist das ein Widerspruch zu der Voraussetzung — p ¢ R,. Wenn
ze — R, ist, soist nach 5 — z + pe R, u (— R,). Da — z 4+ p = — r ist, sind
wir zu einem Widerspruch zu der Voraussetzung 7 e B,, — re¢ — E,; gelangt.

55



8. R sei eine maximale und konvexe Kette in G, 0 e R. Dann ist die Menge R
eine Untergruppe in G.
Der Beweis folgt aus 5 und 7.

Wir bezeichnen weiter mit R eine (feste) maximale und konvexe Kette in @,
OcR.

9. Jedem Element x e G* ordnen wir ein Element z, e R* in der folgenden
Weise zu:

a) Wenn z e R* ist, setzen wir o, = .

b) Es sei x ¢ R*. Dann kann das Element z nicht mit allen Elementen der
Kette R* vergleichbar sein, also existiert rye R*, z | r,, Wir setzen z; =
=t 0 Z.

Fiir jedes Element re R*, r > 2, gilt r n 2 = 2,. (Fir re (z;, 7> ist das
klar. Es sei # > 7y, # 0 z = 2’. Dann ist ' = z,; der Fall ' = r, ist aber aus-
geschlossen, denn dann wére = r,, und der Fall z; < 2’ < r, ist auch ausge-
schlossen, denn es wire r, N z = 2. Demnach muss die Gleichung 2’ = 2,
gelten.) Daraus folgt, dass das Element @, nur von z (und nicht von r,) abhéngt.
Aus dem Verlauf der Uberlegung folgt weiter

x, =supr(reRt,r<=z). (5)

10. Im folgenden Text hat das Symbol x, (fir z ¢ G*) dieselbe Bedeutung wie
tn 9. Bezeichnen wir mit z, das Element, fiir welches die Gleichung x = x; + x,
gilt. Dann ist 2, N 2, = 0.

Beweis. Bezeichnen wir z; n z, = u; offensichtlich ist w ¢ R*. Dann gilt fiir
ein bestimmtes Element ¥ = 0 die Gleichung z, = v + k, z = (2, + u) + k.
Nach 2 ist z; + # e B und daher gilt 2, <z, +u < 2. Wegen (5) ist dann
u = 0.

Aus der im Absatz 9 gemachten Uberlegung folgt jetzt: Fiir jedes r ¢ R* gilt
rox,=0.

11. Im folgenden Text hat das Symbol z, dieselbe Bedeutung wie in 10. Es
sei @ die Menge aller x. (z e G*). Nach 10 ist Q c G*.

Wenn sich das Element x € G* in der Form x = y + z, y ¢ R*, z ¢ Q darstellen
lasst, dann ist y = %y, 2 = x,.

Beweis. Aus dem letzten Satz des Absatzes 10 folgt, dass der Durchschnitt
eines beliebigen Elementes der Menge M, = {z,, y} mit einem beliebigen
Element dex Menge M, = {x,, z} (die Moglichkeit z, = y, 2, = zist nicht ausge-
schlossen) gleich 0 ist, also gilt auch (z; u y) n (2, U 2) = 0. Daher ergibt sich

Bz Uz = (3 4+ %) Uy +2) = (2 uz)U(yu2) =
=(@uy)u(r,uz)y=(x;0y) + (Fuz).
Durch Vergleichung dieses Ergebnisses mit den Gleichungen z = z, + z, =
= y + z folgt offensichtlich x;, = y, x, = z. (Wire z. B. z; + y, dann miisste
Z, Uy > 2; oder 2, Uy > y gelten, und damit x > 2 sein.)
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12. Es gilt z € @ dann und nur dann, wenn fiir ein Element rye R, ry > 0 die
Gleichung ro 0z = 0 gult.

Beweis. Die Behauptung ,,nur dann‘ wurde im Absatz 10 bewiesen. Es sei
roe BT, 1y > 0, 7o 0 2 = 0. Aus der im Absatz 9 gemachten Uberlegung folgt,
dass dann fiir jedes re B* die Bedingung r n z = 0 erfiillt ist. Wihlen wir
r>7r, reR" und bezeichnen x =7, +2z=ryuz Dann gilt rna=rn
N (rouz) =1y und also ry =2, 2 = z,, z¢ Q.

13. Wenn y,zeQ ist, dann isty +2eQ,y v ze @, y Nnze Q.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus dem Satze 6, [1], Kap. XIV. Die
zweite Behauptung ist eine Folgerung der Distributivitit des Verbandes G. Die
dritte Behauptung ist klar.

14." Jetzt brauchen wir einige Hilfsbegritfe, die sich auf verbands-geordnete
Halbgruppen beziehen. (Die Halbgruppenoperation wollen wir — #hnlich wie
bei Gruppen — mit + bezeichnen, auch in dem nicht-kommutativen Fall.)

M sei eine Menge. Setzen wir voraus, dass die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

1. M ist eine Halbgruppe (in bezug auf die Operation +),

2. M ist ein Verband (die Verbandsoperationen und die Relation der teil-
weisen Ordnung bezeichnen wir mit n, u, <),

3. es gilt die Bedingung 3 aus der Definition der I-Gruppe (wenn wir M
anstatt G setzen).

Dann nennen wir M eine verbands-geordnete Halbgruppe.

Weiter setzen wir voraus, dass die Halbgruppe M ein solches Element 0 ent-
halt, dass fiir jedes z e M die Gleichungen 0 + z = « + 0 = z gelten.

Eine Untermenge M, c M wollen wir eine C-Menge in M nennen, wenn

a) 2, ye M=z +ye M,

b) M, ein Teilverband in M ist,

c) 0e M,.

Wir fithren den Begriff des direkten Produktes ein. Es seien M,, M, C-Men-
gen in M. M ist ein direktes Produkt von M,, M,, wenn sich jedes Element
x € M eindeutig in der Gestalt x = a + b, ae My, b e M, darstellen lisst und
wenn dabei diese Bedingung gilt: fiir beliebige x, y e M folgt aus den Bezie-
hungen

l=al -0, R2=a+b8 (ateM, bieM, 1=1,2)
die Gleichung
2! 0 a2 = (ar 0 a?) + (b* 0 b?),
wobei O beliebige aus den Operationen -+, n, u ist. M, M, sind direkte
Faktoren in M. In Symbolen M ~ M, X.M,.

Ot
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Bemerkung. In der vorangehenden Erklirung ist als ein Sonderfall der
Begriff des direkten Produktes fiir [-Gruppen enthalten. Man iiberzeugt sich
leicht davon, dass diese Erklarung (fiir -Gruppen) mit dex in [2], S. 153. gege-
benen Definition iibereinstimmt. »

15, Far ae G+ haben die Symbole a,, a, im weiteren Text dieselbe Bedeutung
wie in 9 und 10. Es seien x, y ¢ G+. Bezeichnen wiru =z 0y, v =20 Y, 2 =
=z +y. Donn ist u; = 2; 0 Yy, V; = 2, Yy, 2, =% +Y; (0= 1,2).

Beweis. a) 4 = (2, U %) 0 (¥ U Ys) = (2, 0 Y1) U (2, N ¥,). Offensichtlich
ist 2, 0y, € B*. Nach 13 gilt 24 0 y, e Q. Wegen 12ist (z; 0 y,) 0 (2, 0 y) = 0.
Es ist daher u = (2, n y;) + (2, N y,). Die erste Behauptung folgt jetzt aus 11.

b) v = (2, U ) U (y; U ¥y) = (2, U ¥y) U (%, U Yy,). Weiter wie in a).

c) Da y e R+, x,¢eQ ist, gilt y; 0 2, = 0 und daher y; + 2, =y, U %, =
= 2, +y;, Daraus folgh z = (&, + ) + @ +92) = (@ + 91) + (@2 + 9.

16. Aus 9, 10, 11, 13 und 15 ergibt sich:

G+ ist ein direktes Produkt ihrer C-Mengen R+, Q

Gt ~R" X Q. (6)

17.  Jeder Produlktzerlegung der verbands-geordneten Halbgruppe G+ =~ A, X
X B, entspricht eine Produktzerlegung der 1-Gruppe G, G ~ A X B, wobei A, B
Untergruppen in G sind und die Gleichungen, A* = A,, B* = B, erfillt sind.

Beweis. Setzen wir voraus, die verbands-geordnete Halbgruppe G lésst
sich in der Gestallt G+ ~ 4, X B, darstellen. Nach Lemma 2, § 5, [2] gibt es
eine solche direkte Zerlegung der Gruppe G

' Gesd B, o (*)
dass 4, c 4, B, c B gilt. Dabei (siehe [2], S. 164) gilt die Beziehung (*) auch in
Bezug auf die teilweise Ordnung, d. h. in Bezug auf die Operationen n, u.

Offensichtlich ist 4, c A*. Es sei z e A*. Nach der Voraussetzung und wegen
14 existieren Elemente a e 4,, b € B,, fiir welche die Gleichung z = a + b gilt.
Wenn b = 0, ergibt sich (da be B) wegen (*)ze 4, was ein Widerspruch zur
Voraussetzung ist. Demnach ist 5 = 0, d. h. z = a, z ¢ 4,. Damit haben wir die
Beziehungen 4+ c 4,, A* = A4, bewiesen. In analoger Weise gewinnt man die
Gleichung B* = B,.

Satz 1. R set eine maximale und konvexe Kette in @, 0 ¢ B. Dann ist R ein di-
rekter Faktor in Q.

Beweis. Konstruieren wir die Produktzerlegung der I-Gruppe @, welche der
Produktzerlegung (6) von G+ entspricht:

G=~4 x B.
Es gilt BR* = A*. Wir wollen die Gleichung 4 = R beweisen.
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Es sei xe R. Wenn ¢ = 0 ist, dann ist xe¢ Rt ¢ 4. Wenn = << 0 ist, dann ist
— xze R' c A, also (da 4 eine Untergruppe in @ ist) gilt z ¢ 4.

Wenn zed, * = 0 ist, dann ist xe A* c R. Falls ze 4, 2 < 0 ist, gilt
— xe R*, also ist nach 8 xe R. Es sei jetzt x ein beliebiges Element aus 4.
Da A ein Teilverband in & ist, gilt x n 0e 4, z U 0 € 4 und nach dem schon
Bewiesenen z 0 0 ¢ R, z U 0 ¢ R. Da die Kette R konvex ist, gilt x ¢ R.

17.1. Im Absatz 14 wurde die Produktzerlegung einer verbandsgeordneten
Halbgruppe erklart; diese Zerlegung hatte zwei Faktoren. In einer analogen
Weise kann man eine Produktzerlegung mit » Faktoren definieren.

Wir erwéahnen noch ohne Beweis folgende Behauptungen (die Beweise folgen
durch eine einfache Uberlegung aus Satz 1):

a) Ry, ..., R, seien (miteinander verschiedene) maximale und konvexe Ketten
in etner I-Gruppe G, 0e R, (1 =1, ...,n). Dann kann die I-Gruppe G in ein
darektes Produkt

G~R XR,X..XR,xXQ

zerlegt werden.

b) Setzen wir voraus, Ry, ..., R, haben dieselben Eigenschaften wie in a). Bs
ses G, ein von der Menge RT u Ry u ... u R} erzeugter Teilverband in G. Wenn
G, = G* ist, dann gilt

G~R, X R, X...XR,.

17.2. Es sev R, eine konvewe Kette mit dem kleinsten Element 0 und mit dem
grossten Element r in einer I-Gruppe G. Dann ist das I ntervall (0, 2r) auch eine
Kette. : o

Beweis. Setzen wir voraus, dass das Intervall <0, 2> keine Kette ist. Dann
existiert ein Element ze¢@, 0 <z < 2r, z| r. Bezeichnen wir znr = u,
z ur = v. Es seien p, ¢ die Elemente, fiir welche die Gleichungen

ut+tp=z, utg=r (6.1)
erfiillt sind. Nach dem Satz 4, Kap. XIV, [1] gilt dann
r+p=v. (6.2)

Offensichtlich ist p = 0, ¢ = 0. Aus p = 0 (¢ = 0) ergibt sich z < r (z > 7),
was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also gilt p > 0, ¢ > 0.

Nach der zweiten Gleichung (6.1) ist ¢ < r und wegen (6.2) r 4+ p < 2r, also
gilt p < r. Da 0, r) eine Kette ist, gilt p n ¢ = p oder p n ¢ = ¢ und daherist
p ng = 0. Aber wegen (6.1) gilt

pog=(—uv+2)n(—u+nr=(—u)+@Enr)=0.
Damit sind wir zu einem Widerspruch gelangt und der Beweis ist erbracht.
Durch vollsténdige Induktion ergibt sich:



Die Menge R, = u nR, (n = 1, 2, ...) ist eine konvexe Kette in G. ( Dabei ist
nR, die Menge aller Elemente der Gestalt nz, x ¢ B,.)

Wenn die I-Gruppe @ archimedisch ist, dann ist die Kette R, von oben nicht
begrenzt. Im Hinblick auf Satz 1 folgt:

Satz 1'. G sei eine archimedische -Gruppe. Bs sei re G, r > 0 und das Intervall
0,7y = R, sei eine Kette. Dann lisst sich die I-Gruppe G in ein direktes Produlkt

G=>~RXxXQ
zerlegen, wobei R eine Kette tst und R, c R.

Bemerkung. An einem Beispiel kann man zeigen, dass eine analoge Be-
hauptung fiir nicht-archimedische I-Gruppen im allgemeinen nicht gilt.

18. Bssei G ~ A X B,zeG*,x =a +b,aeA,be B. Danngilta o b = 0.

Beweis. Aus den Gleichungen z = a + b, 0 = 0 -+ 0 folgt nach der Defi-
nition des direkten Produktes (siehe 14)

r=zuvx=(av0) -+ (buo)

und daher gilt au0=a, bu0=0>b, a =20, b =0. Aus den Gleichungen
a=a -+ 0,b=0 -+ b ergibt sich dann

anb=(@n0)+(dn0)=0.

19. Man kann die Frage stellen, ob man die durch Satz 1 beendete Uber-
legung in einer solchen Weise verallgemeinern kann, dass man als den Aus-
gangspunkt der Uberlegung keine konvexe von oben unbegrenzte Kette X,
sondern einen konvexen von oben nicht begrenzten Teilverband S, c &,
0 e §, wihlt. Folgendes Beispiel zeigt, dass diese Voraussetzungen zu einer
Méoglichkeit der Verallgemeinerung nicht geniigen:

@G sei die I-Gruppe aller stettigen im Intervall €0, 1) definierten Funktionen
(mit der gewdhnlichen teilweisen Ordnung, wobei als Gruppenoperation die
Addition dient) und 8, sei die Menge aller f ¢ G*, fiir welche

xe0,3>=f(r) =0 gilt .

Die Menge S, geniigt den oben gegebenen Bedingungen (ausserdem ist S, eine
C-Menge in @). Setzen wir voraus, dass fiir eine gewisse C-Menge S’ ¢ G+ die
Beziehung G* ~ 8, X 8’ gilt. Nach 18 ist dann fiir jedes @ € Sy, b e S’

anb=0.
Aus dieser Gleichung ergibt sich leicht, dass fiir jedes b ¢ 8’ und jedes x € (4, 1)

b(x) = 0 ist. Aus der Stetigkeit folgt weiter 5(3) = 0. Da nach der Voraus-
setzung jede Funktion fe G* in der Form f = a + b, a e S,, be S’ darstellbar

ist, gilt fiir jedes fe G* f(}) = a(}) + b(}) = 0. Damit sind wir zum Wider-
spruch gelangt.
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20. S sei ein Verband mit dem kleinsten Element 0. Setzen wir voraus, dass
Sy, 8" konvexe Teilverbinde in S sind, 0 ¢ S,, 0 e §'. Weiter setzen wir voraus,
dass sich jedes Element ze S eindeutig in der Form z = au b, aeS,, be S’
darstellen lisst, und dass aus den Beziehungen

x=a,0b, y=a,uby, a;e8,, b;eS (F=12)

die Gleichung

x0y = (a, N ay) u (b, N b,
folgt. Dann wollen wir 8 ein direktes Produkt seiner Teilverbinden S,, §’
nennen. In Symbolen § ~ 8, x §'. 8,, 8’ sind direkte Faktoren in S.

Ks ist leicht einzusehen, dass sich diese Erklirung (fiir Verbinde, die ein
kleinstes Klement besitzen) nur formlich von der in [1], Kap. II gegebenen
Definition des direkten Produktes unterscheidet.

21. Anstatt der im Absatz 19 ausgesprochenen Vermutung, die sich als
falsch erwiesen hat, beweisen wir den

Satz 3. S, sei ein direkter Faktor in dem Verband G*. Dann ist die Menge S,
zugleich ein direkter Faktor in der verbands-geordneten Halbgruppe G*.

Beweis. Setzen wir voraus, der Verband G* ist in dem im Absatz 20 defi-
nierten Sinne in ein direktes Produkt " >~ S§; x 8’ zerlegt. Wenn ae S,
b e S ist, ist nach 20

anb=@ud)nOub)=(@n0)u(0nb)=20.
Wenn weiter xe (7% ist und wenn fiir jedes b e S’ die Gleichung  n b = 0 er-
tiillt ist, dann gilt x € §,. Wenn wir niamlich das Element x in der Form o =
=aub,ael, beS darstellen, ist nach der Voraussetzung b = 0, also x = «.

Es seien a, a’ Elemente aus S,. Nach dem schon Bewiesenen und nach Satz 6,

dass S, eine (*-Menge in (7 ist. Jedes Element x e (¢ ist eindeutig in der Form
r=auvb=a-+b, aeS,, belS'
darstellbar; wenn bei dieser Darstellung zugleich 2’ = o’ 4 0" ist, dann gilt
(dabna = 0)
x4 =@ b+ (@ +b)=(a+a)+ @B +0b).
Damit haben wir bewiesen, dass die verbands-geordnete Halbgruppe G*f ein
direktes Produkt ihrer C-Mengen S, S” ist.

Folgerung. Wenn der Verband G* in ein direktes Produlkt G* =~ S, X §'
zerlegbar ist, dann lisst sie die I-Gruppe G in das direkte Produkt G > 4 X B
zerlegen, wobei A = Sy, B' = S'.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 3 und aus 17.
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