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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 84 (1959), Praha

O ROVNOVAZNE ORIENTOVANYCH KONECNYCH GRAFOCH

ANTON KOTZIG, Bratislava
(Doslo dne 13. listopadu 1957) DT:519.51

V préci sa Studuju niektoré vlastnosti takzvanych rovnovéa#ne
orientovanych grafov, pod éim sa rozumeja orientované grafy bez izolo-
vanych uzlov, v ktorych podet hrén smerujacich do Iubovolného uzla
rovné sa poétu hrén smerujucich z tohoto uzla. Nadvizuje sa tu na
znéme vety o rozklade takychto grafov na cykly, dalej na niektoré vety
o vlastnostiach eulerovskych grafov a odvodzuju sa vety umoziiujuce
alebo usnadhiujuce stanovenie podtu réznych rovnovézne orientova-
nych podgrafov daného orientovaného grafu. Poukazuje sa napokon na
moznost aplikécie ziskanych vysledkov pri rieSeni ulohy stanovit poget
réznych linedrnych faktorov v danom pérnom grafe.

V prici pod grafom rozumie sa vidy koneény graf. Ak'v neorientovanom
grafe G orientujeme ka?di z jeho hrén, dostaneme tak isty orientovany graf G.
Réznou orientaciou hrdn toho istého neorientovaného grafu dostaneme pri-
rodzene rozne orientované grafy.

Ak hrana h v neorientovanom grafe je incidentnd s uzlami u, », vyjadrujeme
sa obvykle tiez tak, Ze hrana % spojuje uzly , v. Ak u je poéiatoénym uzlom v
koneénym uzlom orientovanej hrany A v grafe @, hovorime, #e hrana h v grafe
G smeruje z uzla w do uzla v. Pod stupriom uzla v grafe (orientovanom -alebo
neorientovanom) rozumie sa vZdy podet hran, s ktorymi je uzol v grafe inci-
dentny. Uzol u je izolovanym uzlom grafu, ak nie je incidentny so ziadnou hra-
nou grafu. Graf je eulerovskym grafom, ak neobsahuje izolované uzly a kazdy
jeho uzol je parneho stupila.

O uzle u orientovaného grafu @ budeme hovorit, ze je v rovnovdbhe, alebo t1ez
Ze je rovnovdZny, ak nie je 1zolovanym uzlom a podet hrdn z @, ktoré smeruju
do uzla u, rovna sa poétu hran z e smerujtcich z uzla u. Orientovany graf G
nazveme rovnovdine orientovanym grafom, ak kazdy jeho uzol je rovnovazny.

Poznédmka 1. RovnovéZne orientovany graf, ktory je suvisly, je Specidlnym
pripadom takzvaného dobre orientovaného grafu, o ktorom pojedniva aj ne-
ddvno uverejnend praca [1].
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Nech postupnost w,, by o, U, Ry, 3, « - -5 U1, Pm—1, ms Um PrVkOV orientovaného
grafu @ (kde m = 2, hy .4y SO hrany, u, sd uzly a hrana A, ,,, je incidentna
s uzlami %, * u%,.;) popisuje isty fah 7'. Budeme hovorit, ze tah 7' je konti-
nuitne omentovcmy, ak pre vietky ze {1, 2, ..., m — 1} bud plati: hrana A, 4,
smeruje v @ z uzla u, do uzla U1, alebo pre Vsetky z plati: hrana h, , ., smeruje
z uzla %,.; do uzla %,. Ako je zndme, kontinuitne orientovand cesta nazyva sa
drdha akontinuitne orientovanej kruZnici sa hovori cyklus. Lubovolny cyklus je
zrejme rovnovazne orientovanym grafom.

Pod ohodnotenim grafu (orientovaného alebo neorientovaného) rozumie sa
zobrazenie y mnoZiny hran grafu do istej mnoZiny &isel. Kazdej hrane grafu
je v tomto zobrazeni priradené &islo, ktoré sa nazyva hodnotou hrany v danom
grafe. V préci budeme sa zaoberat len takymi ohodnoteniami grafu, pri ktorych
hrana grafu méze mat | len hodnotu 1, 0, —1. Kazdému takemuto ohodnoteniu y
orientovaného grafu G moino priradit orientovany graf y(G) takto: Graf y(G)
obsahuje prave tie hrany z @, ktoré maji nenulovi hodnotu a obsahuje vietky
uzly a len tie uzly z é’ ktoré si s takymito hranami incidentné, pri¢om hrany
majice v ohodnotenl ¥ hodnotu 1 (resp. —1) maji td istd (resp. opadni) orien-
taciu v grafoch a, y(G’) Ak by platilo y(h) = 0 pre vetky ke a, potom y(G) je
nulovy graf. Ak plati y(h) = 1 pre vietky A € G, potom je G = y(G) ak Ziadna
z hrén grafu @ nem4 hodnotu —1, potom y(G) je podgraf grafu a.

Definujme si teraz ndsobenie ohodnoteni y,, ¥, takto: Ohodnotenie y; grafu
je stéinom ohodnoteni y,, y, (pisané y, = y, . ¥,), ak pre Iubovolnid hranu A
grafu plati: y;(h) + y(h) = y4(k) (mod 3); y5(k) € {—1, 0, 1}. Nasobenie ohodno-
teni je zrejme komutativne a asociativne. Systém vietkych réznych ohodnoteni
TubovoIného nenulového grafu pri takto definovanom nésobeni je abelovska
grupa o 3™ prvkoch (kde m je poéet hran grafu).

2

O rovnovézne orientovanych graioch st zname vety:!)

Lemmat. V orientovanom grafe G emstuye kontinuitne orientovand eulerovska
Giara prave vtedy, ked G je suwisly rovnovdine orientovany graf.

Lemma 2. Pre orientovany graf G existuje taky systém S = {f 1 K g3 &+ K o}
jeho cyklov, Ze lubovolnd hrana z G je hramou prdwve jedného cyklu systému & prave
vtedy, ked d je rovnovdine orientovany graj.

Poznimka 2. Dva rozne systémy cyklov toho istého rovnovazne orientova-
ného grafu s vlastnostami pozadovanymi v lemme 2 nemusia byt kvantitativne

ekvivalentné. Tak napr. v grafe zndzornenom na obrazku 1 existuji systémy
1) Nasledujtce lemmy 1, 2,1, 2, 3, na ktoré v préci nadva.zu;eme, sui uvedené napr.
v Koénigovej knihe [2]. Uvé.dzame 1ch sustredene a v plnom zneni v zdujme prehl’adnos‘m

a pohodlia &itatela, ako aj preto,%e sa javilo potrebnym preformulovat ich do nasSej termi-
nologie.
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8= {Kl, Kz} &* = {K K;“, K*} cyklov (kde_J K obsahuje hrany k,, h,, hsg;
A hrany hy, ks, he a kde hrany h,, h, patria do K;_", hrany &,, ks do Kz, hrany
hy, he do K ), ktoré maju vlastnosti poZzadované lemmou 2, ale ktoré nemaji

rovnaky podet prvkov.

Uvedené vety poukazuji na isté analogie medzi
eulerovskymi neorientovanymi grafmi a rovnovézne
orientovanymi grafmi. Lemméam 1 a 2 odpovedaji
totiZ tieto zndme vety o neorientovanych grafoch.

Lemma 1. V neorientovanom grafe G existuje eule-
rovskd Ciara prdve vtedy, ked G je suwisly eulerovsky
graf.

Lemma 2. Pre neorientovany grof G existuje taky
systém @ ={K,, K,, ..., K,} jeho krugnic, Ze lubovolnd
hrana z G je hranow prdve jednej krunice systému S
 prdve vtedy, ked G je eulerovsky graf.

el

h.?
Obr. 1

Uzky vztah medzi eulerovskymi neorientovanymi grafmi a rovnovéZzne

orientovanymi grafmi zvyraztiuje aj tdto zndma veta (pozri [2], str. 30):

Lemma 3. Hrany neorientovaného grafu G moéno orientoval tak, aby z grafu @

vznikol rovnovdéne orientovany graf G prdve vtedy, ked @ je eulerovsky graf.

V uvedenej lemme ba ani v celej praci [2] neriesi sa otdzka, kolkymi spo-
sobmi mozno eulerovsky graf orientovat tak, aby vznikol rovnovéazne oriento-
vany graf.?) Zavedme toto oznadenie: o(&) bude znamenat podet réznych takych
rovnovézne orientovanych grafov, ktoré vznikni orienticiou vSetkych hran

grafu @. Odvodme si vety, ktoré sa tykaji nadhodenej otazky.

Veta 1. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, Gy, G, ...,

jeho komponenty; potom plati:

o(@) = o(Gy) . o(Gy) ... 0(Gy) -

Doékaz je zrejmy.

Veta 2. Nech G je lubovolny svwisly eulerovsky graf, Gy, Gy, ...,

jednotlivé Eleny; potom plati:

o(@) = o(Gy) . o(&y) ... 0(G) -

G, nech st jednotlivé

G, nech si jeho

Dékaz. Ak G obsahuje jediny &len (tj. ak je ¢ = 1), netreba nié¢ dokazovat.
Predpokladajme, ze ¢ > 1, tj. Ze G obsahuje aspon jednu artikuldciu. Nech %
je lubovolnd artikuldcia grafu @ a nech u patri do tychto a len tychto élenov

@, Gy .., G, (1< b =) grafu G.

iy

Nech G je Tubovolny taky rovnovéZne orientovany graf, ktory vznikne
orientéciou vSetkych hran grafu @ (élen G, z grafu @ stane sa tak orientova-

2) Tito dlohu si toti% Kénig v svojej préaci ani nevytyéuje.
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nym podgrafom G,z grafu @). Tvrdim: Uzol u je rovnovézny v lubovolnom
z &lenov G, . (1=1,2,...,b). DokdZme to. Pretoze Gj G je rovnovéine orientovany
graf, ex1stu]e podla lemmy 2 taky systém & = {Kl, Kz, ,,} cyklov grafu
@, e Tubovoln4 hrana z @j je hranou prave jednoho cyklu z @ Také dve hrany
Tubovolného cyklu z &, ktoré si incidentné s tym istym uzlom cyklu, patria
zrejme do toho istého &lena grafu @. Teda mno#inu hrén incidentnych s uzlom u
a patriacich do G’u mozno rozdelit na isty podet ¢, dvojic hian tak, ze kazda
hrana mnozZiny bude patrit prave do jednej dvojice a obe hrany dvojice patria
do toho istého cyklu systému &. Z toho ihned vyplyva, Ze prve t, hran mno-
Yiny smeruje do uzla % a rovnaky podet hrén mnoZiny smeruje v grafe G’
z uzla u. Preto u je rovnovéinym uzlom v G To vsak plati o lubovolnom
uzle z G’z , tize: G, . je rovnovéZne orientovany graf ¢o dokazuje nase tvrdenie.

V kazdom rovnovéazne orientovanom grafe G ma podla predoslého rovno-
vaznu orientéciu kazdy jeho Glen. Plati v8ak zrejmé aj obratene: ak v grafe .
mé kazdy z jeho &lenov 1ovnovazZnu orientaciu, potom dj je rovnovazne orien-
tovany graf. Z uvedeného vyplyva ihned tvrdenie vety.

Veta 3. Nech G4, G, st dva homoeomorfné siwvislé eulerovské grafy, potom plati
e(G) = o(Ga).

Doékaz. Ak istd hranu # smerujicu v rovnovaZne orientovanom grafe G,
(ktory vznikne z G, vhodnou orientaciou jeho hidn) z uzla  do uzla v ,,rozpo-
lime*, tj. nahradime ju hranami ', " a uzlom w (a to tak, Ze b’ smeruje z uzla u
do uzla w a hrana h” smeruje z uzla w do uzla v), dostaneme isty graf G, ktory
je rovnovéZne orientovany, a prislusné neorientované grafy @,, G, st homoeo-
morfné. Je zrejmé, Ze graf @ je mozné jedinym spdsobom orientovat tak, Ze
vietky hrany z (, aZ na rozpoleni hranu % maji td istd orientdciu v Gl, ako
v G a G’l je pritom rovnovazne orientovany graf. Obratene: Ak dvojicu hran
k', k" a uzol druhého stupiia w, ktory je s nimi incidentny, mdme nahradit
jedinou hranou tak, aby z rovnovéZne orientovaného grafu vznikol opét rovno-
vézne orientovany graf (pri¢om orientdcia spoloénych hran je v oboch grafoch
rovnaki), je mozné to urobit jedjnjrm spésobom. Mozno preto kazdému rovno-
va.zne orientovanému grafu G priradit prave ]eden rovnovazne orientovany
graf Gz, pri¢om rézne orientovanym grafom Gl(l) 1(2) budd odpovedat rézne
orientované grafy G, 2(1), Gz(‘)) a plati teda o(@;) = Q(G 2)> ¢0 bolo treba dokazat.

Uvedme si edte dalsie dve vety tykajice sa zakladnych vlastnosti rovnovaine
orientovanych grafov.

Veta 4. Nech él, @ st dva iba orientdciou hrdn sa lisiace rovnovdzne oriento-
vané grafy, ktoré vznikni orientdciou vsetkyjch hrdn istého eulerovského grafu G.
Oznaéme znakom Gs podgraf grafu Gl, ktory obsahuje tie hrany a len tie hmny
z G (@ v rovnakej orientdcit ako v G, 1), ktoré maji ind orientdciu v G neg v G1
a obsahuje okrem toho uz len uzly z G, incidentné s tymito hranami. O grafe Gy
potom platt: Gs je rovnovdZne orientovany graf.
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Dékaz. PretoZe podla predpokladu C_vﬂ + ggjj e G, nenulovy graf. Vzhladom
na spdsob, akym sme definovali G5, neméZe G4 obsahovat izolovany uzol.

Nech u je Iubovolny uzol z é Nech 2s je stupeni uzla v grafe G a nech p
(resp. g) je polet tych hrén incidentnych s uzlom u, ktoré aj v grafe G’ aj
v grafe G smeruji do uzla u (resp. z uzla ). Oznaéme znakom 7 (resp. q) podet
tych hrén, ktoré v G (resp. v Gz) smeruju do uzla u, ale v grafe G’ (resp.
v grafe G, 1) smerujd z uzla u. Pretoze oba grafy Gl, G st podla predpokladu
rovnovazne orientované, plati p+p=8q9g+tqg=8,p+tg=8p+q= = 8.
Z toho ihned vyplyva, Ze je p = ¢, ¢o znadi, Ze \ uzol u je v rovnovahe v grafe G
a pretoe u bol Tubovolny uzol grafu G, je G rovnovazne orientovany graf.
Dékaz je vykonany.

Veta 5. Nech (_j je lubovolny rovnovdine orientovany graf, @ nech je lubovolny
taky jeho podgraf, ktory je tiez rovnovazne orientovany. Ak zmenime orientdciu
hrdn z G o orientdciu ostatngch hrdn z Gl ponechdme bez zmeny, venikne tak
z grafu Gl graf G'g, ktory je rovnovdZne orientovany.

Doékaz je zrejmy z dokazu vety 4.

Prv nez odvodime dalfie vety umoziujice vypodet &isla o(¢), definujme
niektoré nové pojmy a zozndmime sa s niektorymi ich vlastnostami.

Nech G je Iubovolny eulerovsky graf a nech postupnost u,, hy 5, %s, by g, - ..,
Uy Pom, ma1> Umsy PrVROV 2 G (kde %, sa uzly, A, .., sG hrany a hrana %, .,
spojuje uzly u,,u,,,) popisuje isty uzavrety tah T (tj. plati ,,.;, = w,) v grafe
@. Trojici prvkov hey 4, Us, by pey (Kde 2 je Tubovolné ¢&islo z {1, 2, ..., ,};
kladieme kg = by, m4y) tahu T budeme hovorit prechod tahu T cez uhol Uy,
Poznamenajme, Ze prechodov cez isty uzol z G méze byt v tahu 7 pripadne aj viac
nez jeden (v postupnosti popisujtcej tah 7' méze byt u, = u, aj ked z * y); je
vSak zrejmé toto: Ak {hy—y 4, Un, Py oi1}s {Py-1,4> Uys Py, y1} 81U dva rozne prechody
cez ten isty uzol u, = u, a to v tom istom tahu T, potom tieto dva prechody
nemaji spoloénd hranu (ind8 by takéto spoloénd hrana spojovala uzol u,
s uzlom u,, kde u, = w,; ¢o nie je mozné). Nech & = {T',, T, .... T',,} je lubo-
volny taky systém uzavretych tahov, ktory mé tito vlastnost: Lubovolna
hrana z @ je hranou prave jednoho tahu systému &. Necht v je lubovolny uzol
z G, h Tubovolné hrana incidentnd s uzlom v. Hrana A nech patri do 7';. Podla
predoslého existuje prave jeden prechod v tahu 7'; cez uzol v, ktory obsahuje
hranu %; nech A’ je druh4 hrana, ktors patri do tohoto prechodu. Ziadna iné
hrana neZ hrana A’ sa nevyskytuje v prechode cez uzol » spolu s hranou % ani
v tahu 7'; a prirodzene ani v Ziadnom inom fahu systému &. Preto systému &
odpoveda jedroznaéne rozklad mnoziny hréan incidentnych s uzlom v na také
dvojice hran, Ze hrany dvojice a len hrany dvojice patria do toho istého pre-
chodu cez uhol » v tahu z &. Uzol v bol Iubovolny uzol grafu G. Preto systému
& odpovedd v horeuvedenom zmysle isty systém R(S) rozkladov mnozin hran
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incidentnych s jednotlivymi uzlami grafu G na také dvojice hran, ktoré s pri-
slu§énym uzlom tvoria prechod v tahu systému &.

Nech {v, vy, ..., ¥,} je mnoZina uzlov z . Oznatme znakom H; mnoZinu
hrén z @ incidentnych s uzlom v; a znakom R; Iubovolny rozklad mnoziny H, na
triedy po dvoch hranich. Snadno sa presvedtime, Ze systému {E,, By, ..., B,}
odpoveda prave jeden taky systém uzavretych tahov & = {T,, Ty, ..., T'}, Ze
plati R(S) = {R,, R,, ..., R,} a © m4i opit ti vlastnost, Ze Iubovolné hrana
z @ je hranou préve jednoho tahu z &. Jednotlivé tahy systému R pri danom
systéme R = {R,, B,, ..., R,} mo¥no totiz najst takto: Cestujme po prvkoch
z G tak, Ze vyjdeme z istého uzla w, po niektorej hrane g, , s nim incidentne;j;
dostaneme sa tak do istého uzla w,. Dalej cestujme po tej hrane (oznadme ju
gs,s), ktord s hranou g, , tvori dvojicu v rozklade R, zo systému R. Dostaneme
sa tak do istého uzla w,. Pritomto cestovani po koneénom poéte krokov dosta-
neme sa napokon do uzla w,; tak, Ze by bolo treba — pri dodrzani pravidla, Ze
z lubovolného uzla pokradujeme v ceste po tej hrane; ktord s hranou po ktorej
sme prisli do uvaZovaného uzla tvori dvojicu v prislunom rozklade — pokra-
dovat v cestovani po hrane g, ,. Je zrejmé, Ze postupnost prvkov z G usporia-
danych tak, ako sme pri cestovani cez ne prechédzali, popisuje isty uzavrety
tah, ktory mé tGto vlastnost: Hrany Iubovolného prechodu cez Iubovolny
uzol »; tvoria dvojicu z R,. Ak popisané cestovanie opakujeme s tym, Ze pri
dalSom cestovani prvé precestovand hrana nepatri do Ziadneho z tahov, ktoré
sme precestovali v predchddzajtcich cestovaniach, dostaneme napokon —
pretoze nas postup sa musi zastavit tym, Ze uz vSetky hrany z G budu precesto-
vané — isty systém uzavretych tahov &, ktory mé vietky pozadované vlast-
nosti, a plati R(S) = R. -

Teda ka?dému systému rozkladov R odpovedéd prive jeden systém uzavre-
tych tahov & a kazdému systému uzavretych tahov & odpoveda prave jeden
systém R(S) rozkladov mnoZin hrin incidentnych s jednotlivymi uzlami
grafu G na triedy po dvoch hranach. (Dva systémy uzavretych tahov s poZado-
vanymi vlastnostami povaZujeme pritom za rovnaké prave vtedy, ked systémy
ich prechodov st rovnaké.) Vysledky vykonanych ivah mozno zhrnit do tejto
vety:

Veta 6. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, {u,, s, ..., w,} mnozina jeho uzlov
a nech H; je mnoZina krdn z G incidentnyjch s uzlom u;. Oznaéme znakom u(G)
pocet réznych systémov uzavretyjch tahov grafu G, ktoré maju tito vlastnost: Lubo-
volnd hranma z G je hranow prdve jednoho uzavretého tahu systému. Oznaéme dalej
znakom v(G) polet rézmych systémov R = {R,, R,, ..., R,}, kde R, je rozklad
mmnoziny H; na triedy po dvoch hrandch. Plati: u(@) = »(G).

Doékaz je zrejmy z vykonanych tvah.

Pocet u(G) z vety 6 sa da snadno uréit, ak pozndme stupen kazdého z uzlov
grafu G. O tom hovori tato veta:
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Veta 7. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, {uy, u,, ..., u,} mnofina jeho uzlov
a nech 2s; je stupers uzla u; v grafe Q. O polte u(@) z predodle;j vety plati

7T @) 1T (2s)!
me) = Hsi! 28 2_’"1—1 8!
(kde m je potet hran grafu G).
Doékaz. Nech u; je Iubovolny uzol z G a nech H; je mnoZina hrdn z G
incidentnych s uzlom u,; poéet jej prvkov nech je 2s;,. Roznych rozkladov

mnoziny H; na triedy po dvoch hrandch je zrejme

1.3. ... (28— 1) = 2(?83', :
Pretoze rozklady R,, R,, ..., R, moZno volit nezdvisle jeden od druhého, exis-
tuje celkom prave
T (2s))!
L1 2% gl
réznych moZnosti pre systém R = {R,, R,, ..., R,} s poZadovanymi vlast-

nostami. PretoZe stiet stupriov vSetkych uzlov grafu rovnéd sa vidy dvoj-
nasobku poétu jeho hrén, je le,- = m, z ¢oho ihned vyplyva tvrdenie vety.

Definujme si pojem rozstepenia uzla podla rozkladu mnoziny hran s nim
incidentnych: Nech @ je Iubovolny graf, » ITubovolny jeho uzol, H(v) mnoZina
hrén z G incidentnych s uzlom v a R, = {H,, H,, ..., H,} lubovolny rozklad
mnoziny H(v). Budeme hovorit, Ze graf G'g vznikne z grafu G rozstepenim uzla v
podla rozkladu R,, ak o grafe Gy plati: (1) G obsahuje vSetky hrany a len
hrany z G; (2) Gg, obsahuje vietky uzly z G s vynimkou uzla » a okrem toho
obsahuje uZ len isté uzly v, v,, ..., v, (3) IubovoIny uzol v; 1 =1, 2, ..., 8) je
incidentny s hranami a len s hranami mnoziny H; rozkladu R,; incidencia
ostatnych dvojic prvkov (rézneho rozmeru) grafu G zostdva nezmenend aj
v grafe Gp.

Veta 8. Nech U = {uy, u,, ..., u,} je mnoZina uzlov lubovolného eulerovského
grafu G; R; nech je lubovolny rozklad mnofiny hrdn incidentnych s uzlom w;e U
na triedy po dvoch hramdch. Nech dalej & = {1, Ty, ..., T} je systému R =
= {Ry, R,, ..., R,} odpovedajici systém uzavretych tahov grafu G, o ktorom plati:
lubovolnd hrana z G patri prdve do jednoho takw z &. Utvorme postupnost grafov
G, Gy, ..., G, takto: Graf G, venikne z grafu G,_, rozstepenim wzla w; podla roz-
kladu R;e R (v = 1, 2, ..., n; kladieme Gy = @). O grafe G, potom plati:

(a) graf G, obsahuje prdve m komponent;
(b) Tubovolnd komponenta grafu G, je kruénica;

(¢) tubovolnd komponenta z G, obsahuje véetky hrany a len hrany patriace do
1stého tahu 2 & a lubovolnd hrana z G je hranou prdve jednej komponenty grafu G,,.
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Dékaz. Ak rozstepime vietky uzly grafu @ (aby tak vznikol graf G,), lubo-
volny prechod cez Iubovolny uzol v Tubovolnom fahu z & zmeni sa len tak,
¥e povodny uzol z G je nahiadeny istym uzlom druhého stupiia v grafe G,.
Preto dve hrany z G patriace do toho istého tahu T; e & st hranami tej iste]
komponenty (ozna¢me ju K,) grafu G,. Potom ale K, je stvislym pravidelnym
grafom druhého stuphia, &ize K; je kruznica a to takd kruZnica, ktoréd obsahuje
vietky hrany a len hrany tahu 7';. Z toho ihned vyplyva spravnost vietkych
tvrdeni vety.

Veta 9. Nech G je lubovolny eulerovsky graf, {uy, ,, ..., u,} = U mnoZina jeho
uzlov a mech uzol u; je uzlom 2s;-teho stupia v grafe G. Nech & = {&,, 8,, ...,
&)} je mnoina vdetkych takych systémov uzavretych tahov grafu G, ktoré maji
taito vlastnost: Tubovolnd krana z G je hranou prdve jednoho tahu systému. Oznatme
snakom t; (j ='1, 2, ..., u(Q)) podet tahov systému &;. O polte o(G) réznych takych
orientdcid hrdn grafu G, pri ktorych vanikne z grafu G rovnovdzne orientovany graf,
plati

1 HG)
o(@) = — LD 2.
[Ty =

Dékaz. Oznaéme znakom &(@F) podet tych uzlov z @G, ktoré si vysSieho
stupna nez druhého stupna. Ak G obsahuje » komponent a kazdé z komponen t
je kruZnicou (a teda uzavretym fahom), tj. ak je 6(@) = 0, potom zrejme plati
w(@) = 1, ¢ize potom existuje jediny systém &, e & s x = 7, tahmi. Pretoze
Tubovolnd kruZnicu moZno préve dvoma spésobmi orientovat tak, aby vznikol
rovnovéazne orientovany graf (cyklus), mozno graf G orientovat prave 2« roz-
nymi spésobmi tak, %e vznikne rovnovaZne orientovany graf. Cize v uvazova-
nom pripade je o(@) = 2*. Je pritom zrejme s; = 1 pre vietky i = 1,2, ..., n
a teda 2 = g(@) = 2%. Ak teda je §(G) = 0, veta plati.

Predpokladajme, Ze veta plati pre vietky také eulerovské grafy &, v ktorych
je 8(G") = k (kde k je isté celé nezdporné &islo), a predpokladajme, Ze je 6(G) =
=k + 1. Potom @ obsahuje aspon jeden uzol u, taky, Ze je s, > 1. Pocet
réznych rozkladov mnoziny hrdn H, incidentnych s uzlom u, na triedy po
dvoch hranach je 1.3.5...(2s, — 1) = p. Nech R,= {R,(1), B,(2)....,
R.(p)} je systém vSetkych takychto rozkladov. Oznaéme znakom G, (y) graf,
ktory vznikne z grafu G rozStepenim uzla u, podla rozkladu R,(y) (ye {1, 2, ...,
»}). O IubovoInom z grafov G,(y) plati zrejme §(G,(y)) = k.

Oznadéme znakom &,(y) t4 podmnozinu mnoziny &, ktors odpoveda systému
takych rozkladov {R,, R,, ..., B,—y, B.(¥), Ryyy, --., By}, kde R; pri ¢ + 2 je
IubovoIny rozklad mnoZiny hran incidentnych s uzlom u; na triedy hran po
dvoch hranéach, aviak rozklad R,(y) je pevny; je to rozklad, podla ktorého sme
previedli rozitepenie uzla u,, aby tak vznikol graf G,(y). Mnoziny &,(y,),
S,(y,) st pri réznych y,, ¥, zrejme disjunktné. Oznatme znakom A4, mnoZinu
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tych indexov z {1, 2, ..., u(@)}, ktoré patria v tym systémom uzavretych tahov
mnoziny &; ktoré su tiez prvkami mnoziny &,(y). Podla predpokladu (pretoze
je 0(G.(y)) = k a uzly, ktoré vznikni rozstepenim uzla u,, si vietky druhého

stupna) plati
2%

i' 4
:=1 Je

i

Mame teda dokédzat, Ze za prijatych predpokladov plati

0(@:(y) =

o@) = 5 TelGu(1) + o(6ul®) + ... + o(Gulp)).

Je zrejmé toto: Nech y je lubovolné &slo € {1,2....,p} a G.(y) nech je Tubo-
v olny rovnovaine orientovany graf, ktory vszne orlentamou hrin grafu
G (y); ak gr graf G vznikne z glafu G takou orientaciou hran z ¢, akil maju tieto
hrany v grafe G «(y), potom Gj je rovnovézne orientovany graf.
Nech teraz & je mnozZina vSetkych rovnovézne orientovanych grafov, ktoré
vzniknid orientdciou hrdn grafu @. RozloZme mnoZinu & na triedy &,, @,, ...,

2
- (kde = ( 88:)) takto: Do tej istej triedy &, patria dva orientované grafy

z @ préve vtedy, ked mnoZina tych hran, ktoré smeruji do uzla u,, je v oboch
grafoch rovnaké. Oznaéme znakom y, podet prvkov triedy &, (: = 1, 2, ..., 7).
O cisle o(@,(7)) plati o(G,(5)) = Z y: pricom M; je mnozZina tych indexov

1€

z {1, 2, ..., r}, pre ktoré m4 trieda &; éﬁto vlastnost: Z kazdej dvojice hran roz-
kladu R,(y) e R, prave jedna hrana v I'ubovolnom grafe z &; smeruje do uzla u,.
Pocet prvkov mnoziny M, je zrejme prave 2%, lebo z s, dvojic moZno previest
vyber po jednej hrane prdve 2% réznymi spésobmi. Na druhej strane lubovolny
index t¢{l,2,...,r} md tito vlastnost: Index 4 patri do préve s,! réznych
mnozin M; (to vyplyva z toho, Ze pri danom rozklade mnoziny H, na triedu
hran smerujicich do uzla %, resp. smerujtcich z uzla %, mozno previest rozklad
mnoziny H, na triedy po dvoch hrandch — tak, aby jedna hrana dvojice smero-
vala do uzla %, a drubé hrana dvojice z uzla u, — prave s,! réznymi sposobmi.
Z uvedeného vyplyva ihned toto:

2,06() = .l 2@,

¢o bolo potrebné dokazat. Ak teda veta plati pre §(G) < k, plati aj pre (@) =
=k + 1, a pretoZe plati pro 6(G) = 0, plati pre vietky prirodzené k. Tym je
dokaz vety vykonany.

Pozndmka 3. Vo vete 9 sme sa neobmedzili jen na grafy stvislé resp.lenna
grafy bez artikuldcii, k¥ ¢omu by nas skutoénost, Ze mame uz odvodené vety
1, 2, 3, opraviiovala. Vyznam tychto viet sa odvodenim vety 9 nezmensuje,
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lebo pri konkrétnom vypodte &isla o(G) ddvaji uvedené vety moZnost postup
vypottu podstatne skratif.

Poznadmka 4. Cisla o(G,), o(G,) moézu byt rézne aj vtedy, ked eulerovské
grafy G, G, si oba sivislé pravidelné grafy toho istého (pdrneho) stuphia a
majt rovnaky podet uzlov.

WA
PR

Obr. 2

Tak napr. o grafoch G,, @, zndzornenych na obr. 2 plati: o(@,) = 18; p(G,) =
= 16, atkolvek oba tieto grafy si stvislé pravidelné grafy §tvrtého stupna so
§tyrmi uzlami. Podobne je: o(G;) = 34; 0(GQy) = 28; o(G5) = 26; o(Gg) = 36,
actkolvek grafy G, G,, G5, G st vietky stivislé pravidelné grafy stvrtého stupiia
s piatimi uzlami. :

3

Polozme si teraz ttto otdzku: Kolko réznych rovnovéZne orientovanych
podgrafov existuje v danom rovnovazne orientovanom grafe? Na tito otazku,
ktorad — ako ukiZzeme — s predoSlymi otédzkami tzko stvisi, odpovedd nasle-
dujtca veta:

Veta 10. Nech G je lubovolny rovnovdZne orientovany graf, ktory vznikne
orientdciou hrdn istého eulerovského grafu @G. Polet réznych rovnovdéne oriento-
vanych podgrafov grafu G rovnd sa o(G) — 1.

Do6kaz. Nech G = {61, G, .., 63,,} je systém obsahujici okrem vsetkych
rovnovézne orientovanych podgrafov grafu G uZz len nulovy graf G, = N
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a nech § = {f’l, 1—7‘2, —)m} je systém vietkych rovnovézne orientovanych
grafov, ktoré vznikni orientdciou hran grafu G. Pre isté z e {2, 3, ..., n} plati
G, = Q. Podla viet 4 & 5 mozno kazdému grafu G € © priradit prave Jjeden
graf ¢ § takto: Grafu G,, priradme ten graf € §, , ktory vznikne z grafu @,, ak
v lom zmenime orientéciu hrin patrlaclch do G— a orientaciu ostatnych jeho
hrin ponechdme nezmenent (gra,fu G = N a len tomuto grafu odpovedd
potom v tomto priradeni graf G, =G,e &). Obratene: - Lubovolnému gratu z §
mozno priradit prive jeden graf z @ takto: Grafu F,e & priradime podgraf
grafu G = Fz, ktory pozostava prave z tych hran, ktoré majd réznu orienté-
ciu v grafoch F,F,az tych uzlov, ktoré st s takymito hranami incidentné.
Z toho vyplyva, Ze systémy @, § st kvantitativne ekvivalentné, &ize je m = n.
Pretoze do & sme zahrnuli aj nulovy graf a jen = m = o(G), polet nenulovych
rovnovézne orientovanych podgrafov grafu @ rovné sa o(@) — 1. Dokaz vety je
vykonany.

Poznédmka 5. Ak by sme nulovy graf N povaZzovali za rovnovaZne oriento-
vany podgraf TubovoIného orientovaného grafu, potom by &islo (@) udavalo
priamo podet réznych rovnovazne orientovanych podgrafov grafu G.

Rovnovéine orientované podgrafy mézu prirodzene existovat aj v takom
orientovanom grafe, ktory nie je rovnovazne orientovany. Pri sktimani ta-
kychto orientovanych grafov mézu byt uzitotné nasledujice vety.

Veta 11. Nech G je Tubovolny taky orientovany graf, v ktorom existuji aspor
dva rozne rovnovdéne orientované podgmfy Gl, G Oznaéme znakom y, (resp. y»)
také ohodnotenie grafu G, e plati yl(G’) G'l (resp. yz(G) 2), a poloime
Ve =Y} . ¥5 Ya=71- yi. Plati: Grafy y3(G) v4(@ ) st rovnovdéne orientované
grafy.

Doé6kaz. Nech % je Iubovolnd hrana z G. Ak b nepatri ani do C_}')l ani do 52, je
71(h) = 0, yy(h) = 0 a je tieZ ys(h) = y,(h) = 0, tj. hrana % nepatri ani do
ya(a) ani do y4(_’) Ak hrana h patri do oboch grafov ¢, é’;, potom je y, (k) =
= y,(h), a pretoze je nutne y3(h) = 0 pre lubovofne h, platl vs(h) = yu(h) = 0;
teda, h aj v tomto pmpade nepatri ani do ys(G) ani do n(G) Ak napokon A patri
do G a nepatri do G (resp. ak % nepatri do G a patri do G, o), potom je y,4(h) =
= —yi(h) £ 0; '}’4(77') = y1(h) 0 (resp. y3(h) = y1(h) + 0; yu(h) = — '}’1(}7') *
+ 0). Pretoze Gl, G’ su podla predpokladu dva rdzne podgrafy grafu G’ je aj
graf y3(G) aj graf y4(G) nenulovym grafom a podla predoslého obsahuji oba
tieto grafy rovnake prvky. Lubovolnd ich hrana ma. vak opadéni orientédciu
v y4(G) nez v y4(G ) Ak preto vykondme dbkaz, ze y3(G) je rovnovazne oriento-
vany graf, bude tym stéasne dokazané, Ze y4(G) je rovnovazne orientovany
graf.

Vykonajme tento dokaz: Nech u je Iubovolny uzol z ya(—)) Oznaéme znakom
fia(w) (resp. py(w) resp. wy,(u)) poet tych hran z G smerujicich do uzla U,
ktoré patria do 631 a nepatria do G (resp. patria do G a nepatria do G’ resp.
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patria aj do (31 aj do @, ) & znakom w»,(u) (resp. vy(u) TESp. 7y, ,(#)) oznaéme

obdobne potet hran smerujicich z uzla u. Pretoze G,, @, st podla predpokladu
rovnovézne orientované grafy, plati nutne

pa(8) + p1a(w) = v1(w) 4 v19(w) ,  uaw) - pya(w) = vo(u) + v1,0(u) ,
a teda
pr(u) — po(u) = vy(w) — vo(w) .

V grafe y3(G) smeruju do uzla » tie hrany a len tie hrany, ktoré v grafe G’
smeruji z uzla u a nepatria do Gz, a tie hrany, ktoré v G smerujd do uzla u
a nepatria do G (podet takych hrén, ktoré smeruji v y3(G) do uzla % je spolu
v (%) + po(u) @ z uzla u smeruji v grafe ya(G) tie hrany a ]en tie hrany, ktoré
v G smeruji do % a nepatria do G’ a tie hrany, ktoré v G, smeruji z uzla %
a nepatria do G (potet hran smerujtcich v grafe y, G) z uzla u je teda u,(w) +
+ »5(%)). Z uvedenej rovnice vyplyva ihned, Ze  je rovnovazny uzol v grafe
ya(G) Pretoze u bol lubovolny uzol grafu y3(G) je tento graf (a tiez graf y4(G))
rovnovazne orientovany graf. Dokaz je vykonany.

Veta 12. Nech G1 je tubovolny orientovany graf a mech Go je Tubovolny rovno-
vazne orientovany podgraf grafu G Oznaéme znakom @ . graf, ktory venikne z grafu
G, ak v fiom 2zmenime orientdciu vietkych hrdn z G v orientdciu opaéni o orien-
tdciu ostatnych hrdn ponechdme bez zmeny. Plati: Polet réznych rovnovdine

ortentovanych poclgmfov grafu G rovnd sa poltu réznych rovnovdZne orientovanych
podgrafov grafu G’

Dékaz. Nech I' = {yy, ys ..., ¥,} je mnoZina vietkych tych ohodnoteni
grafu Gl, ktoré pmsluchadu jednotlivym rovnova,zne orientovanym podgrafom
grafu G Pre isté ze {1, 2, ..., p} plati yx(G )= G Oznagme znakom y, to
ohodnotem'e grafu @, pri ktorom plati yo(k) = 0 pre vietky hrany z ..

Tvrdim: Pre IubovoIné ¢ + z; 1e{l, 2, ..., p} plati: Graf v, y2(@ ) je rovno-
vaZne orientovany podgraf grafu G (podet ta,kyehto podgrafov je zrejme p — 1).
Dokézeme to.

Ze graf y, yx(G ) je rovnovaZne orientovany, vyplyva z vety 11; treba uz len
doka.zat’ Ze uvazovany graf je podgrafom gra:fq_G resp. Ze Iubovofna hrana
Z Yy yz(G ) ma v tomto graie taki istd orientdciu ako v grafe G Nech % je
TubovoInd hrana z Vi? (Gl) St len dve moznostl (pozri dokaz predoslej vety):
Bud » patn do 7;(G,) a nepatri do 71(01) = @,, alebo % nepatri do y,(G 1) a
patri do 'y,c( -V prvom pripade ma A th istd orientdciu v kaZdom z tychto
grafov Gl, Gz, v yAGE l) V druhom pripade mé h int orientéciu v y; yz(Gl) nez
v grafe Gl, a pretoze h patri do Gy, ma k int orientéciu v grafe G G nez v grafe ..
Teda opat A mé rovnaki orientéciu v grafoch v v2G), G Z toho 1hned’
vyplyva, Ze y; ‘}’3(01) je podgrafom grafu G’ Obratene zrejme plati: Ak G* je
Iubovolny podgraf grafu G' iny nez —yx(Gl) potom existuje prave jedno ohodno-
tenie y; v I' taks, Ze je G* = y, y%(G,). Graf, ktory vznikne z grafu yx(G ) =G,
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zmenou orientdcie vSetkych jeho hrén, je identicky s grafom y, ya(Gl) a je
rovnovéazne orientovany podgrafom grafu G Preto poéet rdoznych rovno-
véine orientovanych podgrafov grafu G rovna sa taktiez p, ¢o bolo potrebné
dokéazat.

Pozndmka 6. Otdzka kolko réznych rovnovazne orientovanych podgrafov
ex1stu]e v TubovoInom orientovanom grafe G zostédva pravda nadalej otvo-
rend. Veta 12 iba usnadiiuje zistenie pottu rovnovazne orientovanych pod-
grafov v orientovanom grafe Gl, ak pozname tento podet aspoil v jednom takom
orientovanom grade, ktory mozno z G’ utvorit zmenou orientacie hran lubovol-
ného jeho rovnovézne orientovaného podgrafu.

4

Uréenie poétu rovnovéine orientovanych podgrafov daného orientovaného
grafu (ku ktorému sme si nasli niektoré pomocné prostriedky) méd — ako
v dalSom ukéd¥eme — osobitny vyznam pri skimani otézky, kolko réznych
linedrnych faktorov existuje v danom parnom neorientovanom grafe G.3)

O istej vlastnosti parneho grafu s linedrnym faktorom hovori tito veta:

Lemma 4. Nech G je lubovolny pdrny graf, v ktorom existuje aspor jeden
linedrny faktor L a nech rozklad R = {U,, U,} je lubovolny taky rozklad jeho mmno-
Ziny wzlov na dve triedy, Ze lubovolnd hrana z G spojuje uzly z réznych tried, potom
triedy U,, U, maji rovnaky pocet prvkov.

D6kaz. Lubovolnd hrana z L je incidentnd prave s jednym uzlom z U,
a prave s jednym uzlom z U,, a pretoZe Iubovolny uzol z G je incidentny prave
s jednou hranou z L, je platnost lemmy zrejmaé.

Veta 13. Nech G je lubovolny pdrny graf, v ktorom existuje aspofi jeden linedrny
faktor L, a nech R = {U,, Uy} je lubovolny taky rozklad mmnoZiny wzlov z G na dve
triedy, Ze lubovolnd hrana z G spojuje uzly z réznych tried. Oznaéme znakom G
graf, ktory vanikne z grafu G, ak jeho hrany orientujeme takto:

(1) lubovolnd hrana z L smeruje z uzla triedy U, do uzla triedy U,;

(2) lubovolnd hrana nepatriaca do L smeruje v G 2 uda triedy U, do uzla
triedy U,. Plati toto: Poéet réznych rovnovdéne orientovanych podgrafov grafu G
rovnd sa podtu réznych linedrnych faktorov grafu G inych neZ L.

Dékaz. PretoZe z ubovolného uzla z U, a tiez do I'ubovolného uzla z U,
v grafe G smeruje prave jedna hrana, plati toto: Lubovolny rovnovazne oriento-
vany podgraf grafu qd (ak taky existuje) je pravidelnym grafom druhého
stupnia a teda Iubovoln4 komponenta takéhoto podgrafu je cyklus.

%) Definicie pOJmov linedrny faktor grafu, parny graf, najde &itatel napr. v citovanej
Kénigovej knihe; v nafej literatire napr. v préci [3] alebo [4].
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