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Casopis pro pé&stovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

REFERATY

NEKTERE LOKALNI VETY O APROXIMACI

(Vlastni referdt T. FrREYE, kandiddta matematickych véd Matematické a technické
university v Budapesti, o pfednédSce konané dne 27. dubna 1959 na Matematicko-fysikél-
ni fakulté Karlovy university v Praze)

PoloZme si otdzku: Pro které aproximadéni procesy platt véta o lokalisacs, podobnd vété
Riemannové; déle, zda platt néjakd véta o tom, jak silné se ovlivni jakost aproximace v né-
jakém bodé strukturnims vlastnostms aproximované funkce daleko od uvatovaného bodu.

V tomto sméru vime o nejlépe aproximujici posloupnosti polynomt napt. jen to, Ze
jakost aproximace je charakterisovéna jakosti aproximace na nejhife aproximovatelném
intervalu. Neni tedy bez zajimavosti najiti takovou posloupnost polynomi, kterd apro-
ximuje uvaZovanou funkei na kaZdém intervalu tak dob¥e, jak nejlépe je vibec moZno
(tedy pomoci strukturnich vlastnosti aproximované funkce, uvaZovanych jen na tomto
intervalu). Musime tedy nejprve odpovédéti na posledni otdzku.

Pravé tyto problémy se objevuji v praci M. BocENERA ,,Localisation of best approxim-
ation® ([1]), ale jen ve velmi izkém pojeti a jsou jen édsteéns feSeny. Druhd véta této
préce, s jejiz pomoci M. Bochner chce dokézat, Ze jeho vysledky nejsou zlepSitelné, je
vSak chybnd, jak se hned ukédZe trividlnim protipfikladem. (Chyba dukazu spoéivé ve
Spatném pouZiti Poisson-Jensenovy nerovnosti.)

Aby uvaZovand otdzka mohla byt pfesnéji formulovéna, musime nejprve dokézati
nésledujici vyroky:

1°. Ewistuje prdvé jeden trigonometricky polynom nejvyde n-tého Fddu, ktery mejlépe apro-
zimuje funkcei f(z) e Cla, bl naa <o <b, b — a < 27.

Tento polynom mé vechny tzv. CebySevovy vlastnosti. V dalsim budeme znadit tuto
nejlepsi aproximaci B (f; a, b). (Dikaz nepouzivd Zédnych novych myslenek.)

Abychom nyni odhadli tuto velidinu, poznamenejme nejprve, Ze jakost aproximace
funkce ttidy C,, je jednoznalné charakterisovéna toliko pomoci druhého modulu spoji-
tosti nejvy3ii, je$td spojité derivace. Nyni ukédZeme, Ze také veli¢ina BT (f; a, b) je cha-
rakterisovéna, a to také jednoznaéné, jen pomoci druhého modulu spojitosti nejvyssi,
jeSté spojité derivace funkce, tedy pomoci

0y(8; [M50,0) = sup {  sup  [fONzy + B) — 2fPwy) + [P (o — D)}
0<H<d a+dS2Sb-F

2°. Museme funkei, nap¥. fv)(x) e Cla, b, tak roz§iriti ve funkei b(z) ¢ C[— 0, ®), Ze
plati ‘ '

@y (8; g; — 0, 0) < 5wy(d; F*); a, b) .

Toto rozsifeni je charakterisovdno zrcadlenim okolo koncového bodu. Z toho viak

1
podle Jacksonovych vét plyne, ¥e EX(f; a, b) je charakterisovatelnd pomoci w2(’;; F;
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a, b). Abychom nyni ukézali, Ze tato charakterisace je jednoznaénd, tj. neni zlepsitelns,
lokalisujeme (a to v mélo zjemndném tvaru) Bernsteinovy tzv. obricené véty:

3°. Budl < y < 2 pevné zvoleno. Oznadme k nejuétst prirozené étslo alespori rovné dvéma,
pro které plati
lim n*~YE@(f; a,b) < 0, ale limn*- v ED(f;a,b) = o

(pokud takové existuje; jinak bud k = 2). Potom je jesté f*~2 ¢ Olw, B] a

N
oo 13 10795 5, ) < Of) . sup {5 > #B (s 0,

s=1

kdea>a—i—f—;aﬂ<b—%jsoulibovolm.

(Odhady se mohou dostati lokalisaci tzv. prvni Bernsteinovy nerovnosti, jsou ostatné
disledkem pivodniho od Bernsteina pochdzejictho myslenkového postupu.)

Konstruujme nyni aproximaéni proces, ktery lokalisuje nejlepsf aproximaci v hofejsim
smyslu, pomocei my§lenky De la Vallée-Poussinovy ([2]). De la Varrgr-Poussmv udal totiz
posloupnost trigonometrickych polynomi V,(t), kterd mé nésledujici vlastnosti:

a) V,(t) je trigonometricky polynom nejvySe (2n — 1)-tého ¥adu (tj. V,,(¢) € M‘z’,':_l),

b) proces, definovany pomoci V,,, jako#to jadrem, mé tzv. reprodukéni vlastnost, tj.

k14
va(@; f) = [Vale — 1) f(t) dt = f(z), pokud feMT,
-7
¢) proces mé stejnomérné omezenou Lebesgueovu konstantu (normu)
k14
[V dt ¢, (R=1,2,...).

Poznamenejme, Ze V,, se snadno odvodi pomoci v, a ¢dsteénych soudtis Fourierovy fady
pro f(x) € Ly,.

Abychom nyni zkonstruovali lokélné nejlépe aproximujici posloupnost polynomi,
potiebujeme najiti takové jadro 4,,(t), které mé nejen vlastnosti b) a c), ale jesté také
dalsi, a sice takové, které zajistuji, Ze ddle vzaté strukturni vlastnosti uvaZované funkce
ovliviiuji jakost aproximace jen jednim, pokud moZno rychle k nule konvergujic?m
faktorem. Tento faktor je charakterisovén tzv. vnéjsi Lebesgueovou konstantou procesu

T

-8
AP@) ={ [ +3I'}1An(t)] de.

MuZe se snadno ovéfiti, Ze jadro procesu A4,(t), definované vztahem

entes )= g5 3 () owntes

(e, je tedy Eulertv primeér), dile
1 n-1
aw@ f) =5 3 el ). e

tedy

an@; f) = [ Apz — 1) (6) A, feLon,
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spliiuje vSechny poZadavky; Ze tedy

a) A,@t)e MEZ ,,

b) a,(z; f) = f(z), pokud fe MP,
o) [l4@ & <0 n=1,2,..),
Q) AP(G) < - 00) (g, (v =1,2,...),

kde C(8) = C, ctgg a ¢q(d) = cosg 2

{a,(z; f)} je nyni posloupnost trigonometrickych polynomii aproximujici lokélné nej-
lépe funkei f(z) € Ly, v tom smyslu, %e jakost aproximace touto posloupnosti.v néjakém
libovolném bodé z, je pravs tak dobré, jak lze vitbec dosdhnouti trigonometrickym poly-

nomem v néjakém libovolném okoli z,, toti¥ v [z, — &; 2, + 0) (6 >0 hbovolné) Plati
tedy odhad

[Hoo) — anlae D] S Cs . B 7 — 8,7 + 0] + Cu(6) . 2 cosn 3,

kde 6 > 0 je libovolné a

Cs
sng

C4(0) = flf ()] dz.

Poznamenejme, %e v piipadé f(z) e Ly, také plati
d ,
3z 0@ D) = an(2: 1),

takZe tedy derivovand posloupnost funkei a, poskytuje lokdlné nejlepsi aproximaci
funkce f* € Ly,.

Poznamenejme jeité déle, %e vySe-udany proces v piipad$ diferencovatelnosti v roz-
Sifeném smyslu ji¥ neni nejlepsf, aviak miiZe se definovati nekone¥né fada takovych pro-
cesil, a to misto tvotenim aritmetickych sti¥ed@t podle (1), pomoeci st¥ed@t vidy vyssiho
téddu, které viecky poskytuji lokdln® nejlep$f aproximaci a ddvaji v pi{pad® diferencova-
telnosti v rozsifeném smyslu v¥dy lepsi vysledky. .

T. Frey odvodil potom také jeden interpolaéni proces, poskytujici lokélne nejlepéf
aproximaci. Ukédzal, ¥e Lagrangeova a Hermite-Fejérova interpolace mezi normdlni
posloupnosti uzlovych bodd spliiuji také vétu o lokalisaci podobnou vété Riemannovd,
déle Ze tato vlastnost nespodivd v normalité posloupnosti uzlovych boda, ale v tom, Ze
uzlové body a piislusné konjugované body le%f uvnit# interpolaéniho intervalu odd&leny
od sebe néjakou, na n nezdvisici vzddlenosti.

Literatura

[1] Bochner S.: Localisation of best approximation. Annals of Math. Study, No 25, 1950,
Princeton.

[2] De la Vallée-Poussin Ch.: Legons sur 1’approximation des fonctions d’une variable,
Paris 1919.

Prelozil Miroslav Sisler, Praha,
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ZOBECNENI VETY J. KOROUSE

(Vlastni referat T. FrevEe, kandididta matematickych véd Matematické a technické
university v Budapesti, o pfedndsce konané dne 29. dubna 1959 na Matematicko-fysikéln{
fakulté Karlovy university v Praze)

UvaZzujme dtleZitou vétu J. KorousE (viz [1]), kterou mtZeme takto krdtce formulo-
vat:

Budte p(x) e L[—1, 1] a q(x) e L[—1, 1] dvé nezdporné vdhové funkce, pro kieré plati

= 1= -
0<]~1§1(z)—p(w)§12, 1<z2<1, (1)
a Ze pro pevny bod z, e [—1, 1] platt .
x |}~(w) = Z(“’o)‘ = Ol]x = xol . @)

Potom migeme odhadnout v bodé x, vzhledem k p resp. q ortonormdlni polynomy p,(x) resp.
gn(z) (n =1, 2, ...) v ndsledujicim tvaru:
1 1 ‘
[Palea)l < O 2, [gnslen)l s lgalen)] < Cs 2, [pamyla] - ®)
Ve= V=

Pomoci této vty se mohou p¥i zkoumdni stejnomérné omezenosti posloupnosti orto-
normélnich polynomt diskutovati lokdlni a globdlni predpoklady vzdjemné nezdvisle
vzhledem k odpovidajicim véhovym funkeim. MuZe se to jestd lehdeji udélat ve smyslu
globélnich predpokladi v ptipads, Ze plati (1), ve smyslu lokdlnich pFedpokladii, pokud
se (2) zeslabi. )

UvaZujme nyni nejprve pozadavek (1). ProtoZe je asymptotické vyjddieni p{®f (z)
ortonormélnich Jakobiovych polynomt s vahou (1 + z)%(1 — z)# dobfe zndmo, je po-
moci tohoto vyjédfeni a pomoci véty Korousovy hned vidét, ¥e pro ortonormélni poly-
nomy s vahou

w(@) = (1 + 2)%(1 — 2)? y(x) C)
plati nerovnost
1
" w(z) do _
[w,.(m) Trep i e S0 =12 (5)

v piipad®, Ze y(x) spliiuje v [—1, —1 + 6] a [1 — &, 1] Lipschitzovu podminku s expo-
nentem 1, déle plati

1

a>—1,>—l,a+y>—-18+%> —1,y<—;—,6<§-

Odtud ale hned plyne, %e se ma¥e (1) nahradit predpoklady
Co(l + 2% (1 — 2)P! < p(a) < Gyl + 2)%(1 — 2),

(1*)
Ca(1 + 2)%2( 1 — )P < g(2) < Cy(1 + @)% (1 — 2)%,
kde
—1<o=4;<a;+3%, —-1<b;<B;<b;+%, ¢=12).

Sumace v (3) jde v8ak potom ne do v = 1, nybrZ do néjakého celého é&isla v = s na ex-
ponentu v (1*) nezdvislého.
.+ Tak se ale umo#ni, e muZeme na zékladé transformace x = cos ¢ problémy uvaZovat
na jednotkové kruZnici. ProtoZe na jednotkové kruZnici je jednodu$e umo#néno posu-
nuti a odpovidajicf Jakobiovy polynomy pro fefeni okrajového vlivu majf na jednotkové
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kruZnici lepsf asymptotiku, maZeme (1*) rozsifit tak, Ze p(z) a g(z) maji konedny podet
nulovych bodh a singularit (majorisovatelnych a minorisovatelnych mocninnymi funkce-
mi), a aby rozdil odpovidajicich exponentt byl nejen mensi nez 1, nybrZ mensf ne# 1.

Predpoklddejme nyni déle, Ze log p ¢ L[—1, 1] a log ¢ ¢ L[— 1, 1]. Potom mbZeme (1)
také nahradit ndsledujicimi podminkami:

4 4 .
bud je /@) . T = 2|pa()] < Cp nebo [/a@) 1 = 2|g,()| < Cio (1%%)

a déle A(zy) > 0, A(z) € Ly, )T(l?vj € Ly,. Diikaz je obdobny dikazu Korousovu aplikova-

nému na jednotkovou kruZnici.

Abychom nyni déle oslabili (1), potfebujeme dtleZitou nerovnost Szegsho, resp.
zobecnéni této nerovnosti. G. SzEe6 nalezl, %e (viz [2])

max  [20(0)+ ue(a)|® = M,(¢; a; 4; u)
o(2)e Hy*(@)

(kde 2, u & a jsou libovolnéd komplexni ¢sla, HY(g) oznaduje t¥idu polynomu nejvyse
n-tého ¥édu, pro které plati

1 T
o [loenre@ di =1, 0=p()cLa, logpeLy)

zévisi monotonné na funkei g, tj. Ze
M, (p; a; 4 4) = M,(y; a; 4 p) ,
pokud ¢ = . Odtud ale hned plyne odhad, ktery pouZivd Szegé vicekrét, tj. odhad

8215 05 @) — s,(; 0; @) =

6
< (a5 03 0) — (95 05 0)] . [o (o5 a5 @) — #oleps a5 @)1 » ©®

kde {®,(z)} resp. {¥,(2)} jsou vzhledem k ¢ resp. k 9 na jednotkové kruZnici posloup-
nosti ortonormélnich polynomu, a déle je

$u(@3 552) = . D(t) Dy(z) -

r=0

Tato Szegého nerovnost se muiZe v jistém ohledu oprostit od podminky monotonie:
Oznaéme =,,(t) nezéporny trigonometricky polynom, A,,(z) tzv. ,,normalisovanou represen-
taci® polynomu =, (viz [2]):
hp(z) € Hy 5 (B (e¥)|2 = () 5 |Rp(rett)] > 0,
pro 0 <r <1, %, (0) > 0. Pak plati pro ¢(t) € Los, log @ € Ly, a 7n(t) = ¢(t) . 7,,(¢) Dé-
sledujici nerovnost:
I'gn+m(q’; 0; a) - hm(o) km(a) Sn(’ﬁ 0; a’)]2 §

= [8p+m(®3 05 0) — £3,(0) 8,(n5 05 0)] - [8,.4m(5 @5 @) — [Bn(@) | 8,(n5 @5 a)] -
Pomoci (8) a (7) se miZe snadno dokdzat, Ze (1) miZe byt také nahrazeno nésledujicim
poZadavkem:

(7)

Mz) = (@) A(@) ;5 Am) > 0, (1542
Ny Ni+M
0=0Cy ]._.[ |z — 2;]% S Ay(@) e Lag =25 Cuf ]._[ |x — 2;[% = 25(%) € Ran = %, (1¥*¥)

j=1 i=N+1
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kde z; £ 2, (j=1,2,...,N +-M) jsou libovolné body a 0 =a;, (j=1,2,...,N),
0=b; <1, j=N+1,N+2,...,N + M) libovolné konstanty. Neni také t&zké si
ovéiit, Ze (1**) a (1***) se mohou té% kombinovat na misté poZadavku (1).

xINve

Tak se velmi rozsiti pouZitelnost Korousovy véty ve smyslu globdlnich pozadavki
na véhu.

Neni také t8Zké nahlédnout, Ze se (2) miZe nahradit bud pomoci

4
Vp@) |1 =2lp,@)] < ¢4,
nebo

4
V2@ V1 = #*lg,@)] < ¢ (2%)

Ik(x) = k(xo)f =le— xo]} .o(lz — xol) s
1

2(¢
kde w(t) zna¢i monotonnd k nule se bliZici funkei, pro kterou existuje lim f el de.
&0
€

t

Déle se muZe (2) také nahradit tvrzenim, Ze A(z) sphiuje na [z, — d; %, + 6] 0 [—1;1]
Dini-Lipschitzovu podminku.

Aplikujeme-li nyni Korousovu @vahu a nerovnost (7), ddle nékteré lehké pomocné
teoretické vty o aproximaci a nahradime-li (2) nerovnosti

|A(z) — Azo)| < Cugle — moft, Alwg) > 0, (8%)
resp. bud Vp(x) Vl — x® [p,(z)| = Cy, nebo Vq(x) Vl — 22 |q(z)] = Cyp, & kromé toho
piedpokléddme-li, Ze

[A@) — Awy)| = Culr — 2| - |z — 2,]) ,

a ddle zachovame-li jednu z podminek (1), (1*), (1*¥), (1***), pak dostaneme asympto-
tické analogon Korousovy véty:

Posloupnost {q,(x,)} md prdvé tehdy asymptotické vyjddient, jestlize je md {p,(%,)} @
naopak.

Bud jesté konedné poznamendno, Ze ve specidlnim p¥ipad®é (nap¥. p(z) = const) mi-
Zeme (8%) jeSté velmi zostFit. Nerovnost (8%) je totiZ v tomto specidlnim pripadd také
nahraditelnd pomoci (2*) nebo pomoci )

—_— 4 [
V4@ [T = gu(@)] < Cro» [k(a) — Elwa)] < w(lz — o) - (8%*%)

Poznamenejme pak jesté déle, Ze (8***) neni ddle uZ zost¥itelné, pokud plati St&klovova
domnénka.

Literatura

[1] Korous M.: O rozvoji funkee jedné redlné proménné v ¥adu jistych ortogondlnich
polynomt, Rozpr. Ceské ak. 48, 1938.

[2] Szego G.: Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. Coll, Publ. 23, New York, 1939.

Prelo%il Miroslav Sisler, Praha
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RESITELNOST ROVNICE % + z = a V KARTEZSKYCH GRUPACH

(Referdt V. Havra o pfednésSce konané v ,,Diskusich o novych pracich brnénskych ma-
tematikt‘‘ dne 20. dubna 1959)

Kartézskd grupa @ je mnoZina s bindrnim séiténfm a ndsobenim, pFidem# (@, +) je
aditivnf grupa, (G — {0}, .) je lupa (z angl. loop) a plati podminky:

(1) 20 = 0z = 0 pro ka¥*dé = ¢ G;
(2;) pro a, b, ¢ € G; a * b existuje prévé jedno z ¢ @ tak, %o za — xb = ¢;
(2;) pro a, b,ceG; a + b existuje pravé jedno y e @ tak, Ze —ay + by = c.

Je-li G kartézsks grupa, pak mnoZinu @ X @ lze geometrisovat tak, ¥e jeji prvky se
prohlési za ,,body‘ a podmmnoZiny ((z,y)|y = az + b), ((x,y) |z = ¢) pfi @, b,c e G za
»Prmky*. MnoZina G X G je pak ¥ —n transitivni rovina,!) kde OXYJ je soutadnicovy
reper?) a n je nevlastni piimka. Naopak lze ke ka?dé ¥ — n transitivni roving prifadit
kartézskou grupu @ tak, Ze rovina je isomorfni s @ x G.

VySettovéni byly podrobeny tyto podminky pro kartézskou grupu G:

(3) . je-li @ € G, pak existuje pravé jedno z e G tak, %e z + z = q;

(4,) pro kazdé z e G jest (—1) 2z = — z;

(4,) pro kazdé = € G jest z(—1) = — z;

(5) prokazdéz,yeGjestz +y =y + z;

(6,) pro ka¥dé z,y,z € G jest (x + y) z = vz + yz;

(65) pro ka#dé =, y, z € G jest x(y + z) = 2y + zz.

Plati tyto implikace: (4;) = (3); (6,) = (5); (6;) = (3); i = 1, 2.

V afinni roviné, spliiujici Fanovu podminku o rtznobéZnosti thlopiiek kteréhokoliv
rovnobéznika, 1ze formulovat axiom o st¥edu tseéky (tj. usporddané dvojice bodu 4 * B):
Je-li P libovolny bod mimo pfimku 4B, pak existuje bod @ * P tak, e AB || PQ a
pfimka jdouci bodem P rovnobéiné s BQ protind piimku jdouci bodem @ rovnob&ind
s AP v bodé S4p piimky A B, ktery nezdvisi na volbé bodu P.

V' Y — n transitiont roviné plati axiom o stfedu pro viecky vuseéky na rovnobéikdch s osou
x pravé tehdy, kdys pristusnd kartézskd grupa G spliiuje podminku (3).

V n — n transitioni roviné platt axiom o stfedu pro vdecky wselky. Plati-li pro véecky
usedky afinnt roviny axiom o stiedu, pak rovina je n — n transitivnd.

PouZijeme-li tzv. lichobé&¥nikovou, rovnobéinikovou, obdélnikovou a &tvercovou
Desarguesovu vétu,?) pak plati tato tvrzeni:

V kartézské grupé G platt (4,) prdvé tehdy, plati-li v @ x G Stwercovd Desarguesova véta
podél osy y. VY — Y transitivnt roviné platt podél kazdé rovnobétky s osou y lichobéZnikovd
Desarguesova véta a pro viecky vselky na rovnobékdch s osou y axiom o stiedu. Existuje
Y — ntransitiont rovina a v ni rovnobéintk ABCD s body A, C na ose y tak, Ze bod AC n BD
nent stredem Uselky AC. Plati-li v ¥ — n transitivni roviné pro vdecky kartézské grupy od-
povidajics reperim OXYJ pri peonygeh X, Y, n n OJ podminka (4,), pak viecky tyto kar-
tézské grupy maji komutations séitdani. Plati-li pro viecky kartézské grupy n — n transitiont
roviny podminka (1,), pak rovina je alternativni (tj. p — p transitivas pro kaZdou pFimku p).

Viclav Havel, Brno

1) R. Baer: Am. Journ. Math. 64 (1942) 137—152, § 3.
2) O je poléatek, X nevlastni bod osy x, ¥ nevlastni bod osy v a J bod o soufadnicich 1,1.

3) H. Q. Zimmer: Math. Ann. 135 (1958), 274—278, tvod; obdélnikovd specialisace
vznikne z rovnobé’nikové Desarguesovy véty, kdyZ PA, PB (viz obr. 1 na str. 274 cito-
vaného ¢&lénku) jsou souradnicové esy, kdetto étvercovd specialisace vznikne z obdélni-
kové, kdyZ PC je pfimka o rovnici y = @.
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