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Ha wamom pasmosxenum M Ha dacT. ymop. MHOskectBe M (ecrtm Kasmmblit
57IeMEHT DAa3JIOKeHHA ABIAGTCA YACT. YHOOP. MOMMHOKECTBOM, BIIOKEHHEIM
B M) MOKHO OIPEeIETUTh JACTAYHOE YIOPAKOUeHHE CIeayomuM o6pasom:

P,QeM,P+Q=>{P<Q<z<y, ecim zeP yecQ}.
CooTBeTCTBYyIOIEE HacT. YmOp. MHOMKecTBO M MBI HA3HBAEM HakmopHwLm
9acT. ymop. MHOKECTBOM 9acT. yImOp. MHOecTBa M.

Torma MOKHO YTBEP:KIATh, 9TO 9aCT. YIOP. MHOMKECTBO M SABIACTCA Jiekcu-
Koepaghuneckoll CyMmol CHCTeMHI dacT. ymop. muoxectB M, + @, ueN mo
4acT. ymop. MHEOKecTBY N =+ 0, 7. e. M = EM,, TOIJIA ¥ TOJIBKO TOIMA, eciud

N

M, Bnomeno B8 M mna moGoro % e N, u N uzoMopdHO (aKTOPHOMY dacr.
yIOOp. MHOJKECTBY, ONPedelJeHHOMY Ha pA3JIOKeHHM HA BJIOKEHHBIE IIOIMHO-
mectBa M.

M=ur ckaskeMm, 4TO 9acT. ynop. MHOMKeCTBO M uaekcukozpaguyecki Hepasio-
JHCUMO, COOTB. NOUMU HEPAZAOHCUMO, €CIIH OHO YIOBIIETBOPSET YCIIOBHIO

M =3>M,= wm kard M, =1 pns mo6oro e N mmm kard N = 1,
N

COOTB.
M =3M,= mumm cymecrsyer M,, mzomopproe M, mam N uzomopdmo M.

Jamexo He BeAKOE dacT. YIOP. MHOJKECTBO MOJKHO IPeICTaBUTh B BHJE
M = > M, rak, aro6st Bce N u M, Geumm pna mo6oro z € N mexcurorpadu-
N

9YeCKYU Hepas3IOoKUMEIME YJIH JINIb IOYTH HEepasloKUMBIMHE 9acT. YHOOp. MHO-
KEeCTBAMH.

[amee mcemaeqyoTcA CBOMCTBA BIIOKEHHBIX YaCT. YIOP. IMOAMHOMKECTB, CBOH-
CTBA PA3JIOKeHMIl Ha BIOKEHHHE ¥ JIEKCHKOIpa(QMIecKy HepasiIOKAMEE YacT.
yIOp. IOAMHOMecTBA M (AKTODHEE JacT. YIOP. MHOMKECTBA, ABIAIIIAECH
JeRCHKOrpaguuecKd HEPA3IOKIMEIME, HA JaHHOM 9JacT. YIOOP. MHOKECTBE.
IIpm sToM wacT. ynop. mogMHOKecTBO P, BioseHHOe B M, HABHBACTCA MAKCU-
MANDHLM 8LONCCHHBLM, SCIIA HMEeT MeCcTO

P+ MuQ@suoxeno B M, Q + Pc@Q=Q=M.

Zusammenfassung

UBER DIE LEXIKOGRAPHISCHE SUMME DER TEILWEISE
GEORDNETEN MENGEN

KAREL CULIK, Brno
(Eingegangen am 11. November 1957)

Eine teilweise geordnete (t. g.) Teilmenge P + ¢ der t. g. Menge M heisst
eingelegte t. g. Menge in M, wenn folgende Bedingung

z,yeP,2e M —P=>{z<z<>y<z}und {z<z<=>2<y}
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erfiillt ist. Auf jeder Zerlegung M in die eingelegten t. g. Teilmengen in der t. g.
Menge M ist es moglich eine teilweise Anordnung folgendermassen zu definie-
ren:

P,QeM,PxQ=>{P<Q<>z<vy, wo xeP, yeQ}.
Die betreffende t. g. Menge J heisst ¢. g. Faktormenge der t. g. Menge M.

Satz 1. Eine t. g. Menge M ist dann und nur dann die lexikographische Summe
eines Systems der t. g. Mengen M, + 0 iber eine t. g. Menge N + 0, d. h. M =
= > M,, wenn M, eine eingelegte t. g. Teilmenge in M fir jedes we N ist und

N

wenn N zu einer auf der Zerlegung in die eingelegten Teilmengen M, definierten
t. g. Faktormenge isomorph ist.

Wir sagen, dass eine t. g. Menge M lexikographisch unzerlegbar bzw. fastunzer-
legbar ist, wenn sie folgende Bedingung

M = 3 M, = entweder kard M, = 1 fir alle ue N oder kard N =1,
N

bzw.
M = S M, = entweder gibt es M,, die isomorph zu M oder N isomorph zu M ist,
N

erfullt.
Satz 2. Eine t. g. Menge M ist dann und nur dann lexikographisch unzerlegbar,
wenn auf M hiochstens zwei t. g. Faktormengen existieren.
Nicht jede t. g. Menge M lisst sich in der Form M = Y M, in solcher Weise
N

ausdricken, dass N und auch M, fir jedes u ¢ N lexikographisch unzerlegbare oder
nur fastunzerlegbare t. g. Mengen sind.

Weiter werden die Grundeigenschaften der eingelegten t. g. Teilmengen
untersucht. Es gelten z. B.:

Lemma 3. Der nichtleere Durchschnitt der eingelegten t.g. Teilmengen ist wieder
etne eingelegte t. g. Teilmenge.

Lemma 4. Sind P, i = 1, 2, ..., n die eingelegten t. g. Teilmengen und gilt

PP, +0firi=12,...,n—1,soist auch UP; eine eingelegte t. g. Teil-

i=1

menge.

Lemma 5. Sind P, Q eingelegte t. g. Teilmengen und gilt P 0 Q &+ 0, P —@Q +
+ 0+ Q — P, so sind auch P — @, Q — P eingelegte t. g. Teilmengen und fir
2eP—Q, yePnQ,zeQ —Pgilt x 0y, y 02z 0z wo o eines der folgenden
Symbole bedeutet: <, >, || (Unvergleichbarkeit).

Uber die Zerlegungen in eingelegte und lexikographisch unzerlegbaren t. g.
Teilmengen gilt
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 Satz 5. Die kleinste Uberdeckung des Systems von allen Zerlegungen in einge-

legten t. g. Teilmengen ist dann und nur dann eine Zerlegung von derselben Art,
wenn jede eingelegte t. g. Teilmenge, in der jede zwei Elemente unvergleichbar sind,
héchstens zwei Elemente enthilt und wenn keine eingelegte Kette drei Elementen
enthdlt, fir diex >y >zundx >a =y =b>z=>a =y =>b gilt.

Eine eingelegte t. g. Teilmenge P in t. g. Menge M heisst maximal, wenn
P = M und Q eine eingelegte t. g. Teilmenge in M ist ,
‘ Q=PcQ=>Q=M.
Satz 6. Gibt es auf einer t. g. Menge M mindestens zwei maximale eingelegte
t. g. Teilmengen, so sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) Es existieren maximale eingelegte t. g. Teilmengen P == Q, fiir die P 0 Q =+
+ @ gilt.

b) Es existiert eine t. g. Faktormenge auf M, die entweder eine Kette bildet oder
nur aus Elementen, die paarweise unvergleichbar sind, besteht und die nicht lexiko-
graphisch unzerlegbar ist.

Endlich ist klar, dass
2 M, = Z(ZM")
N, N N,

gelten muss.
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