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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 84 (1959), Praha

VYJIMECNE BODY NA KRIVKACH V RIEMANNOVYCH
PROSTORECH

CESTMIR VITNER, Praha DT: 513.813
(Doglo dne 15. ¥ijna 1958)

Préce se zabyvéd vysSetfovanim téch bodu analytickych kiivek

v Riemannovych prostorech, ve kterych absolutni derivace i—?,
2 n s
—%t—:’-, - —]%1— jsou linedrné zdvislé. V téchto bodech jsou de-
finovdny limitnim p¥echodem normédly e, e;, ..., e, a kiivosti
Ky, Hgy .ey %,. PO tyto normély a kfivosti jsou nalezeny explicitni
vzorce analogické vzorcim, které v piipadé nevyjimeénych boda
nalezl W. BLascEKE. D4dle je v préci zkouméno, jak se méni orientace
normél p¥i prachodu vyjimeénym bodem a jak se méni k¥ivosti a
orientace normdl ve vyjimeéném bodé pfi zméné orientace kiivky.
V piipadé koneénych ki¥ivosti jsou odvozeny zobecnéné Frenetovy for-

mule. Koneéné obsahuje price jesté rozvoj kiivky podle lomenych moc-
1

nin oblouku s a jednu novou geometrickou interpretaci kiivosti.
1. Uvod

Cilem této Gvodni ¢asti je formulovat thema této prace a zavést zdkladni

pojmy, které budeme v dalsim potiebovat.
- Budeme se zabyvat jednoduchymi analytickymi kiivkami v Riemannové
prostoru V,,. Riemanndw prostor je jak zndmo n-rozmérnd varieta, na které je
dana metrika pomoci kvadratické diferencidlni formy
n
ds? = > g,; da? do? . (1,1)
i1
Omezime se v dal§im na positivné definitnt metriku. O funkeich g,;(z) bude-
me predpokladat, ze jsou analytickeé.

Kvadraticky kovariantni symetricky tensor ¢;; ndm umoznuje definovat
skaldrni soudin, tdhel a délku vektorti v tetném prostoru v pevném bodé
Riemannova prostoru. Skaldrni souéin (a, b) dvou vektori a(al, a?, ..., a%),
b(dt, b2, ..., b*) v pevném bodé (x) je dan vzorcem

(a,b) =5 g.@) aib’ . (1,2)

2,4=1



Délka |a| vektoru a tihel o vektor jsou pak definovany vzorei

la] = V(a, a), (a,b) = |a||b]cosw . (1,3)

Jednoduchd kfivka je homeomorfnim obrazem otevieného intervalu. Je
déna v soutadném systému (2%, 2, ..., ") parametrickymi rovnicemi

xt=zi(t), te (@, b) 5 (1’4)

V dalsim budeme predpoklidat, Ze kiivka je analytickd, tzn., Ze pFipousti
analytickou parametrisaci (1,4).

Metrika (1,1) ndm umoiiuje, jak zndmo, definovat délku kiivky pomoci
vzorce

i
dzt dat
s =f gua“% dr. (1,5)

o
(Vynechali jsme, jak je v tensorovém podtu obvyklé, summadéni znameni.)
Bod ktivky odpovidajici parametru ¢ budeme oznatovat M(t). Vektor,

: . dm
ktery dostaneme derivaci podle parametru ¢, oznadime analogicky rr

nebo M'(t). Vzorce (1,5) lze pak prepsati
t
s= [IM]dv. (1,6)
)

Pomoci vztahu (1,5) lze na kiivce zavést oblouk s jako parametr. Rovnice
(1,6) totiz pifipousti inversni YeSeni ¢ = i(s), takZe mdme pro kfivku para-
metrické vyjadieni

i = zi(t(s)) . (1,7)
Bod kfivky budeme pak struéng oznadovat M(s). Parametrisace pomoci
oblouku nemusi byt v pfipadé¢ M = 0 v bod? ¢, analytické. Bod, ve kterém
pfi né&jaké diferencovatelné parametrisaci M(f) plati M' #+ 0, se nazyvé
reguldrni. Ostatni body se nazyvaji singuldrni. Z analytinosti vyjddieni
(1,4) plyne, e v dostateéné malém okoli singuldrnfho bodu jsou vSechny
body s vyjimkou jeho samého reguldrni.

Méme-li podél k¥ivky déno vektorové pole a(t), pak miZeme ziejmé mluvit
o limité& a spojitosti tohoto pole v bodé M(t,). To mizeme d&lat na libovolné dife-
rencovatelné varieté, nebot souhrn vektori ve viech bodech n-dimensionalnf di-
ferencovatelné variety X, tvo¥ diferencovatelnou varietu T,, dimense 2n.
Jsou-li lok4lni soutadnice bodu M variety X, 21, 22, ..., 2" a soutadnice vektoru
a v piirozené lokalni basi teéného prostoru v bodé M al, a?, ..., a", jsou sou-
fadnice vektoru a na zminné varietd 7,, a1, 22, ..., z* at, a?, ..., a".

Podél ktivky M(t) mé&jme déno vektorové pole a(t). Obydejnd derivace
da (da*’

T W) tohoto vektoru podle ¢ neni vektorem. Za tim tdelem se zavadi
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. , } Da
tak zvand gbsolutni derivace T kters mé obvyklé vlastnosti derivace a

fitom 29 i
pricom ag e opét vektorem. Tato derivace je dana pomoci vzorci

Da*  da? dz?

T @ thE e (e
ve kterych I, jsou znémé Christoffelovy symboly

) ! i 2 2] 9 % 4
(9°= jsou kontravariantn{ slozky metrického tensoru g,;).
Pomoeci Christoffelovych symbolt lze definovat pojem paralelismu podél
kfivky: Vektorové pole se nazyva paralelni podé] kiivky M(t), jestlize plati
Da
==
Nelze tedy obecn hovotit o tom, %e dva vektory ve dvou riiznych bodech
V. jsou paralelni, ale %e vektor se posunuje paraleln® podél jisté kiivky, anebo
také, %Ze dva vektory v rtiznych bodech jsou paralelni vzhledem ke kiivce.
Vzhledem k této kiivce pak miieme zavést thel vektorn a(ty), b(t) ve dvou
riznych (dostatetnd blizkych) bodech k#ivky. Bude to tihel vektoru a(t,) s ve-
ktorem b(z,), ktery dostaneme z vektoru b(t) paralelnim posunem podél k¥ivky.
J e zndma Fermiho véta, Ze v prostoru V, lze zavést soufadnou soustavu tak,
ze I';, = O podél dané kivky. V této soutadné soustavé, tzv. Fermiho souradné
soustavé, pak absolutni derivace splyvé podle (1,8) s derivaci obvyklou. Vektor
paraleln& posunovany podél té kiivky mé potom ve zminéné soustavé
konstantni soufadnice.

Na jednoduché ktivce miuZeme definovat dvojim zpasobem orientaci. Bu-
deme-li mit na mysli orientovanou k¥ivku, budeme brit orientaci pomoci
rostoucfho parametru ¢ (anebo pomoci oblouku definovaného vzorcem (1,5),
coZ je totéz).

Na orientované kfivce mizeme definovat jednotkovou orientovanow teénu

(1,9)

0. | (1.10)

t, kterd v pkipadsd % #+ 0 je ddna vzorcem

DM
&
t = (1,11)
a

Predpokladame-li, ze vektory
dM DM DM
ds’ ds? 7TV dsm



jsou linedrné mnezavislé, muZeme znamym ortogonalisaénim procesem

E. Schmidta definovat vedle teény bis jesté n — 1 jednotkovych normdl e,

ds
pro néz jsou znamy nasledujici explicitni vzorce [1], [2]:
= e, (1,13
/Dy 1D
kde

(M, M) ... (M, MC-1) M’
L , (1,14)
| (M®), M) ... (M), ME-D) M)

(M, M) ... (M, M®)
T D SO ‘ (1,15)
(M, M) .. (M3, M®)

kde ¢arky znamenaji absolutni derivace podle oblouku. D; je znamy Gramév
determinant, ktery je > 0. Tyto vzorce plati i v pfipadé k = 1, poloZime-li
e =1t D, =1.

Vektorovy prostor vytvofeny normalami ey, e, ..., e se nazyva (k 4 1)-
-rozmérny oskulaéni prostor v bodé kiivky. o

Pro absolutni derivaci normdl podle oblouku plati zédkladni Frenetovy
vzorce [1]

e0 = %lel ’
(4
€ = — %€ T %€y,
..................... (1,16)
€y = — #p—1€k—2 T X,
’
€n1 = — %n_1€n—2

Skalary s, ..., %,_; se nazyvaji proni a% (p — 1)-td kiivost. Plati pro nd
explicitni vzorce [1] '

Ky = VDk_le+1

= (1,17)
kde D, jsou dény vzorci (1,15).
V piipads, Ze derivace .
DM DM DM
de e AT de (138)

jsou linedrné nezavislé, budeme bod M nazyvat obecnym bodem k¥ivky (ptes-
néji obecnym bodem parametrisace M(t)). V tomto bodé pak existuji.derivace
podle oblouku (1,12) a lze definovat kiivosti, normaly, oskulaéni prostory a
plati Frenetovy vzorce. V této praci se budu zabyvat vyjimeényms body kiivky,
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které pii pevné zvolené analytické parametrisaci nejsou obecné. P¥itom budu
predpoklddat, Ze ostatni body k¥ivky v dostateéné malém okoli jsou obecné.
Mezi vyjimeéné body ziejmé patfi body singuldrni, inflexni atp.

Cilem této price bude definovat kifivosti, normély a oskuladni prostory ve
vyjimeénych bodech a odvodit pro né vzorce analogické vzorcim (1,13) aZ
(1,17). Z t&chto vzorci budou pak odvozeny nékteré jednoduché disledky.
Vedle toho bude ukézan jeden jednoduchy geometricky vyznam k¥ivosti.

2. KFivosti a normaly

Mgjme analytickou orientovanou jednoduchou k¥ivku, kterd je déna ana-
lytickou parametrisaci M(t). Budeme pfedpokladat, %e viechny body jsou
obecné nejvyse snad s vyjimkou bodu M(0). V tomto bodé budeme definovat
normaly a kiivosti limitnim pfechodem.

ek(O) =tli? elc(t) ’ k = 0, 1: 8 Sy (n - 1) 5 - (2:1)
—0+
23,(0) =t1ix;n %(t), k=1,2,..,n—1. T {2,2)
—0

(Pfii,\ouétime nekonedné velké kiivosti.) Pomoci normél pak jiz obvyklym
zptusobem definujeme oskulaéni prostory.

W. BrascHERE odvodil ve své praci [1] vzorce (1,13) az (1,17) s obloukem jako
parametrem. ProtoZe ale oblouk nemusi davat v singularnich bodech analy-
tickou parametrisaci, vyjdeme od analogickych vzorcl pro obecny parametr ¢.
Plati nasledujici:

Véta 2.1. P#i obecném parametru platt v obecném bodé krivky M(t) vzorce

€jp = Y
o V@k-ltDl: ’
— Vt-Dk—ltch‘Fl
tD,)/*D,

kde tD,, U, maji obdobny vyznam jako Dy, U, ze vzorci (1,14) a (1,15), jenomze
derivace v nmich jsou absolutni dertvace podle parametru t.

(2,3)

%y (214)

2

Dikaz. Ztejmé plati

k-1
DM DM [di\* DM
& @ (a;) +Zl %

Dosazenim do vzorcd (1,14) a (1,15) dostaneme po vynechdni nulovych élent

2(1+2+ ... +k)
nn 2

ds

dt 2L +2+ ... +(k-1)+k
ds )

: w=MF
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Dosazenim t&chto vzoret do vzored (1,13) a (1,17) dostaneme ihned (2,3), (2,4),
1

17
ds  J,
Pro daldi vysetfovani budeme potiebovat rozvoj pro kiivku M(t) v okoli

uvédomime-li si jeste, Ze

bodu M(0). Budiz 2%];{& prvni nenulova derivace. Budiz —]gi—;x—’(—(& v po-
fadi prvni dal§i derivace, kterd je na B%Q linedrné nezavisld. Takto
muzeme postupné definovat soustavu n vektori [3]

D=M(0)  D=M(0) D=M(0) (2,5)

di= de= 7777 di
takovou, Ze «; je nejmensi &islo té vlastnosti, Ze vektory L ;1’:‘50) —— L :1’:“(0) -
1 =7 < n, jsou linedrné nezavislé. Cisla &y, ..., &, nezavisi na volbé soutadného
systému, zdvisi v8ak na volbé parametru nakiivce. Mdme-li jinou parametrisaci
a k ni odpovidajici &isla B, ..., B, plati «; = &B; pro ¢ =1, ..., n, kde k je
néjaké raciondlni &islo. Viz F. Livr [3].

Existence téchto » linedrné nezavislychk vektoru (2,5) plyne z analytiénosti
kiivky. DokaZme to.
Volme podél kiivky Fermiho soufadny systém. Predpoklddejme nyni, Ze
z nekonedné posloupnosti vektori
dM(0) d2m(0) d*M(0)

e dez T dee T
nelze vybrat n linedrné nezavislych vektort. UvaZzujme determinant D, jeho
- sloupci jsou soutadnice vektort M, M, ... M®: D =[M M, ..., M"]
Nyni plati D =[M", M, ..., M*-1), M(»+D], Podobné v8echny ostatni derivace
determinantu D se daji vyjadiit jako linearni kombinace determinanti
[M® M M), V bodé t = 0 jsou viechny tyto determinanty rovny
nule. Tedy vSechny derivace determinantu D jsou v bod& ¢ = 0 rovny nule.
ProtoZe determinant D z¥ejmé je v ¢ analytickd funkce, plati identicky D = 0.
To ale neni moZné, nebot jsme predpokladali, Ze ¢t = 0 je isolovany vyjimeény
bod a Ze tedy v jeho okoli s vyjimkou ¢ = 0 plati D =+ 0.

Nyni odvodime lemma, které budeme v dal§im &asto pouZivat. V prostoru
V, volime pifitom Fermiho soutadny systém podél kiivky.
Lemma 2.1. Ve Fermiho soutadném systémw plati rozvoje:

me = mo) + PO [ o(t%)J o D) [% + o(t“')] +
TR L) [0% + o(t%)] + ot), (2,6)

kde 1 < k < n. Pfitom o(t*), o(t*) jsou zndmé symboly malé o.
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Pro derivace plati analogické rozvoje:

dim(t)  d=M(0) [ o=t . d=M(0) [ te-i ]
& - a@m | T g oy T T
d=M(0) tox—1 i i
T o din [(ka—i)! + o(t= )] -+ o(tx-?) . (2,7
Pfitom je treba kldsti (“——1__—8)‘ =0, o(t(*~%) =o(1) pro o, —8 < 0a 0! =1.
Dikaz plyne ihned z rozvoje
_ d*:M(0) - d*M(0) -
M(t)_M(O)_{_Wt +.-- +_a.‘t~a"7x—2rt +.--+
d=M(0)

T Forgd o) -

Kazdy z vytetkovanych &lent je linedrni kombinaci pfedchozich napsanych
¢lenti. Ddme-li k sobé &leny pattici k téZe derivaci, dostaneme rozvoj (2,6).
Odtud pak postupnym derivovinim plynou rozvoje (2,7). P¥itom k miZe
nabyvat v8ech pfirozenych ¢&isel od 1 do n.

Pro dal¥i tdely je t¥eba najit hlavni &leny rozvoji determinantd tD; a
U,. To je pfedmétem ndsledujicich dvou lemmat.

Ozna¢me pismenem S, determinant
(M, ME?) .. (M, M)
Sk T= | s e st c et s e s s e e ‘. oo | (2,8)
(M§P, M) ... (M§®, M)
D=M(0)
—@
V. budiz Vandermondtiv determinant Vy(xy, -. -, ).

kde M{*¥ znamené

Lemma 2.2. Pro tD, plati rozvoj

Vi

"Dy = 8 (eg — )12 ... (0, — 1)

5 B + o), (2,9)
kde
G =0y + gt For—(1+2+...+%). (2,10)

Dikaz stadi provést pro Fermiho soufadny systém. Dikaz v obecné
souradné soustavé plyne pak z toho, %e determinant *Dj se p¥i transformaci
soufadnic ve V, neméni.

Pro jednoduchost poloZzme

{1

a; = Mf)a“) s ¢t = m -+ o(t“i"f) . (2,11)
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Z (2,7) dostaneme tedy rozvoje

k 3
= > act 4+ o(t*77),
z-l
— i o —2
M (2) zzla ci2 4 o(t**72) | * 2,12)
......... SsrmRmES
M®(t) = > aici + o(t**") . J
i=1
Dosazenim do D dostaneme
( z a;ctl - o(f,“"’C‘1 Za 1+ o(t*71)) ..
i=1 i=1
EDEY, =l vcnis siwm srsrs s 58 55 % wim s oo 0im 07 500 oy 3 70
k
( Z a,ct + o(t*7F), S a,cit 4 o(t 1)) ...
i=1 =1
P (D et 4 o(t7Y), 3 ac + ot "))
ty, & i=1 t=1
Za i - o(t%F), zq c* - o(t*~"))

i=1

Tento determinant miiZzeme psat jako soulet 4* determinantd, p¥i emz

éleny nejnizgtho ¥adu budou ziejmé v determinantu

k

(Zac Zacﬂ), iy z Zac”‘)
i=1 " i

lik i T S T T T T S U
(Zac’c Eacfl . (Zac’k Za,c”")

i=1 i=1

Plati tedy
tl)k = Aik —F “ee

Spoditejme determinant A4,. Ziejmé plati

k
A,c——I(Zac‘ZacM = Z 0 G;5) C*¢ir|
ij=

t=1 §=1

Podle véty o nisobeni determinanti mame

‘4k = S%C%s
kde
cll ... ¢k
Ok b B LY
clk . ckk
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Spoétéme nyni jesté determinant C;. Plati

tal_l t“l_l tlxk—l tak—l

T = T e oy o)

o T P
k =k fopt

—(_CXI—__W + O(tmx—k)’ . m + o(tcxk—k)

Tento determinant mtizeme psit jako soudet 2¢ determinanti. Cleny nej-
niz$tho ¥4du budou zFejmé v determinantu

fa—1 for—1 ' l
(g — 1)V 7777 (o — )| .
N . (2,17)
to—k t"‘k"k
G — B (o — )
Plati tedy
Co=By+.... ' (2,18)
Z kazdého €lenu determinantu
-t =%

mzzim—w“wwm1
muZeme vytknout t*, kde

ep =0 + o o — (L4 ... + k). (2,10')
Plati tedy :
1 1
(g — 17777 (o — 1)
By =t | «ooiiiii i . . (2,19)
1 1

Vytkneme-li je$t& z j-tého sloupce 1 =7j =k, dostaneme

(oc; — !
(¢, — 1)l (o — )17

(g — 1) e (g — 4+ 1), ey (g — 1) ooe (0 — b+ 1)
Tento vysledek je ziejmé spravny, i kdyz néktery z prvka determinantu ve
(2,19) je roven nule. Jednoduchou tpravou zjistime koneéné, Ze plati
te

R (0 — 1) ... (o — 1) Vil +e s 02) 5 (2,20)
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kde Vi(xy, -.., o) je Vandermondiuv determinant, ktery je, jak zndmo, pro
vzajemné ruzna &isla «, ..., o rizny od nuly.
Nyni jiz plyne snadno tvrzeni lemmatu ze vztaht (2,14) az (2,20).
Oznadme nyni jesté T, determinant
(MG, M), ..., (MG, M§=2), M§™
7 A . (2,21)
(ngk), ng.)), ey (Mg"‘k)’ ngk-l))’ Mg“k)

Lemma 2.3. Pro U, plati rozvoj

Vka—lTk

U= G T Tl — DB (= D)

; ferter— | o(fetear—1) . (2,22)

Dukaz zase staéi provést pro Fermiho soufadny systém. Dikaz v obecné
soufadné soustavé pak plyne z transformaéniho vzorce pro vektory. PouZije
e ox*(x(t)) _ oxi(x(0)) |
se pritom vztahu e e -+ oi(1).
Pomoci rozvoji (2,12), které pro druhé dleny skalarnich soudinii vezmeme

pouze od 1 do k — 1, dostaneme

M, M), ...,(M', MED) M

(M3, M), ..., (M®, M(-1)), M®)

k k-1
(3 aiet + o(t™7Y), 3 a0it + otH7Y)), L,
i=1 j=1 '

k k-1
(> a4 o(t™*7%), > a,eit + o(t*71)), ...,
| =1

j=1

k k-1 %
- wiey ( z az.cil + o(tak—l), zajcj,k'-l + o(t!xk_l—-(k—l)))’ zaicil + O(ta"—l)
i=1 j=1 =

k k-1 k
s (,a0% + o(t™7), 3 a0kt 4 o)), S ayeit - o(t*)
i=1 =1 i=1

To se rovna soudtu 22*-1 determinanti, z nichZ &leny nejnizsich #¥4dd budou
v determinantu P,, ktery dostaneme z U,, kdyZ v ném zanedbdme vSechny
symboly o. Plati tedy

k k-1 k k-1 k
( Z aicil’ Z aicjl)’ LX) ( z aicﬂ: Z aicj'k_l): z aicil
] =1 i1 ] i=1

i=1 i=1

k k-1 k k-1 k
( > ac®, > apch), ..., (> ack, > a;chk-1), > ack
i=1 =1 j=1 3
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Poditejme dale determinant P;. Plati
=Y

k k-1 k
Z (di, z a:icjl) cilz ss2y z (az‘a Z aicj’k—l) cils Z aicil
i=1 i=1 i1 j=1 i=1
Prim=i| i vmsiviie 9o s s 855 MRIE 005 5800 65 E S e A e
* k k-1 k k-1 3
> (a;, > a,en) e, ..., > (a;, > a;chh1) ¢k, > a,ci
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1
Podle véty o nisobeni determinant dostaneme (,,fadky krat sloupce)
k-1 k-1
11 k1l (a1’ z afcj1)3 9wy (ali z aj cf,k—l), al
C 5 . o j=1 j=1
I B (2,24)
¢k, ..., ckE kLo =
(ar, > a;c), ..., (ay, 2> a; ¢i*71), a,
i=1 =2

Vytkneme-li v druhém determinantu sumaéni znameni pfed skaldrni soudiny,
dostaneme pak opét podle v&ty o nasobeni determinanti

k-1 k-1 ‘
z (ay, @;)c, ..., Z (a5, @;) %1 a,
j=1 d=1

..............................

(ay, a@y), ..., (a1, @;_y), Gy .., ek 0

e s s e e | semmsevasaaige ) (2 25)
.................... CLE-1, . ck-1k-1 Q) g
(ak7 al): soiey (ak: ak—l)’ a O: veley O, 1

(V poslednim vztahu bylo provedeno nésobeni ,,po Fadecich®.)
Plati tedy celkem
WU (t) = CoCpyTy + ... (2,26)
Odtud plyne tvrzeni lemmatu podle (2,18) a (2,20).
Pomoci lemmat 2,2 a 2,3 miZeme jiZ odvodit hledané vzorce pro kiivosti
a pro normdly.

V&ta 2,2. Pro ktivost »,, k = 1, 2, ..., (n — 1), plati v okolt bodu t = 0 rozvoj

_ VSk—1Sk+1(°‘1 — Doy — 1) ot — ) - (041 — o) 8 £
W= SkVS;(“k'l'l — )0 — org) --- (o0 — 0x—y) lt l s

(2,27)
kde
B = gy — o — 04y (2,28)
a Sy je ddno vzorcem (2,8). Platt tedy
%k(O) _:VSk“ISk‘*‘l(o‘l — 1)‘ (“Ic — 1)!(o‘k+1 — 0‘1) .. (o‘k"‘l — ak) lim Itﬂl . (2’29)

Skv‘?l(“k'l'l — oy — &) ... (0 — 0—1) =0+
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Dtkaz. Ze vzorce (2,4) a z lemmatu 2,2 plyne

st = P DDy _
tD,)/*D,
_ ]/Sk_ISk_Tl VieaVita(og — 112 .. oy — 1)1 — 1)!%(0y — 1)) ] + o),
S/ BVEV (o — 1)1 ... (0my — 1)2(0t, — 1)l {0ty — 1)

(2,30)
kde 8 = &,y + &ry1 — 2¢;, — &. Ze vztahu (2,10) plyne
B =ty b on ety — (1 b e o — 1)) +
e g ety (Lo o o K 4 1) —
— 2oty + e Fog) 200 ...+ k) —

—oy L=y — o — oy, .. (2,28).
Uvazime-li jesté, Ze plati
Viloty, o5 o) = (0 — oq)(o — &g) oo (00 — 0ea) Vg (001, +o s 051)

dostaneme z (2,30) ihned vztah (2,27). (Pii vypoétu jsme pouZili ziejmého
vztahu Vi(axg, ..., 0) > 0 pro oy < oty < ... < 0tg.)

Z véty 2,2 plyne, Ze k-td krivost je v bodé M(0) koneénd a riznd od nuly v pri-
padé, Ze p = oy — 04, — oy = 0. Viechny kifivosti koneéné dostdvdme v pFipadé

Oy — O = 0y, Gg — Ky = Gy vony O — Oy = 0¥y -
V pfipadé konelnych a nenulovych kiivostt plyne odtud |
0y = 200y, g = 30y, .n, Ky = N . (3,21)
Z véty 2,2 plyne specidlné pro s, x,: |

Bl — 1)y —

2y(0) = %) Jim fpra-te] | (2,32)

B, — 1 ooy

_ VBalon — D)Moy — 1oty — ota)(oxg — oxy)
%2(0) o 32(0‘3 - 1)!(0‘2 - 0‘1) :

lim [ta-2a-|. (2,33)
—0+

V pripadé euklidovského prostoru E, dostaneme snadno

oy — IME? X ME (0 — 1)ty — o) 1o 1 ’
2#,(0) = M5 — 1) tl_lj)r}r It | (2,32')
[ME, MED, MED (0, — 1)1 (ox — 1)) (g — ot0) (et — 53) =
2,(0) = lim [g#=%=a
#s(0) MG 5 ME (g — 1) (o — 1) o | |

2,38’
To jsou zndmé vysledky; viz na p¥f. R. LiLIENTHAL [4]. ( !
Véta 2,3. Pro normdly e;_,, k = 1, ..., n, plati v okoli bodu M(0) rozvoje
T
/8x=:8:

e (f) = ex—*

+o(1), (2,34)
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s 1 pro t=0,
TN—1 pro t<O.
Odtud plyne, Ze v bodé M(0) exiistujs vSechny normdly, pii ems plati

kde T, je ddno wvzorcem (2,21), S, wzorcem (2,8) a &

&-1(0) = %’EE , k=1,...,n. (2,35)
Dﬁkaz. Ze vzorce (2,3) a lemmatu 2,2 a 2,3 plyne
i
=
_(m— 1) ...I(f;ff;{kl)gz(ak m—_ ortor— o(tﬂk;%ﬂ)
e ———

Odtud plyne ihned dokazované tvrzeni, uvédomime-li si jedt&, Ze plati

‘£k+ek_1=((x1—|—...+ock)~(1+...+k)—i—(oc1—}-... -+ oq) —
(L (B — 1) = 2((g oo+ g — (L oo (B — 1) +
+ o, — k.

'Ze vzorce (2,35) plyne, #e podobnd jako byly v obecném bodé definoviny
normaly ortogonalisaénim procesem E. Schmidta z vektora M’, M", ..., M™
Ize definovat normély v bodé vyjimedném obdobnym procesem z vektort
M{D, MG M{™. (Explicitni vzorce pro ortogonalisaéni proces viz G.
Kowarewskr [2].)

Z véty 2,3 plynou zajimavé dusledky pro orientaci normal a pravodnich
n-hrand. Zavedme nejdiive nasledujici definici:

Definice 2.2. Jestlife normdla e, je v bodé t = 0 spojitd, Fikdme, Ze meméni
v tomto bodé orientaci. Jestlize plati lim e,(t) = — lim e,(t), *ikdme, Ze v tomio
t—0+ t—>0—
bodé mént orientaci. Jestlite méni orientaci lichy polet normdl, ¥ikdme, Ze pri-
vodni n-hran méni orientaci. Jestlite mént orientaci sudy polet mormdl, Fikdme,
Ze prawodnt n-hran orientact neméni.

Nyni plati

Véta 2,4. K-td normdla e, mént anebo nemént v bodé t = 0 ortentacs podle toho,
je-li &tslo oy, — k liché anebo sudé. Priwodnt n-hran méni anebo neméni v bodé
orientact podle toho, je-li éislo e, = &y + ... + oy — (1 + ... + n) liché anebo
sudé.

Dikaz plyne okamzité z definice 2,2 a z vzorce (2,34) ve vété 2,3.
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Dusledek v&ty 2.4. Podivejme se jesté na piipad, kdy vsechny kfivosti jsou
koneéné a nenulové. Protofe plati oy, = ko, platt také

oy — B By —17; 85— F*‘%w—n (2,36)

Odtud potom plyne: Jestlize je o, liché, neméni Zddnd z normdl orientaci a tedy
ani pravodnt n-hran. V pfipadé, Ze «, je sudd, méni anebo neméni k-td normdla
orientact podle toho, zda k je liché anebo sudé. Priwodni n-hran pak méni orientact
n +1
2
n = 4k + 1, 4k + 2 anebo n = 4k, 4k + 3.
V&imnéme si nyni, co se d&je s kiivostmi a s normélami p¥i zméné orientace

nebo neméni, podle toho, zda( je liché anebo sudé, tj. zda n je tvaru

na k¥ivce dané vztahem *f = — ¢. Pro novy parametr *f mame ve Fermiho
soufadném systému rozvoj
M(H) — *,; T *M( 2) NPT */:;( B T
ktery dostaneme, dosadime-li do rozvo;e pro M(t) t = —k*t, tj.
(—1 Bt (1 BB e () T
Snadno se na,hledne, e &isla &y, ..., o, se pFi zméné parametri *f = — £ nems-

ni. Pro vypolet kiivosti a normil mizeme tedy pouzit vektord *M®™), ...,
*M»), Z hotej$tho vSak plyne

M = (—1)% M (2,39)
Ze vzorcu (2,8) a (2,21) plyne snadno
*Sp=8, a *T,=(—1*T,. (2,40)
Plati tedy
*(0) = #,(0) ,  *e(0) = (—1)™7 €,(0) . (2,41)

Dosazené vysledky mizZeme shrnout ve vétu:

Véta 2.5. Pfi zméné orientace na kiivce se krivost v bodé M(0) neméni. Oriento-
vand k-normdla e, zméni nebo nezméni orientaci podle toho, zda oy, je liché
anebo sudé. Priwodni n-hran méni nebo meméni orientact podle toho, zda « =
= oy + ... + &, je liché anebo sudé.

V ptipadé koneénych, nenulovych k¥ivosti plati, jak vime, oy = (b + 1) oy,

1 : z v e v 4 v 7 » A (]
x = & (n j . Vidime, Ze v pfipadé sudého «, neméni ani normdly ani
pravodni n-hran orientaci. V piz’pade" lichého o, méni v pripadé sudého k normdly
e, orientact, v pripadé k lichého nikoliv. Préwodni n-hran pak v pripadé lichého
n+ 1

)

&

o, méni nebo meméni orienitaci podle toho, zda ( ) je liché anebo sudé, tj.

v pFipadé Cisel n tvaru n = 4k, 4k + 3 nemént, v pripadé n = 4k + 1, 4k - 2
mént orientacs.
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3. Frenetovy vzorce. Parametrisace pomoci oblouku

Pomoci vét 2,2 a 2,3 jsme ukézali, Ze i ve vyjimeénych bodech existuji
normaly a n — 1 nezdpornych kfivosti, z nichZ nékteré mohou byt nulové,
ptipadné nekoneéné. Normdly e, jsou ptitom v bod® ¢ = 0 zprava spojité.
Kitivosti %, pokud jsou koneéné, jsou dokonce oboustranné spojité. Je ziejms
jedno, mame-li na mysli parametrisaci pomoci obecného parametru anebo

pomoci oblouku. UkédZeme nyni, jak lze na vyjimeéné body rozsi¥it Frene-
tovy vzorce.

Véta 3.1. Ve vyjimecném bodé kiivky, ve kterém jsou vdechny kfivosti koneéné,
platt Frenetovy vzorce

€ (0) = (0) e(0)( 12, 7

e, (0) = — #,(0) eg(0)(£ 1)™* 4 2y(0) (&£ 1)=7°,

( (3:1)

€n_1ys (0) = — #,_1(0) e,_5(0)(d 1)%-1~"+1, |

Pritom €' _1).(0) znamenaji absolutni derivace podle obloukw v bodé s = 0 zprava,
€'._1)_(0) znamenaji limity absolutnich derivaci v bodé s = 0 zleva.

Dikaz provedeme ve Fermiho soufadném systému, kdy absolutni derivace
piejdou v obydejné. Vzorce (3,1) pak plynou limitnim pfechodem z oboustranné
spojitosti k¥ivosti, pravostranné spojitosti normal, ze vzorch (1,16) a ze vztaht

lime, ; = (— 1)* *lim e,_, = (— 1)* % ¢,_,(0),
50— : ts0s

které jsou dusledkem vzorce (2,34).

Dusledek véty 3,1. V piipadé, Ze viechny kiivosti jsou koneéné, od nuly riané
a o, je liché, existuji oboustranné derivace mormdl a plati obvyklé Fremetovy
vzorce.

Dukaz tohoto tvrzeni plyne okamzité z véty 3,1, uviZime-li, Ze v tomto
piipadé jsou vSechna &isla o, — k& = (o, — 1) k& suda.
Uvedme nyni jednu zajimavou geometrickou interpretaci kfivosti:

Véta 3,2. Necht vechny kfivosts jsou komeéné. Potom plati

2, == Fion 2% . (3,2)

s»s, § — 8

kde wy je ostry thel, ktery svird k-t oskulaéni prostor {e,, e, ..., &._.} v bodé
Sy 8 (k — 1)-tou normdlou e;_; v bodé s. (Za s, pripoustime ¢ vyjjimeény bod.)

Dikaz. Uhel o, zminény ve znéni véty je patrnd thel, ktery svird k-ty
oskulaéni prostor v bodé s, s vektorem e} ,(s,) v témzZe bodé&, ktery vznikne
paralelnim posunutim vektoru e,—;(s) do bodu s,. Uhel w, je ziejmé dopliiko-
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vym tdhlem k dhlu vektoru ef ,(s) s k-tou normalou v bodé s, Plati tedy

: ; ; Wy, oy Y YLy,
sin wr, = (ex(Sy), €F_1(So)). Misto podilu p ——k.s muzeme ziejmé vySetfovat
0
. Sin w . o > p %
podil 5 sk . Zvolme v prostoru ¥, Fermiho soufadny systém. V ném
— 0

plati e} ,(s,) = e;—(s), nebof paralelné posunovany vektor neméni v pouzitém
systému soufadném soutadnice. Mame tedy sin w; = (ex(s,), €.—1(8)). Podle
véty o stfedni hodnoté plati

e;_1(8) = €,—1(So) + (8 — o) el::_l(a) y S Ko< S.

(Pfedpoklady véty o sttedni hodnoté jsou ziejmé i v piipadé vyjimeéného
bodu splnény. Spojitost e,_, zprava v bodé s, je zarudena, jak jiz bylo vyse
podotknuto. Existenci e,_; v bod& s, véta o stfedni hodnoté, jak zndmo,
nepredpokladad.)

Plati tedy

sin o, = (€x(80), €x_1(0))(s — o) -
Z Frenetovych vzorct (1,16) plyne

er_1(0) = — %1(0) ex_5(0) 'H‘k(‘_f) ex(0) .
(V pripadé & = 1 je nutno poloZit », = 0.) Odtud

sin wy,
8 — 80

= — (€(80) €c—2(0)) #x—1(0) + (ex(so), ex(0)) #x(o) -

Odtud plyne limitnim };;i-echodem 8§ — 8y + vzhledem k spojitosti vSech
funkei zprava v bodé s, a vztah@im (e(sy), €x_s(So)) = 0, (ex(So), €x(Se)) = 1
dokazované tvrzeni. ' B

Obratme se nyni jeSté k parametrisaci kiivky pomoci oblouku s. Zabyvejme
se piitom pouze Fermiho soufadnymi systémy ve V,. Plati

M(“l)(o)’ M(“x)(o)
(o — D w0

ds = &}/ (M, M) = dte“x-ltﬁt-ll/(

s lprot=0

kde e =sgnt = & ’ Odtud plyne rozvedenim odmochinyv moc-

—1 pro ¢ < 0.
ninnou fadu a integraci rozvoj pro oblouk
M)
o “x—ltal l

s=z¢ oy (T4 ...). (3,3)

Oznaéime-li
1 o :
8 =&l a &= gul Vs (3,4)
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(sudou odmocninu bereme vizdy kladng; plati tedy sgn s = sgn ¢ = sgn s¢1),
dostaneme
]M(a‘l) O)[

!

Bl ). (3,5)
Odtud dostaneme

VIM“"”(O)l “‘——— VIM 2(0)] H14...).

Piechodem k inversni funkei dostaneme, jak zndmo, rozvoj podle lomenych
1

mocnin s o
== [
_ oq! 2,
t = V_lM(“‘)(O)I 81 op o n (3,6)
Dosazenim tohoto rozvoje do rozvoje V :
M@®)(0
M(t) = M(0) + ——— ( ) +... .
dostaneme rozvoj
M) = (o) + MO e (3)
- ]M(a)(o)l 1 151 st}

Najdéme jesté prvni dalsi nenulovy ¢len v tomto rozvoji, ktery nasleduje po
(0‘1)(0)

I M@ (0)] 8;. Necht je to d&len Nsi‘x . Mame tedy

4

M0 o+ Nz 4 ..., (3,8)

M)
kde N = o. Derivujeme-li rozvoj (3,8) dvakrit podle oblouku, dostaneme

M(s) = M(0) +

522

mrs) =30 — %) N o (3,9)

[3T4% 1

Dosazenim do tohoto rozvoje za s,z (3,5) dostaneme
d—2cx,

M(s) = ]f”“+mf (3,10)

6(6 — (M<°‘1>(0 [
cxlocl o,!
Abychom nadli N a §, najdéme rozvoj pro M”(s) podle mocnin ¢ jinym zpiso-

bem: Z prvniho Frenetova vzorce (1,16) a ze vzorei (2,32) a (2,34) plyne

. Sy(oy — D2y — Tytxa =2 :
- M (8) = eo —— %191 V ‘31,3,2(062)_( 12)' 1) 8%—20‘1'6\&:-2 ;—S’_S—_—— . ,'tv].
: P2
To(og — 1)2(oxp — oxy) 2
" = KXy —a%) e . 3,11
M'(s) e T e (3,11)
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