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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

SLOZENA POISSONOVA ROZLOZENT

JOSEF BILY, Praha DT: 519.214.8
(Doslo dne 13. zar{i 1958)

Je odvozeno explicitni vyjddieni pro rozloZeni souétu ndhodnych
veli¢in majicich Poissonovo rozloZeni, jestlize podet s¢itanych ndhod-
nych veliéin je ndhodné veli¢ina majici Poissonovo rozloZeni, jakoZto
zv1stni piipad vétvici se ndhodové posloupnosti, v niZ podet prvki
vznikajicich z jednoho prvku urdité generace v ndsledujici generaci
je ndhodné veli¢ina majic{ Poissonovo rozloZeni. Pro tento piipad
jsou odvozeny rekurentni vzorce umoZiiujici vypodet rozloZeni
pravdépodobnosti poétu prvkd jednotlivyeh generaci. K vyjddieni
uvedenych pravdépodobnosti se uZivéd Steffensenovych polynomu
a jejich zobecnéni pro vice preménnych.

Piedmétem tohoto &lanku. je niZe uvedeny zvlastni p¥ipad vétvicich se
stochastickych posloupnosti s jednim typem ééstic. Necht v poéatku sledovani
vétvici se stochastické posloupnosti je jediny prvek, ktery nazveme prvkem
nulté generace a jenZ s pravdépodobnosti p,(x,) ddvd vznik k prvkam, jez

oznad¢ime jako prvky prvni generace; «; je vektor parametrt, £ =0, 1, 2, ...,
@

E Pr(o) = 1. Kazdy prvek prvni generace dava nezivisle na ostatnich prveich
k=0

téZe generace s pravdépodobnosti p,(x,) vznik k prvkim druhé generace, pfi
Gemz rozloZeni py(x,) je téhoz funkciondlniho tvaru jako p,(«x,), avSak s obecnd
raznym parametrem, k = 0, 1, 2, ... Pravé popsanou vétvici se posloupnost
budeme dale znadit VP1. TaZeme se, jaké je rozloZeni pravdépodobnosti
PO(otg, 069y ey y), £ =10,1,2,...,7r=1,2,..., %e v r-té generaci bude celkem
k prvki vzeslych z jediného prvku nulté generace, jestlize p;(cr;) jsou rozlozeni
Poissonova, i = 1, 2, ..., r. Ulohu lze formulovat jako tlohu najit rozloZeni
absolutnich pravdépodobnosti v nehomogennim Markovové tetézei, ktery
konstruujeme takto:

Casem 7, jen% nabyvé hodnot 0, 1, 2, ..., rozumime poradové ¢&islo generace
prvki, systémem rozumime prvky uréité generace, stavem systému v dase
r rozumime podet vSech prvki r-té generace, které vzesly z jediného prvku
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nulté generace; systém miize byt ve stavu 0, 1, 2, .. Pravdépodobnost ptechodu
systému ze stavu ¢ v ¢ase r do stavu j v ase r + 1 je

pg,r;'”l) = Zpkl(‘x7+1) Prey(%rs1) -+ pk‘(“r+1) s 0k =7, zz1kl =7. (1)

Ulohou je urdit Py (ciy, &g, - -, &,), tj. pravdépodobnost, Ze systém je v tase
r ve stavu k, jestlize P{” = 1 a jestlize

—ap ke
e=%roy

pk(cx,)=——k'—, k=0,1,2,..,r=1,2,..., «>0. (2)
Vétvici se posloupnosti 1ze studovat nejlépe pomoei vytvoiujicich funkef
G(s) =kzopk(fxr) s, (3)
I 0y, vtgs 25050055 8) = > P5oiss oy, o5, 004) 8F (4)
k=0

pii demz s je redlnd proménnd takové, aby fady v (3) a (4) konvergovaly; to
je zaruéeno, kdyZ 0 < s < 1. Podrobnosti viz v literatufe, z niZz uvadim jen
B. A. SEvastsanova [1], M. S. BarTLETTA [2] a L. TRURSU [3], obsahujici
prehled teorie vétvicich se procest. I za predpokladu, Ze rozloZeni p,(«;) jsou
stejnd ve vSech generacich, ktery se éini v teorii vétvicich se procesti, nelze
obecné obdrzet explicitni vyjadtent pro P{’. Studuji se p¥ipady se specidlnim
tvarem vytvofujici funkce G(s), kdy G(s) je kvadraticky trojélen, linedrni
lomené funkce, hleds se P{’, momenty rozlozeni P{’, asymptotické rozlozeni
P{. Viz o tom T. E. Harris [4] a M. S. BARTLETT [2], str. 41 a 43.

Z vyjidteni pro p{;’*? je ziejmé, %e podstatné vic lze obdrZet pro
P oy, sy ..oy &), jestlize py(x,), r = 1, 2, ..., jsou rozlozeni, kters se konvoluci
reprodukuji; t. j. soudet nahodnych veliéin, z nichZ kazdé mé totéz rozloZeni,
mé rozlozen{ tého# funkciondlntho tvaru, ale s jinymi parametry. Poissonovo
rozloZeni je rozloZeni toho druhu. Pro né obdrzeli vysledky R. A. FISHER,
J. B. 8. HALDANE (0 nich viz [2], str. 42 a 43). '

Cilem této prace je za predpokladu, Ze py(x;) jsou rozlozeni Poissonova, od-
vodit metody vypodtu pro P{(xy, &y, ..., &,). Studium uvedeného rozloZeni
mé vyznam nejen z hlediska aplikaci v biologii a demografii, jez byly pie-
véainé studovany, nybrz i z hlediska aplikaci fysikdlnich, kdykoli jde o Fetéz
jevl, z nichz kazdy vyvoldva nahodily podet dalsich jevi, lze-li pFedpoklédat
Poissonovo rozloZeni pro podet daliich jevi vzchéazejicich z jevu predchozi
rady.

K feSeni tlohy odvodime tyto véty.

Véta 1. Pro vytvorujici funkce absolutnich pravdépodobnosti VP 1 plati
H(r—*_l)(‘xls Ky vy Kppys 6‘) = H(r)[‘xly Koy v ey Ky G(r+1)(8)] ’ (5)
T 00y, otg, <oy Bpgzs 8) = GOTIN kg, g, -y Gpiy; 8)] - (6)
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Dukaz. Ze zékladniho transitniho vztahu pro absolutni pravdépodobnosti
P;cr-i-l)((xl: Koy «eey OCT+1) = z PSZT)(“I: Koy «ee (x'r) psjlzr+1) (7)
=1

plyne po dosazeni z (1) ,vyndsobeni s* a setteni podle &

© o

1
Z‘Pg:r+1)(“17 Koy voey Kyt s) sk = Pg)(“l’ Qgy =753 OC,-) +¢z ‘Pg)(‘xl’ Kay s+ e OL’)(G£;>+ ))‘ ’
k=0 ! =1

co? je (5). Abychom obdrZeli (6), vyjdeme ze zdkladniho transitniho vztahu pro
absolutni pravdépodobnosti ve tvaru

POy, g - ) = 3 PP(ery) 5+ (1)
o uvéiime, %o PO(x) = pioy) @ ddle, 56
o = z mq"LTv, (PSP (0gy Oy « - -y Opty)) (P (0kgy Kgy « s Kpbr) o
55« (PP loc, itgs vy Bptka )P 5
pii GemZ se sedita pies iy, 9y, Gy, .., 4, tak, aby bylo
Gy iy bty =0, Gy 2y ... i, =
Vynésobime-li (7') po dosazeni ¢lenem s* a seéteme-li podle %, obdrZime

[} o0 e}
Z chr.l-l)(‘xla Ky ooy Opyy) 8% = Zpi(ml)(kzo-?gcr)(o‘z, Kgy v ey Opyy) 8%)F,
i=0 i

k=0
coz je jiz (6).
Disledek 1. Je-li o; =, 1=1,2,...,7 (coz je piipad zpravidla studo-
vany), je pro (&, &s, ..., &y 8) = II((s)

ITe#(s) = IIO(G(s)) = G(I,(s)) - (8)
Disledek 2. Jestlize p,(x,) mé tvar (2), je
H(T'H)(Otl, gy v o ey 8) = ea,[ﬂ(r)(a,, Kgrenas O3 8)—1] (9)

K dikazu disledku 2 stadi si v&imnout, %e pro Poissonovo rozloZenf
o parametru « je G(s) = ex(s-1),

Pro rekurentni vypodet hodnot P{(xy, xy, ..., &,) mize slouZit

Véta 2. Jestlize py(x,) md tvar (2), plati pro absolutnt pravdépodobnosti VP 1

rekurentnt vztah
(r4+1) —
P?{+ (0‘17 0‘2’ e &y “T-i"_‘l) -

n
(x?’
= exp [— o, (1 — PY E E e
P [ 1( 0 (lxz: Kg, ) DC'r+1))] o L 'VI! 112! ooy 'Vk! '

o (PiMokay « 105 05ty )5 (PP (Dny ooy Bpi )] <o (Pi(ocgy ooy Otprg)y2, r=1,2,.

. k k
ve V¥V v VIigr v -
Prv cemz se seCitd pres vy, vy, ..., vy tak, aby Z'ui =B, z w; = n.
1=1 i=1

426



I’)ﬁka,z. Hledanou pravdépodobnost obdrzime, jestlize derivujeme (9) n-krat,
délime 7! g polozime s = 0. Jde o n-tou derivaci slozené funkce. UZijeme-li
vzorce Faa, de Brunova (viz E. GoursaT, [5], str. 80), obdrzime ihned (10).

Disledek 3. Plati
Pg.)(ocl’ Gy vevs (XT) = E(le, Koy eony OC,-) ’ (11)
Pi"i éemi E(“lr) — e_"‘r, E(ak’ ey ‘xr) — e"‘"‘k[l—E('xk+1y.-.»“r)]
Piiklad. Vzorce (10) pouzijeme k vypottu PP (xy,xs). Zavedeme-li

B2 = o;e=* obdriime

n ki |
P® (o, o,) = B(og, g B3 n! ’
n (001, o) (o0, o) 2 ;Z vl vl o, v (LD)(21)e ... (D)%

k k
Z”z=p, Zivi=n,
=1 i=1
¢ili
P20y, 00g) = B0y, o) % Sn(Bs) » (12)

pfi emZ dosazenim obdrzime

So(ﬂa) =1, Sl(ﬁz) = ﬂa > Sz(ﬁz) = .Bz + .32 s
Sy(Bs) = o + 383 + B2, Sa(Ba) = B + 73 + 663 + Bz

Vyhodn&jsi metodu vypoétu Si(B,) dostaneme, viimneme-li si, Ze Sy(B,) jsou
polynomy Steffensenovy G,(, ©) pro{ = — B,, @ = 0. Steffensen v [6] zavedl
polynomy G, (i, @), n-tého stupnd v { = ¢* a s parametrem O timto vztahem:

DM(z2) = Gy(e, O) D(z) , (13)
pii demz v
D(z) = ¢ ' (13a)
a D™ (z) je n-t4 derivace funkce @ podle z. V citovaném dile uvedl tyto vlast-
nosti polynomu G,(¢, ©):

Grnlt, 0) = DG, 6) + (6 — ) 6,5, 0), (1)
6,6, 6) = 3 (- S e, (15)
DG,(t, 0) = GulZ, 0) — Gol6, @ + 1), (16)
Grall, 0) = OG, (1, ) — 16,0, 6 + 1), )
e, 01 < 1+ 101 + 251 18)
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V uvedenych vzorcich, je# se snadno odvodi pfimo z definice, zna¢f D, deri-
vaci podle {. Zavedeme

8n(B2) = Gu(— 2, 0) - (19)
Z (15) plyne
Su(Be) = > L& peor, (20)

pii temz A:Qn, tzv. ,,diference mocnin nuly*, jsou obsdhle tabelovény; viz
napk. S. MixeLADzE [7], J. F. STEFFENSEN [8] aj.
Z (14) plyne uZiteény vzorec

Sp21(Ba) = Ba(Sn(B2) + '5'7’1(/32)) (21)
(t4rka znali derivaci podle B,). S,(x) budeme nazyvat zdkladni Steffensenovy
polynomy. Plati

Véta 3. Steffenseniv polynom parametru @ moéno vyjddiit pomoci Steffense-
novijch polynomi, parametru 0 timto vetahem

n

G‘n(ca 9) = Z (Z) @kG‘n—k(C: 0) s (22)
k=0 \"
Diukaz. Z definice Steffensenovych polynomit plyne, Ze
o« tn
pOt-t(el-1) Z Gult, 6) . (23)
n=0

¢ili

- Otk [ tn < "

k=0  / \noo ’ n-0 )
Srovnénim koeficientt u stejnych mocnin ¢ na obou stranéch posledni rovnice
obdrzime (22). Dosadfme-li do (17) @ = 0 a pouZijeme-li pak (22) pro @ = 1,
obdrzime, klademe-li

C = =— ﬂz >
n
Syl = 3 (1) SunB), n=01,2 8B =1, (24

k=0

Vzorec (24) umoziiuje snadny rekurentni vypodet, &infci tabelaci polynomt
témér zbytednou.

Ze polynomy S.(Bs), zavedené v (12), jsou toto¥né s polynomy zavedenymi
v (19) s tymz oznadenim, dokézeme takto:

Z (9) plyne

7 oy otg3 8) = R JPELH e )ga(e~*s-1) _ B (oy, oy) ePr(e™ -1y
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PO (. wo) — 1 (d".ﬂ(z)(le, K3 8) ap [dr
J B = o e TR T %z (A% pe-n)  —
1 %) = o ds® gt Bl ) nl \a © 1=0

= E(xy, *y) z_? Sn(lgz) ,

pi‘iz cemz §,,(8,) je Gu(l, 0) z (23) pro { = — By, O = 0, co? je (19).
aJJiY’Il&LVé vyjadieni obdriime pro kumulanty rozlozeni P{(x,, «,). Kumu-
lantovd, vytvorujict funkee tohoto rozlozeni je

E®(0) = 0" — 1, (25)

takze
#D = 0,8, (s) ‘ (26)
pii ¢emz S, («,) je »-ty zdkladni Stetfensentiv polynom argumentu «,. Proto
:“1 = %y, (27)
Uy = Xy0y + 05 atd. (28)

Tyto vysledky pro prvni dva momenty plynou té% z vyraz@i pro momenty
souétu mnahodnych veliéin, je-li podet séitanci ndhodnd veli¢ina; viz napt.
A. N. Kormocorov-J. V. PROCHOROV, [9]: ;

Pro » > 2 je moZno k vypostu P (o, &, ..., «,) zavést polynomy nékolika
proménnych — bylo by moZno nazvat je Steffensenovy polynomy nékolika
proménnych — postupem, ktery bude niZe uveden pro » = 3. Z (10) plyne

n
D
(3) -5 E E %3
Pn (0‘1’ Ko, 0‘3) - E(o‘ls Ko, 0‘3) | | T
Vi Vor evey Vit

p=1 w»

o] (P(lm(“% 0‘3))’”l (P(zz)(“z, 0‘3))” L (P;cz)(“m 0‘3)% ’ (29)

i=1

k k
pii SemzZ se seditd pres », tak, aby > », = p, > iv; = n. Dosadime-li do (29)
i=1
podle (12)
at'
PP(xy, 03) = E(exy, og) z_r Si(Bs) 5
pii demzZ f; = x,e” ™, obdrzime

n!

o} .
PP (g, o0y, 0tg) = B(0ty, g, %) ,n_:: z Z"(TWW i
=2 ! !

) (Sl(ﬂ3))”1 (Sz(ﬂa))v’ N (Sk(AB?v))Vk , (30)

! vl V!
pti demZ y; = o, B(xy, &5). Zavedeme-li S,(fs, vs) pro soudet ¢lendt na pravé
strand za soudtovym znamenim, miZeme psit

n
X3

P® (o, g, 005) = E(exy, oty &3) —1 Sa(Bs» 73) - (31)
n!
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