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éasopis pro péstovani matematiky, ro¢. 84 (1959), Praha

KRITERIEN FUR DIE OSZILLATION DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

[p@) ¥l +q@x)y =0

MILOS RAB, Brno DT: 517.941
(Eingelangt am 24. September 1958)

Gewidmet dem Prof. Otakar Bordwka zu seinem 60. Geburtstag.

In der vorliegenden Abhandlung werden die Sitze abgeleitet,
welche die biBher bekannten Kriterien fiir die Oszillation der Lé-
sungen der Differentialgleichung [p(x) ¥']" 4+ ¢(z) ¥y = 0 zu vereini-
gen ermoglichen.

Einleitung

Es sei die Differentialgleichung
(=) y'] +q@@)y =0 ()

gegeben. Wir setzen weiterhin stets voraus, dafB3 die Koeffizienten p’(z) und
g(x) im Intervall J = (x,, c0) stetige Funktionen sind und p(z) > 0 gilt. Eine
Lésung der Differentialgleichung (1) heif3t oszillatorisch, wenn sie in J unendlich
viele Nullstellen hat. Die Losung y(x) = 0 schlieen wir aus den Betrachtun-
gen aus. Wenn alle Losungen der Differentialgleichung (1) in J oszillatorisch
sind, so sagt man kurz, daf die Differentialgleichung (1) oszillatorisch ist.

In der vorliegenden Abhandlung werden einige Sétze eingefiihrt, welche
die biBher bekannten hinreichenden Bedingungen fiir die Oszillation der
Lésungen von (1) zu vereinigen ermdoglichen. In der Literatur wurden bifher
zur Herleitung dieser Bedingungen folgende Methoden beniitzt:

a) Die Umformung der Differentialgleichung (1) in die Riccatische Diffe-
rentialgleichung. (Diese Methode bentitzt man am héaufigsten.)

b) Die Reduktion der Differentialgleichung (1) auf ein System und seine
Umformung in die Polarkoordinaten.

c) Die Methode der Eigenwerte [27], [33]. Mit den FErgebnissen dieser
Behandlungen werden wir uns nicht beschéftigen.
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Man kann auch eine Reihe allgemeiner Ergebnisse durch die Kombination
der Methode a) oder b) mit der Transformation y = f(z) z ableiten. Dabei
bedeutet f(x) zweimal stetig differenzierbare Funktion, f(z) > 0 fiir xeJ
[8], [26].

Erwihnen wir, da8 die in der Abhandlung abgeleiteten Ergebnisse auch die
Betrachtung der Differentialgleichung

Y +r@)y +s@@)y=0, (2)
r(x), s(x) stetig in J, ermoglichen. Man kann niamlich die Differentialgleichung

(2) auf die selbstadjungierte Form [exp { [7(t) dt} y']" + exp {[r(t) dt} s(x) y =0

bringen, oder man kann sie durch die Substitution y = exp {— %/r(t) d} » in

die Differentialgleichung
u + Sx)u=0, (3)
S(z) = s(z) — $r3(x) — ¥#'(x) umformen.
Eine besondere Aufmerksamkeit wurde in der Literatur gerade der Differen-
tialgleichung (3), also der Differentialgleichung (1) im Falle p(z) = 1, gewidmet.

Vorldufige Betrachtungen

1. Bezeichnen wir E{v(x)} die Menge von reellen Zahlen z, welche die Eigen-
schaft v(z) haben, m(}) das Lebesguesche MaB der Menge M. Wir fiihren den
Begriff des approximativen Grenzwerts einer Funktion f(z) an, den die Herren

C. OrkcH, Z. OpiaL und T. Wazewskr in der Abhandlung [29] eingefiihrt
haben. '

Definition 1. Man sagt, die Funktion f(x) habe den approximativen unteren
Grenzwert | fir x — oo, geschrieben lim aprinf f(x) =1, wenn m(E{f(z) =

= L}) < o far jedes I, <l und m(E{f(x) < 1,}) = oo fiir jedes I, > I gill.

Definition 2. Man sagt, die Funktion f(x) habe den approximativen oberen
Grenzvert L fir x — oo, geschrieben lim apr sup f(x) = L, wenn m(E{f(x) =

= Ly}) = oo fir jedes L, < L und m(B{f(x) = L,}) < oo fir jedes L, > L
gilt.

Zu jeder Funktion f(x) gibt es offensichtlich nur einen approximativen
oberen und einen approximativen unteren Grenzwert. Wenn I = L = 1 ist,
so schreibt man lim apr f(x) = A. Bezeichnen weiter lim inf f(z) = ¥,
lim sup f(x) = L*, lim f(z) = 1*, so gilt offenbar I* <1 < L < L*.

2L—>0 L—>0
Die Gleichheiten 1* =1, L* = L gelten damals, wenn f(x) irgendeiner der
folgenden vier Bedingungen geniig: 1
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A. Zu jedem & > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, daf fir alle «* = 6 + x, und
alle x die in {x* — §, x*) oder in {x*, x* + ) liegen, die Ungleichungen flzx) <
< f(a*) + &, f(z) = f(a*) — e gelten.

B. f(x) ist eine gleichmdfig stetige Funktion in J.

C.fe)sk< ofirzed.

D. flx) =2 k> — oo fir xed.

Beweis. Die Bedingung A umfalt jede der Bedingungen B, C und D. Es
gelte also A und nehmen wir an, dafl I* < [ ist. Man kann & > 0 so wihlen,
daB I* < 1* + 2¢ < list. Es gibt eine Folge {z,}, #, = oo derart, daB f(z,) <
< I* 4 ¢ gilt. In einem von den Intervallen (z, — 6, z,>, {z,, z, + &>, das
wir 6, bezeichnen, gelten die Ungleichungen f(z) =< f(z,) + ¢ < I* + 2e < L.

Setzt man @ = ZQ,,, so gilt m(®) = oo und f(x) < I fiir x € @, was der De-
1

finition der Zahl ! widerspricht. Es ist also [* = [. Ahnlich kann man L* = L
beweisen.
2. Man kann sich leicht iiberzeugen, dafl folgende Behauptungen gelten:
a) Wenn y,(x) und y,(z) zwei beliebige unabhingige Losungen der Differential-
gleichung (1) sind, so geniigt die Funktion o(x) = Vy%(x) + y3(x) der Beziehung

" . M2

wober M = p(z) W(x) und W(x) die Wronskische Determinante der Lésungen
Y1 () und y,(x) bezeichnen.
b) Geniigt die Funktion f(x) der Gleichung

Al _ c?
[p(x) '] + q(@) | = @) P
¢ = Konst =+ 0, dann st w
; c dt "
v=ousin| [ o o4 ®

eine allgemeine Losung der Differentialgleichung (1).

Daraus folgt unmittelbar, daBl man die allgemeine Losung der Differential-
gleichung (1) stets in der Form (5) schreiben kann, wenn man f(z) = p(x)
wihlt. Durch passende Wahl der Losungen y,(z) und y,(x) kann man ¢ =1
erreichen.

c) Die Funktion f(x) set in J zweimal stetig differenzierbar. Die Differential-
gleichung (1) geht fir y = f(z) z in die Differentialgleichung

[P@) 2] + Q@) z =0 (6)

1). Ahnliche Formeln kann man schon bei P. Bort [2] finden, der sie zur Betrachtung
der Eigenschaften der Lésungen linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung be-

niitzte.
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itber, wober
P(z) = p() f(x) , Q) = f@)p@) '@)] + ¢(=) () -*) (7)
Die Differentialgleichungen (1) und (6) sind gleichzeitig oszillatorisch oder
nichtoszillatorisch. Dieser Umstand ermdglicht aus jeder hinreichenden Be-
dingung fiir die Oszillation der Lésungen der Differentialgleichung (6) eine
hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der Losungen von (1) unmittelbar

ableiten, die von einer beliebigen Funktion f(x) abhingt. Hieraus folgt be-
sonders:

Die Differentialgleichung (1) ist dann und nwr dann oszillatorisch in J, wenn

© @

ds dt
_ C o 8
f;wem> j?mwwr+%m] © %) i

qilt; o(x) gewiigt daber der GQleichung (4).
" Aus (4) und (8) folgt unmittelbar folgender

Hilfsatz. Wenn die Differentialgleichung (1) oszillatorisch ist, dann gibt es
eine Funktion o(x)e C?, o(x) > 0 fir zeJ, so dap [{o(@)[p() e @) +
+ () o)} dz = oo gilt.

Eine andere unmittelbare Folgerung der Beziehung zwischen den Differen-
tialgleichungen (1) und (6), also auch (3) und (6), ist der Satz [er folgt aus (8)
und (4)]:

Die Differentialgleichung (3) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn es .
eine solche Funktion f(x) e C2, f(x) > 0 fir x e J gibt, welche die Bedingungen

ds 1 (=)

] 72(—t)=oound8(x)=m f_(x—)—

Diesen Satz hat Prof. O. BorOvEA [5] bewiesen, der die Funktion f(x) in
der Form f(z) = V——X%( ) gewdhlt hat. Durch spezielle Wahl der Funktionen
Z
X(x) und mit Hilfe des Vergleichssatzes hat M. Larrocur [20] die bekannte
logarithmische Skala der Vergleichskriterien abgeleitet. Die Vergleichs-
kriterien werden wir spiter betrachten.

erfulls.

Ist endlich die Differentialgleichung (1) der Form [ﬁ y’] + o)y =0,
das heiBt y" — % Y + w? = 0, so hat sie die allgemeine Losung y =
2) Diese Umformung hat schon W. LercaTON [24] und spiter R. MoORE [26] beniitzt.

@
3) Das Symbol [ f(x) dz bezeichnet in der ganzen Abhandlung den Grenzwert
@z @,
lim [ f(¢) de.

>0 Z,
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= C, sin{ f w(t) dt + C,} und der Koeffizient S(z) in der Differentialgleichung

(3) hat die Form S(z) = w?(x) — 4[ ((xx))] - 3 w((:)) Wahlt man o(z) =

= k exp {—2[[p(x) dx dz}, wobei k eine positive Konstante und ¢(z) e C°
in J eine beliebige Funktion bezeichnen und benutzt man den Vergleichssatz,
so folgt hieraus:

Gibt es eine stetige Funktion ¢(x), die den Bedingungen f exp {—2[ [p(z
.dzdz}dz = w0, S@) =k exp {—4 [p(z) dz dz} — {[p@) da}* — ¢(&) ge-
nilgt, so ist die Differentialgleichung (3) oszillatorisch.
Diesen Satz hat M. IELcHIN [15] abgeleitet. Speziell fiir ¢(x) = — 1/22?
folgt hieraus das Kriterium von A. KNESER [18].

Bemerkung. Aus der Form (5) der allgemeinen Losung von (1) folgt
auch unmittelbar: Wenn eine Lisung der Differentialgleichung (1) in J oszilla-
torisch ist, dann sind alle Losungen oszillatorisch. Bezeichnen y, und y, zwet
beliebige unabhingige Losungen von (1), so liegt zwischen je zwei aufeinander
folgenden Nullstellen von y, genaw eine Nullstelle von y,.

Kriterien fiir die Oszillation der L&sungen der Differentialgleichung (1)
1

In diesem Absatz werden einige hinreichende (und auch notwendige) Be-
dingungen fiir die Oszillation der Losungen von (1) abgeleitet. Fiir die Un-
tersuchung der Oszillationsfragen wird eine Riccatische Differentialgleichung
aufgestellt, die zu der Differentialgleichung (1) gehort.

Hauptsatz. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch,
wenn es eine Funktion g(x) € C1, g(x) > 0 in J gibt, welche die Bedingung

. . 1 3 —
I H) =lm | o © {f< s)gs)f[q 0 — ) g d “>'

Ly
. ds}doc:l = o0
fir jede Konstante a erfullt.

Beweis. a) Die Differentialgleichung (1) sei nichtoszillatorisch. Nehmen
wir an, y(z) sei eine Losung der Differentialgleichung (1), die in J keine
Nullstelle hat, was offenbar keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet.

Fir v = ﬂ?—y‘ geht die Differentialgleichung (1) in die Riccatische Glei-
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2

chung %' = — e g(x) iber. Multipliziert man diese Gleichung mit
%(z) und integriert sie zwischen den Grenzen z, und z, so ergibt sich [g%(t)
g g ,
2 2
L u'(f) dt = — f -u—%(—f)(—t) dt — f q(¢) g2(t) df. Durch partielle Integration auf
Lo Xq

der linken Seite bekommt man

x @z

93 (x) u(x) = a + 2 f g(t) g'() w(t) dt — f (t) 76 g5 f q(t) g2(t) dt =
o [TE0M0) 't]dt 097 (6) — qt) g*O1 &t (9)
a f[ o~ 0@ +,f[p()g t) —at) g

wobei a = ¢2%(x,) u(x,) ist. Hieraus folgt die Ungleichung

p@) y'(x)
y(x) =

< o {a + f [p() 90 — 4(¢) g°®)] dt}

und durch Integration zwischen den Grenzen z, und z

1 . 2
ézf p(s) 9°(s) {a +J [p(t) 9"(8) — q(t) g>(®)] dt} ds

y@)| < C exp { f T <a + f [p(t) 9°°(t) — a®) g*(1)] dt> ds} -

Bezeichnen y,(z) und y,(x) zwei beliebige unabhingige Losungen der Diffe-
rentialgleichung (1), die in J keine Nullstelle haben, so kann man leicht aus

ds
der obigen Ungleichung ableiten, daB f
son ngieiehine J PO + 0]

K eine passende positive Konstante bezeichnet. Die rechte Seite divergiert aber
o

y(x)
y(2o)

= KH(x) gilt, wobel

de
J PO + y30)]
daB (1) in J nichtoszillatorisch ist, widerspricht.

b) Die Differentialgleichung sei oszillatorisch. Aus dem Hilfsatz folgt die
Existenz einer solchen Funktion g¢(z)e (!, g(z) > 0, die der Bedingung

gegen oo fiir x — .00, so dafBl f = 00, was der Voraussetzung,
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©

f (xfllg dz = f[q (%) g%(=) + g9(x)}{p(x) ¢'(x)}'] dx = oo genligt. Wir wer-

den zeigen, da@ dJese Funktion der Forderung H(c0) = oo geniigt.

Aus der Beziehung [¢(2){p(z) ¢’ (@)} dz = p(z) g() ¢'(2) — [() g’*(x) Ao +
+ Konst folgt nahmlich, daBl man den Ausdruck H(z) auf folgende Form
bringen kann

@

H(x)=ffil)exp{f s)<f[q () + g(O){p(t) g'())] dt —

Lo

— g(s) 9'(s) p(s) + Konst> ds} de, =

x &y

1 1 - \
= [ == e | 2 . K _
f ) =P {2f P(s) gz(s)g [4(6) 9*() + g)p(®) 9'(1}'] dt + Konstds

—21g |g<x1>n}dx =

=f p(xolg%ml) {f () 9°) < f [9(t) 9°(¢) + 9(){p(®) g'(®)}] dt +

+ Konst> ds} dz; ,

so dafl H(z) - oo fir # — co. Hiermit ist die Behauptung voll bewiesen.

o«

Satz 1. Es ses f % = 00. Gibt es eine Funktion g(x) > 0, g(z) e C* fur

zed, so dafs
f [9(x) g*(x) — p(z) g"*(x)] dz = oo (10)

gilt, dann ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.
Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz.

Diesen Satz hat fiir p(z)= 1 B. A. Kounratses [19] abgeleitet {r(z) =
= ¢2(z)}.4) Der Satz verallgemeinert den Erfolg von M. ZrAmar [42], wo die

Bedingung (10) durch die Bedingungen [g2(z)g(x) dz = oo, [p(x) ¢'3(x) dz <
@, @,
< oo ersetzt wird. (M. Zldmal hat diese Voraussetzungen in einer anderen

¢) Der in [19] auf Seite 743 angefiihrte Satz 4 ergibt sich aus unserem Satz durch die
Wahl g(z) = r(z) Vx
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Form angefithrt; um sie beizubehalten, soll man g(x) = ch(a:) setzen.) Ist

besonders (:v) =1, so kann man fortschreitend g¢(z) = 2!, o> 1
1 o

m“‘ lg ] 29: 22 lg zlglg ® %x,..., x>0 wihlen. Es ist offenbar fg'2

=L
2

.dx < 0, 80 dafl eine jede der folgenden Bedingungen die Oszﬂlatlon der
Lésungen von y” + q(x) y = 0 garantiert:

Jxog(x) dz = o0, 0 < 1 (M. Zldmal [42], J. G. MixusIXskI [25] fiir ¢(z) = 0) ,
[zlg "z gx)dz =0, x>0,
[zlgzlglg™ *zqx)dz = w0, a«>0 usw.

Diese Kriterien hat schon E. Hiure unter der Voraussetzung g(z) = 0 be-
wiesen [14, S. 242].

Satz 2. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch,
wenn es esne Funktion f(x) > 0, f(x) e C? fiir x € J gibt, die der Bedingung

. : 1 ‘ 1 s 1\
igl;K(x) =£!m‘ eXP{zjm<xf[f(t){P(t)f(t)} +

+q(®) fA(E)] d2 — a> dé‘} dz, =
fur jede Konstante a genigt.

Beweis. Die Tatsache, da8 die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich aus
dem Hauptsatz, wenn man H(z) auf die Form (9) bringt. Die Notwendigkeit
der Bedingung ergibt sich aus dem Hilfsatz.

Satz 3. (R. Moore [26]). Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann
oszillatorisch, wenn es eine Funktion f(x) > 0, f(x) e C? fir x e J von solcher

Beschaffenheit gibt, daf f 5(—35% =00,

fw[f(x){p(x) F@)} + ¢@) f(z)] dz = 0 - (D
gilt.

Beweis. Die Tatsache, daB die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich aus
Satz 2, die Notwendigkeit folgt aus dem Hilfsatz.

Im Falle p(x) = 1 hat schon E. GacLiarDo [8] bewiesen, daB die Bedingun-
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gen (11) zur Oszillation der Lésungen von (1) hinreichend sind. Dufch die Wahl
f(¥) = 1 ergibt sich hieraus folgende hinreichende Bedingung:

=] 2o}

f ol = 00, f q(z) dr = o0 = (1) st oszillatorisch. (12)
J P J

Diesen Satz hat schon W. B. Frre [7] in Falle p(x) = 1 und ¢(z) > 0 be-
wiesen. A. WINTER [39] hat gezeigt, daBl die Voraussetzung g(z) > 0 wegge-
lassen werden kann. Fiir die selbstandjungierte Differentialgleichung (1) hat
diesen Satz zuerst W. LEeicaTON, wieder mit der Voraussetzung g(z) > 0,
in den Abhandlungen [23] und [24], spéter in der Form (12) in [21] und [22]
bewiesen.

Eine andere notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Oszillation
der Losungen der Differentialgleichung (3) ist von M. M. Enxpmun [6] abge-
leitet worden:

Die Differentialgleichung (3) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn es
eine solche Funktion O(x) e C1 fir x e J gibt, welche folgende Bedingungen er-
fallt:

1. 0'(z) + @2(z) + S(x) = 0, 2. fexp (—2 f O(t) dt} dz = oo,

3. _ofoexp {2 f@(t) di}[O'(z) + O*(x) + S(x)] dz = oo .

Wihlt man 6(z) = ];((;c)) , 80 kann man diese drei Voraussetzungen auf

eine einfachere Form bringen:
1. (@) + f(z) S(z ffz = 00,

3. [ @) ') + f2(x) 8()] dz = .

Hieraus ergibt sich leicht der Zusammenhang zwischen Satz 3 und dem Satz
von M. 1. Enpmus.

Wir werden jetzt zeigen, daB durch Anwendung des Hauptsatzes auf die
Differentialgleichung (6) keine allgemeinere hinreichende Bedingung fiir
die Oszillation der Losungen von (1) hervorgeht.

Wihlt man im Hauptsatze g(z) = f(z) h(z), f(x)e C? h(z) e C1, f(x) > 0,
h(z) > 0, so bekommt man mit Riicksicht auf die Beziehung [h%(z) f(x) .
-[p(@) f'(2)] dz = h¥(x) f(z) p() f' (@) — [p(@) f'(@)[2h(z) ¥ (z) f(2) + K*(z) .
f'(x)] d folgendes [lg(2) g*(z) — plz) g*(2)] dz = [[g(2) f*(x) B*(z) — p(2) .

Af(@) B () + 2f(2) f'(x) h(z) B (2) + f2(2) k2(2)}] dz = [[g(x) f*(x) h¥(=) +
k() f(2){p( x)f (@)} — p(x) f*(x) h'*(@)] dx — (@) f(2) f'() p(x), so daB
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* 23 s

——-——1 ____1 i 2 ’3 i .
H(z) = f 7o exp{2 f = h2(8)< f [Q(t) h*(t) — P(t) '*(t)] at a>ds}dx1.

Zy Ty

Es gilt also

Satz 4. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch,
wenn es die Funktionen f(z) und g(x), f(x) € C2, g(z) e C1, f(z) > 0, g(x) > 0 fir '
x e J gibt, welche die Bedingung

@z

1 1 ) i B _
f Plx) P {2 f P(s) 5°6) < f [Q(t) g2(t) — P(t) g"*(t)] dt a> ds} de = oo

fir jede Konstante a erfillen. (Die Funktionen P und Q sind durch (7) erkldrt.)

Bemerkung 1. Dieses Ergebnis kann man auch durch Anwendung des
Hauptsatzes auf die Differentialgleichung (6) ableiten.

Bemerkung 2. Aus dem Beweise des Hauptsatzes folgt unter der Voraus-
setzung ¢(x) e 02, daB H(z) = K(x) gilt, so daB der Hauptsatz und der Satz
2, fast dquivalent® sind.

Den Satz 2 kann man folgenderweise leichter beweisen: analog, wie bei dem

Beweise des Hauptsatzes, kann man herleiten, daB die Differentialgleichung
(6) oszillatorisch ist, wenn

ii_r)r:oR(x) =m1irg ﬁ%exp{2f?tt—)<fQ(s) ds — a,>dt} dz; = ©

gilt (man setzt g(z) = 1). Hieraus folgt leicht der Satz 2 und auch die Antwort
auf die Frage, ob man durch wiederholte Anwendung des Satzes 2 auf die
Differentialgleichung (6) irgendeine allgemeinere hinreichende Bedingung fiir
die Oszillation der Lisungen von (1) ableiten kann, liegt auf der Hand.

Wir werden jetzt die sogenannten Vergleichskriterien betrachten, die ihren
Ursprung in der klassischen Abhandlung von C. Sturm [38] haben. Die wich-
tigste Rolle spielte da der Vergleichssatz, der auch spiter in manchen Ab-
dnderungen von anderen Verfassern abgeleitet wurde und zwar nicht nur
fir die Differentialgleichung (1) sondern auch (2) und Systeme von zwei
Differentialgleichungen erster Ordnung. Zum Beispiel: M. BocrER [3], [4],
M. 1. Enpmau [6], G. Lanporixo [9], E. Kamxke [16], [17], C. O. OARLEY [28],
W. T. Rem [36]. Fir die Differentialgleichung (1) ergibt sich der Vergleichs-
satz aus dem Hauptsatze:

Die Differentialgleichung (1) sei oszillatorisch.

Ist

(@) < p@), (@) =q@), p1,q, stetig in J, (13)
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so ist auch die Differentialgleichung

[(2:®) YT + () y = 0 (14)
oszillatorisch.

In der Tat, weil (1) oszillatorisch ist, so gibt es nach dem Hauptsatz eine
Funktion g(z) € C1, g(x) > 0 derart, daB lim H(z) = oo gilt. Mit Riicksicht

auf (13) ist q(t) g*(t) — p(t) g'%(t) = qu(f) g*(F) — Pa(f) g'%(t), so daB wieder
lim H(z) = oo gilt, wenn man die Funktionen p(z) und ¢(z) durch p,(z) und

2—>c0 )
q.{z) ersetzt. Die Differentialgleichung (14) ist also oszillatorisch.

Es entsteht das Problem, ob solche Funktionen 7(z) und s(x) existieren, dafl
die Differentialgleichung (1) fir p(z) < r(z), ¢(x) = s(z) in J oszillatorisch
und fiir p(x) > r(z), ¢(x) < s(x) nichtoszillatorisch ist. Die Antwort auf diese
Frage ist negativ. Es gilt namlich

Satz 5. Die Lésungen der Differentialgleichung (1) seien in J oszillatorisch.

Dann gibt es eine solche Funktion s(x)e C° daff s(x) < q(x) fir xeJ gilt
und daf3 die Differentialgleichung

[p(@) y'] + s(x)y =0 (15)
oszillatorisch st. ‘

Beweis. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) hat die Form
@

ds .
7 = C,po(x) sin [ f —_— O’] und weil (1) oszillatorisch ist, so gilt

0
©

dx
f @em - C (16)

Lo

Die Funktion g(z) befriedigt die Differentialgleichung (4) {# = 1}. Man kann

1 — — [p(z) ¢'(2)] schreiben. Wahlt man
(x) o*(x) o(x) 2
jetzt eine Konstante ¢, 0 < ¢ <1 und bezeichnet s(z) = ———F— —
p() o*(x)

= %@, so ist offenbar s(z) < ¢(x) im ganzen Intervall J und die
Differentialgleichung (15) hat die allgemeine Losung
x

also g(z) in der Form q(z) = =

y = C,po(%) sin [c f —ﬂ;;—z(g - 02], so daB sie wegen (16) oszillatorisch ist.

Lo

Bemerkung. B. A. Konzmparses [19] und A. Wintner [41] haben folgendes
Vergleichskriterium abgeleitet:
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Es seien r(x) und q(x) in J stetige Funktionen, welche die Ungleichungen
0= [r(t)dt =< [q(t)dt < o erfiillen. Wenn die Differentialgleichung y" +
+ r(z) y = 0 oszillatorisch ist, dann ist auch y" + q(x) y = 0 oszillatorisch.

E. Hille [14, S. 145] hat diesen Satz unter der Voraussetzung 7(x) = 0 ab-
geleitet.

Die oszillatorischen Verglelchskntenen 5) die sogenannte logaritmische
Skala, ergibt sich wie ein spezieller Fall folgenden Satzes. Bezeichnen wir

g =fZ—7%; lgu=1lgu="1u...lgu=Iglgu Ln('“) ngk’“
= 1
S_y(u) = 0, Sp(u) = ;W

Satz 6. Es sei

dex
_— = 17
J 9@ .
Ist fur trgendein ¢ > 0 ’
wLn+1(u) _ __1__ = ’ 18
[ [ — gy S| do = 0. (18)

zo
so ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

Beweis. Wir werden zeigen, daB die Behauptung aus Satz 4 durch die
Wahl

L -1
f) = VI.w), g(=) =1lghiulgala®u folgt.
Es gilt
L,w)=gulg,u...1g,u +1gyulgu... 1g,u + ... +1g, v + 1] —

_[Zuw) | Law W] 1
- [ u +u1gu i *an)]p(x) B

I [ 1 1 ] 1

) | 2y + T ot T
Hieraus ergibt sich
vy — VETaTy — La) 1 VL@ 1 ]
@ =VL0Y = g7t = 5 [Lo<u) tomt et ow
5 ®) Das auf passende Form gebrachte Vergleichskriterium, das manche hinreichende

en fiir die Oszillation der Lésungen von (1) herzuleiten erméglicht, fithrt
auch A. ®. 3ybosa [43] an. Es ist aber nicht genau formuliert.

p(x)
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o T L) [ 1 1
[p(=) ()] = [41/11—71@ {Lo(u) +..F Ln(u)} ™ 2

L,:(u)] _ JL.w { 1 1 } 1
L3(u) } @)= 4 L T T Lwf p@

VLn(u { [ 1
Ly(u) 1(’“') Lo(u) L1(’”’ T
S )[ Lo +Ln( >]}p(x>
_ Vi@ { }_
=T o e T T T 4p(w 5.0,
Endlich bekommt man
Q) = f(@)[p(@) F @) + gle) o) = ‘( )) S,(w) + q(z) Lu(w)

und weiter

1 L. o -4 |
g'(@) = [}1g;2, ul; Y(u) lg. 2 2u— (3 +3)1g2  ulg 2, 2wl (w)]—= p(x) =

lgnf]_ ’ML 1(”) [%]'gn.‘.—z 2 U — (l + 2 )lgn+2 u] p(x)

g'%(x) = lgairuLla (w)[-/-]2 < Clgnrs ula(u) lgass® u ——

2(2:) 2(fc)

fiir genug groBe x, wobei C eine passende Konstante bezeichnet. Es ist also

f (%) 9"*(x) dz = f ) Pa) g¥e) d= = fnﬂ(u)lg,‘.t;w )~

du i
- Ofm (g 2 u]” < 0,

2 n+1(u) 1 —
oot - [t - oo

wegen (18), so daBl die Differentialgleichung (1) nach Satz 4 oszillatorisch ist.
Aus Satz 6 folgt eine Reihe von Folgerungen.

Bemerken wir vor allem, daB die Bedingung (18) fiir » = —1, 0 folgende
Form hat:

(=}

%
n=-—1:fmq(x)dx=oo,
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©

o ulgw 1 . .
v=o: g [0 — g w| = -

1.3
Durch die Wahl g(z) = lg2, 2% oder g(z) = 1 ergibt sich statt (18)

o

f (1) 1g,,+1u[ (@) — ﬁsn(u)] dz=c0, 6>0, (19)

e}

1
Lnu[x———S,, ]dx:oo. 20
f()Q() W () (20)
Man kann leicht erkennen, daf die Bedingungen (19) und (20) schérfer als

oder

5 . 1 s g

— e > ”+1
(18) in dem Falle sind, wenn g(x) ) S,(u) = 0ist, denn es gilt =7=— ighig — 00
fiir jedes 6 > 0 und ¢ > 0.

Fiir n = — 1 ergibt sich aus (19) [u'—%¢(x) dz = oo, was mit (17) eine hin-
reichende Bedingung von R. Moore liefert [26].°)
Die Bedingung (20) hat fiir » = —1, 0 die Form:

o

n=——1:f_q(a:)dx=oo,

@

n=20 :fu[q(x)—ﬁﬁ%]dx:oo.

Die Bedingungen (18), (19) und (20) kann man auch so befriedigen, da

man verlangt, der Integrand wire gréfer oder gleich % __, demnn es

Ly(u) p(@)’

gilt f f;(z:i—)xai—) = [lg,+; #]® = c0. Die auf diese Art erhaltenen Bedingungen

aus (19) und (20) sind schérfer als die Bedingung, welche wir aus (18) bekom-
men:

=<}

¢) R. MoorEe betrachtete auch den Fall f — < oo.

-]

f ds < oo und fir irgendein m < 1
()
. => (1) ist oszillatorisch.

fq (x) h™(x) de = o0, wobei h(z) = fp(t }

Zo
m

Die Behauptung folgt aus dem Satz 3 durch die Wahl f(z) = 2 ().
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Ly(0) [ o

€
gty u 2@ " "(“)] = L) p@)’

oder

L2(w) [p@) g(a) — 38, (u)] B % > @

lgntyw —

Diese Bedingung wird sicher erfiillt, wenn
Li(w)[p(e) g(@) — 3Su(w)] Z & (22)
gilt. Fithren wir folgende Fille an: |
n=—1:p@)qx)=e,

n=0 : p@) @ =, (23)

1(1 1+¢
— :p(w)q(x)zz({;z+&2—lg7ﬁ)'

Die Beziehung (22) kann man auch in der Form

lim inf Ly(w)[p(2) q(@) — $8.(w)] >0,

oder '
lim inf L7(u)[p(%) ¢(x) — $S,-1(x)] > 1

schreiben. Fiir n = 0 ist
lim inf p(x) g(x) u? > .
In einem engen Zusammenhang mit den oben angefiihrten Bedingungen
ist die Bedingung von R. L. PoTTER [31]:
L co, lim p(x) i{ (z) g(z)}~t = I' < 2= (1) st oszllatorisch. (24)
p(x) —_ 3 o, p dx p q - =

Aus der zweiten Voraussetznug folgt ndhmlich [p(z) q(x)] * < f p_(lxj dx +

11 1-4e

+ C = lu(z), I’ <1< 2 von einem gewissen z, also p(z)-q(z) >

Pout 4w
so daf3 die Bedingung von R. L. Potter schirfer als (23) ist.

R. Moore hat in [26] folgenden Satz bewiesen:

fet)dt < o0, I <c=u@) [qt)dt =d < 0 = (1) ist oszillatorisch. (25)

Lo

(Ist q(x) = 0, so kann d = co sein.)
Dieser Satz ergibt sich aus Satz 3 durch die Wahl f(x) = Vm
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d)dx -
P(z)

Lo

In der Tat folgt aus der Ungleichung (25) u(x) — co, so daB

o]

= f _(xi)i_xm = [lg ]u(x)[j::; = oo gilt. Es ist weiter f Q(t) dt = f q(t) u(t) dt —

f v und hieraus folgt durch partielle Integration

fg(.s ) ds 3
f@(t) & = u(x)fq@)dt f‘Wdt‘prui)um N

%o Ly Zo

© x

f g(s) ds — f q(s) ds dt
[JQ(t ) dt —fq(t) dt] w(x) — f p(t) dt — f4——p(t) a) =

o, %o

fawasuy £
=‘f 900) dé u(z) +f WO f ghum L=

=" ")f D@t o )f T +E >

wobei K eine passende Konstante bedeutet.

Der letztere Teil der Behauptung (fiir ¢(z) = 0) folgt durch einfache Modi-
fikation des Beweises von E. Hille [14, S. 245), der die Differentialgleichung
(1) im Falle p(z) = 1 betrifft.

Satz 6 und alle Folgerungen wurden biBher nur fiir den Fall p(z) = 1 be-

wiesen. Die Voraussetzung f @ = oo ist offenbar erfiillt, so daB eine jede

der weiter angefuhrten BedJngungen I—X zur Oszillation der Losungen von
Y +e@)y=0 (26)
hinreichend ist:

n+1

L f ghge

[ () — 5 Sn(x)] = o0 firirgendein e > 0, M. RAB [34].

q(xz)dx = o0 .

1+c x
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IV.

X xlgx 1
III. fglgmx[ —m]dx= 0 .
-—1 -8 1 )
f x[q( ) — ;ts,,(oc)]dx= .

V. f xl-¢q(x) dz = oo, M. Zlamal [42].

Lo

oo}

VI. f L) [q(m) _ iSn(x)] dz = oo, M. Zl4mal [42].

2y

X—>0

VIL. Li(z) [q(x) —iSn(x)] = ¢, oder lim inf L2(x) [q(x) — iSn_l(x)] = }Z’
P. Hartvax [12], E. Hille [14], M. Laitoch [20].

VIII. lim inf 2%¢(z) > —i, A. Kneser [18].

Z—>0

IX. liminfg(z) > 0, oder g¢(x) =e¢, C. STurM [38],

lim g(x) > 0, A. Kneser [18].
X. a) liminfg f g(t) &t > i, lim sup f g() dt < o (folgt ams (25);

B) q(z) = 0, lim inf f g(t) dt > i, E. Hille [14, S. 245].

&

Wir sollen noch die Tatsache erwédhnen, dafl die Differentialgleichung (1)
fiir z = p(z) ¥’ in die Differentialgleichung

iibergeht, wenn nur p(z) > 0, q(z) > 0 in J ist. Offensichtlich ist diese Diffe-
rentialgleichung gleichzeitig mit der Differentialgleichung (1) oszillatorisch
oder nichtoszillatorisch. Durch Anwendung der frither angefithrten Satze auf
diese Differentialgleichung kann man neue hinreichende Bedingungen fiir
die Oszillation der Losungen von (1) ableiten. Zum Beispiel:

Satz 7. Es sei p(x) > 0, g(x) > 0 fiur z e J.
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@ibt es eine Funktion g(x) e C, g(x) > 0 fiir x € J derart, daf

S Tew @] ..
.ﬂm““w*fhm“%ﬂ“_w

gilt, so ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

Der Satz folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes 1 auf die Diffe-
rentialgleichung (27).

Zur Betrachtung der oszillatorischen Eigenschaften der Losungen von (1)
benutzte die Differentialgleichung (27) schon R. L. Potter [31]. Auf diese
Art hat sie folgenden Satz abgeleitet:

px) >0, gqx)>0 firzxed,

w{ 4@ dw = o, = (1) 4st oszillatorisch.

d
i il 2]t > —
ilf;p(x) 3z P@) q@)] " > — 2
Die Behauptung folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes (24) auf
die Differentialgleichung (27).

Wir fithren noch die Ergebnisse von R. L. Potter [31] an, welche die Diffe-
rentialgleichung

1
& me— = 28
betreffen und welche aus den oben angefiihrten Sitzen folgen.

Wihlt man in Satz 3 f(x) = h¥(z), so bekommt man

<0 3
dz

)~ ©
@ r = (1) ist oszillatorisch. (29)

1 h'2(x) h"(x) .
fhﬂ‘wm+2]“‘”

Zo

Lo

Die Voraussetzung (29) ist gewi} erfiillt, wenn A'%(x) < k2 < 4 gilt.

Eine andere hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der Lésungen von
(28) ist lim A'(x) < 2, die unmittelbar aus (29) folgt.
r—yco |
Die biBher angefiihrten hinreichenden Bedingungen fiir die Oszillation der
Losungen folgten aus dem Hauptsatz und zwar so, daB die Voraussetzung
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(21) erfiillt wurde. Wir zeigen nunmehr, wie diese Voraussetzung verallge-
meinert werden kann.

Wéhlt man im Hauptsatz g(z) = [p(x)]?, so bekommt man: st

. d T (fas) 1 0%)
lim () = fp()exp{f[f“(s_)’Z (s)>d8‘“]dt}d”‘=°°

®o o

fiir jede Konstante a, so st (1) oszillatorisch.

z

Bezeichnen F(z) = f [qu_((% _ i_ fpz((?)] &, G = % f F(o) dt

£ Lo

M[C,, X,] = B{z: x = X,,, Q(z) = C,}, so ist

) =f%x) exp{2x[0(x) —a+a %9]} dx = exp {2ax°}fp(x) .

. exp {2z2[G(x) — a]} dz = exp {2ax°}fp_(lm_) exp {22[G(z) — a]} dz. Ist
Xn

inf @ =¢> 0 fir zedJ, so ist offensichtlich K(c0) =
zeJ

= exp {2ax,} ¢ [ exp {22[G(x) — a]} dz = ¢ exp {2ax,} exp {NX,} m(M[N, X,])
%,
fiir N > 2a. Daraus ergibt sich

Satz 8. Es sei p(z) e C, hm inf — ( ) > 0. Glibt es zwei Folgen von reellen
Zahlen X, — oo, C, — o0 demrt daf

exp {C, X} m(M[C,, X,]) > o gilt, (30)
so st die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

Diesen Satz hat C. R. Purwvam [34] fiir den Fall p(z) = 1 mit folgender
Folgerung abgeleitet:

Wenn lim sup G(z) = oo und [q(t) dt > — exp {Cx} fur irgendeine Kon-
2—>00 Lo
stante O gilt, dann ist die Differentialgleichung y" + q(x)y = 0 oszillatorisch.

Es sei bemerkt, da3 die Bedingung (30) gewiB erfiillt ist, wenn m(M[C,, X,]) =
= oo fiir jedes C, gilt, besonders wenn lim apr G(z) = oo oder lim G(x) = o0
ist. Fur p(x)= 1 ergibt sich hieraus: “~* e
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Ist lim apr % f f q(s) ds dt = o0, so ist die Differentialgleichung (26) oszil-

Ty o

latorisch.)
A. WINTNER hat diesen Satz unter der Voraussetzung

hm f f q(s) ds df = oo bewiesen [39].8)

Ty 2o

Es entsteht die Fra.ge ob zur Oszillation der Lésungen von (26) nicht die

x

Bedingung llm sup — f f q(s) ds dt = oo, oder sogar hm sup f q(t) dt =

hinreichend ist. Ma,n kann lelcht zeigen, daB es nicht der Fall ist. Ein Ge-
genbeispiel hat schon P. Hartman [11] angegeben:
Es sei eine Riccatische Differentialgleichung ' 4 22 + ¢(t) = 0 gegeben,
q(t) stetig in (to, 00). Durch zweifache Integration iiber £, ... 1 bekommt man
t

%fx(s)ds—l—-lt-ffxz(u)duds=%x(to)(t—to)~%ffq(u)duds.

to
(31)
Um das Gegenbeispiel zusammenzustellen, geniigt es die Existenz einer

z
7) Den Fall, wenn der Grenzwert im [q(¢) d¢ nicht vorhanden ist, betrachtete auch

T—>00 Ty
P. Hartman. Eine interessante hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der Lésungen
von (26) folgt zum Beispiel aus Satz [11]:

Hine not@;‘;e'nd@'ge Bedingung fiir die N ichtosz;:llation der Losungen von (26) ist entweder
t t
lim inf 71 [{[q(s) ds} A = — co oder lim T-[{fq(s) ds} dt = M < co.
T8 o 0 >0 00
8) E. Gagliardo betrachtete den allgemeineren Fall und hat folgende Behauptung

eingefihrt:
Gibt es eine Funktion f(x) > 0, f(z) € C?* so, daB

jaee

mli_)m;i-ff@(s)dsdt=oo, (*)

2, By
so 1st die Differentialgleichung (26) oszillatorisch.
Der Beweis ist aber unrichtig, die Voraussetmmg (*) soll die Form

e fi v

7
Ze
haben.
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solchen Funktion mit der stetigen Ableitung zu beweisen, daf lim inf X(f) =
T—>c0
= — oo gilt, wobei X (t) die linke Seite von (31) bezeichnet. Dann gilt ndmlich
t 8

wegen (31) lim sup % f f g(u) du ds = co und die Differentialgleichung (26),
to o
wobei ¢(t) = — x'(t) — «%(t) ist, besitzt die nichtoszillatorische Losung y =

= exp { ftx(s) ds}.

Es sei also {¢,} eine Nullfolge von positiven Zahlen, o =% > ¢, > 0. Die

Funktion z(¢) sei im Intervall ¢, = 1 — & < ¢t < oo folgendermafBlen definiert:

0 — 1
x()_(n—t)lg(n—t)
z(t) = 0 fir n—eg, <t<n4+1—a, n=1,2,...

Da,nnistfﬁrn——e,,ST/n-{—l—oc

j (t) df = lef(k—tlgk—t)

k=1

fir n —a<=t=n—e¢,,

= —T- 1ZIg|lg (k—o)g = — I Zlglg—

Aus der Beziehung f f z(s) ds dt = f (T — 8) x%(s) ds folgt
to 1o to
Tt

T T
J(T)=T- [ [2%s) ds dt = [ 22(s) ds — T [sa?(s) ds =

n F-ea n k-t
d¢ tdt
— —_ ~1
—“Z f(k—t)zlgz(k—wf) r Z f(k—t)21g2(k——t)'
-1 ,¥ k=1,
Durch Substitution & — ¢ = s ergibt sich hieraus
J) = z Ck—s
& s2lg?s lg s s*lg?s s
&y

-3

- k)f ds [1]
= l—=| | 55— — T — | =
Z( T stlg?s IZ lg s ).,

k=1
&
: K\ [ ds L
=Z(1_ )f821g2 +le(1+lglek)'
k=1 k=1

ek
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Es sei jetzt 7' = n; der Beitrag des Intervalles n — o« <t < n — &, zu X(f)
ist gleich 717(1 +1gte, —lglg sl) Durch die Wahl von ¢, kann man bej

festem # leicht erreichen, daf dieser Ausdruck kleiner als eine vorgegebene
Zahl ist. Der Beitrag des Intervalles t, <t < n — « zu X(¢) hangt nur von
€1, €gy +- -, En— @b und hat den Wert

-3

n-1 n-1 n-1
1 k ds
— n—1 — —_ -1 -1 -
n ’Zlglg €k+k§_:1(l n) f821g28+n Z(l lg-t &). Der letz
‘ I ds 1
tere Ausdruck ist aber groBer als - ’Z{ f Farorie Iglg ?k}, so daB er ge-
&

o

ge . und :
s¥lg?s & 1g% & g 1g% g

&k

gen oo strebt, weil —1g lg—:— — oo fiir
k
& — 0 gilt.

Zu jeder Folge {C,} von reellen Zahlen gibt es eine Nullfolge {¢,}, &, — 0, 80
daB X(t) ~ C,, fir T = n gilt. Wahlt man C, = — n, so gibt es eine Null-
folge {e,}, so daB lim inf X(f) = — oo ist.

t—o0

Bemerkung. Die Funktion z(¢) hat zwar abzidhlbar viele Unstetigkeiten, es
liegt aber auf der Hand, wie man sie vermeiden kann um die Giiltigkeit der
Beziehung lim inf X(f) = — oo beizubehalten.

t—o0
Die Ergebnisse, die in den vorhergehenden Absitzen niedergelegt sind,
wurden unter der Voraussetzung (10) oder (11) abgeleitet. Das ist eine natiirli-
che Forderung dafiir, daB lim H(z) oder lim K(z) bei beliebiger Konstante

T—>0 Z&—>0
a unendlich groB ist. Es ist sogleich offenbar, daB man bei der Kenntnis der
Konstante a die Voraussetzung (10) oder (11) durch eine allgemeinere ersetzen
kann. Besonders einfach ist der Fall, wenn a = 0 ist.

Zur Betrachtung wird uns wieder der Zusammenhang zwischen den Diffe-
rentialgleichungen (1) und (6) zum Nutzen. :

Hilfsatz 1. Ist die Differentialgteichung (1) nichtoszillatorisch und f 1% =%

dann gibt es mindestens eine Losung von (1), die in J unbeschrinkt ist.

Beweis. Weil die Differentialgleichung (1) nichtoszillatorisch ist, so gilt

[ee]

dz _ ..
e f ) p0) f OO + g3 ~ e jede Losung vou (1)

beschra.nkt in J, zum Belsplel yit) = M, 1= 1,2, so miilite
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-] [ce]

dt 1 dt .
PO + 2D > 3 _—Mp @ = o0 sein, was wegen der Vora.ussetznug

unmdoglich ist.?)

Hilfsatz 2. Es sei f q(z) dx < oo, f = 00. Ist die Differentialgleichung

Zo
(1) michtoszillatorisch und bedeutet y(x) eine unbeschrankte Lisung von (1), die
an J keine Nullstelle hat, so strebt die Funktion

(2)

— oY
w@) = pl@)

(32)
mat wachsendem x gegen Null. ‘
Beweis Die Funktion u(x) geniigh der Riccatischen Differentialgleichung

“*()

Grenzen 2z, und z @ @

u@) + f ot — e - f a(t) dt, (33)

X4 x

+ ¢(x) = 0. Hieraus ergibt sich durch Integration zwischen den

)
p(t)

%
eine wachsende Funktion ist, gilt entweder lim «(2) = ¢ oder lim u(z) = — oo.

Es kann aber nicht %(x) < 0 sein, denn es miiite wegen (32) y'(z) < 0 gelten,
was der Voraussetzung widerspricht, dal y(x) von oben. unbeschrinkt ist.

8o daB der Grenzwert der linken Seite fiir x — oo vorhanden ist. Weil f ds

Wiare ¢ > 0, so wiirde die linke Seite von (33) gegen o streben, also fq(t) dt =
= — oo im Widerspruch zu der Voraussetzung sein. Es gilt also lin:.u(x) = 0.
Satz 8. (ibt es eine Funktion f(x)e C2; f(z) > 0 tn J derart, %J;ﬁ
— <wa(x)dx< o,
- gr < Pl) <lgz, (34)

fexp {— 4f1’—1(t§ fQ(s) ds dt} dz < o© (35)

gilt, dann ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

9) Aus dem Beweis folgt: Ist fir jede Punkimenge M ¢J, m(M) < oo, das Integral

f 2 divergent, dann gibt es mindestens eine Losung von (1), so daf lim apr sup y(z) =
Z—>c0

p(x)
= c0. Besonders: Ist (26) nichtoszillatorisch, dann gibt es mindestens eine Lisung y(x) von
(26) so, dap lim apr sup y(z) = 0.
&—>c0
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- Beweis. Die Differentialgleichung (1) sei nichtoszillatorisch. Dann ist auch

die Differentialgleichung (6) nichtoszillatorisch. Bezeichnen wir z(x) eine

unbeschriankte Losung von (6), die in J keine Nullstelle hat und setzen u =
2

’ w
= P(x) E_ . Di¢ Funktion u(x) geniigt der Differentialgleichung »' + P—(xs +

+ Q(x) = 0. Aus der Ungleichung (34) folgt f = o00; durch Integration

P(z)
der vorangehenden leferentlalglelchung uber (2, o0) ergibt sich nach Hilfsatz

-]

2: u(x) = f 1;)((:)) dt + f Q(t) dt. Bezeichnen U(x f ;LJ((;) di und V(z) =

x

= fQ(t) dt, so ist U'(z) + P( ) [U(z) + V(x)]* = 0 und hieraus U'(z) =

= 2

=~ 5@ Ux)V(x), so daBB 0 < U(z) < Cexp {—4 f v()

P()

x x

C = f ?;,Eg df. Daraus ergibt sich durch Integration f vp)dt = C f exp

dt} gilt, wobei

£ 2y

{ f ;ES; ds} dt. Es gilt also wegen (35) f Ulz) dz < oo, was mit der

Bedingung f Q;Ex; dz = D? < oo #quivalent ist, wie man sich leicht

durch pa,rtle]le Integration iiberzeugen kann. Wihlen wir z, derart, daB

V_

ist. Aus der Schwarzschen Ungleichung und aus (34) folgt

“ue) o _ (Ve t() 4, g
PO at = | Y Tl i =
g P(t) J /P@ Vt VP(t) \/fP(t) tP(t) =D f t af =

2 u(t) 2(0) 4, 2(x)
Vﬂg t]a:, = 2 . Also fP(t) dt = f <

1
2(t) 8w =385,

2(%,) 1/~ i
so daB 2(x) < V=, J/z und endlich f P(t) 2(t) zz(xo) f tlgt

o

= % lglg t]’c — 00. Das ist aber unmoglich, denn es kann nicht fiir
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alle Losungen der Differentialgleichung (6) im nichtoszillatorischen Fall

o]

dt
f PO A0 = oo gelten.

In der Tat, bezeichnet z(x) eine Losung der Differentialgleichung (6), die '
fir x < z, keine Nullstelle hat, sagen wir z(z) > 0, so liefert Z(z) = z(x) .
z
. f T;ii—zm eine auf z(x) unabhéingige Losung von (6). Nun ist notwendig

Zo
©

de ; ) ; ; : .
f PO 20 < oo ; in der Tat, die Wronskische Determinante ist Z(z) 2'(x) —

Z

1 ’ 1 : )
— Z'(z) 2(x) = — @)’ also [%] = ~P) 2@ und durch Integration
2(x) ds " ds . . .1
7@ = Konst — f POZ0) Wire f POZ0) w, so wiirde die linke

Seite gegen — co streben, was unmoglich ist wegen z(x) > 0, Z(z) > 0 fir
z ¢ J. Damit ist der Satz bewiesen.

Fiir p(z) = 1, f(z) = 1 hat diesen Satz P. Hartman [10] bewiesen. A. Wintner
[40] hatte ihn unter der Voraussetzung [exp {—2[ fq(t) d¢ ds} do < oo be-

2, 8
wiesen.

In diese Gruppe von Bedingungen, die zur Oszillation der Losungen von
(1) hinreichen, gehért auch die von B. A. Konznparses [19], die ein Sonderfall
von folgendem Satz ist.

Satz9.. Es sei f%—) = 00. G1bt es eine Funktion g(x) e CL, g(x) > 0 firzed,

sodaf .
xf[?(x) 9% (x) — p(x) g3z)]dze =M > — oo, (36)

o g, [ e, |

f @@ TP ) peee T e

G(x) = f {9"%() p(t) — g*() ¢} &t + C — p(2) ¢'(2) 9(2) ,

G, =max (0,d), G_=min (0,R), dann ist die Differentialgleichung (1)
. oszillatorisch.
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Beweis. Nehmen wir an, daf die Differentialgleichung (1) nichtoszillato-
risch ist. Man kann sich dhnlich, wie im Beweise des Hauptsatzes iiberzeugen,

daB wieder die Gleichung (9) gilt. Wire fiir jede Funktion u(x) = p() 5 ((x))
wobei y(x) eine Losung von (1) ist, y(x) > 0, lim sup y(z) = co, das Integral

f [—g(lj-):?_t(%)— — Vg—o(ﬁ g’(t)]2 d¢t divergent, so miite wegen (36) und (9)
p

u(z) < 0 sein, also y'(x) < 0, was unmoglich ist.. Es gibt also u(z) so, daB die
Funktion

@

9ty u(t) v ]
J(x) = f [ e — Vp® g'(t) | dt

in J beschrénkt ist. Nach (9) ist

=

Jiz) = G(t) — J(t
5 f {Vp(t g(t)[ 5 ()]}

1 g(s) u(s) 2 2
f ol +f [ —Vemsa] s+ o)}

wobei

0

o (@) ] "
a f [ Vol Vp@) g'@)| dz st

o

z

Es sei b = 0. Dann ist J(z) = f (t;(tit) dt — o0, bei b < 0

z z,

. .
J() = f % dt — co. Das ist aber unméglich, weil J(z) in J beschrankt

ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Durch die Wahl g(x) = x** folgt aus diesem Satz eine hinreichende Bedin-
gung von B. A. Hougparses [19]:

x

Ist far irgendein o < 1 fq(x) zede =M > — o0, fg+(x dx = oo,

Lo

@ x

f x(f)dx = 00, wobet g(x) = IQ(x) z* dz + [4(—;%2_—3 — g]x“‘l, dann

%,

18t die Differentialgleichung (26) oszzllatomsch
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In dem letzten Absatz zeigen wir noch, wie man zur Herleitung der zur
Oszillation der Losungen von (1) hinreichenden Bedingungen die Umformung
in die Polarkoordinaten benutzen kann. Zum erstenmal findet man diese
Umformung bei H. PRUFER [32].

Wegen der Einfachheit werden wir in diesem Absatz die hinreichenden
Bedingungen fiir die Differentialgleichung (6) formulieren. Aus der Bemer-
kung auf Seite 338 folgt unmittelbar, wie man aus ihnen leicht die Sétze
ableiten kann, welche die Differentialgleichung (1) betreffen.

Ersetzen wir die Differentialgleichung (6) durch das System
Pl)z’=u, v =—Q@)z. (37)

Durch z = g cos ¢, u = p[v sin ¢ -+ w cos ¢] geht (37) in das System

2
v’ —{——sm2 —}—(g%v——k-v’)sin(pcosq;—l—(w’+%-|—Q)cos2¢p=0, (38)
. vw o s ;WP 0% _ow _
vQ +9[(T)-+v)sm cp—l—(’w +P+Q P)smq;cow Pcosch]_()

iiber.

Ist v(x) + O fiir x ¢ J, so kann man die Diiferentialgleichung (38) auf

. . (Pv’ 2 P 2
o3l en [l 5

2
— % (w’ - w? + Q)] cos? ¢ (39)
bringen.
Setzt man y(z) = arc tg [w(x) + % P(o;)(;;)(x)] y — §< p < g , S0 geht
die Differentialgleichung (39) in
/ P ;
¢=—[P+4 ( +P):|81n2(‘p+1/))+
+ [P ( + 2;“’) - (w + “’Tf + Q)] cos? ¢ iiber. (40)
Bezeichnen wir die rechte Seite von (40) é(z, ¢) und nehmen wir
L 20w , o w?
AR NI "
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an. Dann ist d(z, ¢) < 0, so daBl der Grenzwert lim ¢(z) = m (es kann m =
T—0

= — oo sein) fir jede Losung ¢(x) von (40) vorhanden ist. Folglich gilt
o(z, ¢) = d(z, ¢ + nm), n =1, 2, ... und es geniigt, die Differentialgleichung
(40) nur im Intervall — jn < ¢ < 3w, xy, < & < o0 zu betrachten. Gleich-
zeitig sieht man, dal entweder m = — oo fiir jede Losung ¢ von (40) ist,
oder es gibt mindestens eine Losung ¢(x) derart, daf — inw < lim ¢(z) < 4=

&£—» 00

gilt. Hieraus ergeben sich unmittelbar folgende Sétze:

a) Die Differentialgleichung (6) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn
es mindestens eine Losung ¢(z) der Differentialgleichung (40) gibt, fiir welche
m = — oo gilt.

b) Die Differentialgleichung (6) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn
es keine Losung ¢(x) der Differentialgleichung (40) gibt, fiir welche iz < m <
< im gilt.

Satz 10. Gibt es zwei Funktionen v(z), w(z) e C1, v(x) > 0 fur xeJ derart,
daf (40) und

o2) P@) v'(z)
f P =@ w@ g T S

gilt, so st die Differentialgleichung (6) oszillatorisch.

Beweis. Es sei ¢(z) eine beliebige Losung der Differentialgleichung (39).
Ist p(o0) = — o0, so ist (6) oszillatorisch. Es sei also @(o0) = m($ — ).
Dann gibt es @(z) derart, daB — }n < ¢(o0) < 3. Ist cos ¢(c0) =+ 0, so ist
wegen (42) und (39) @(o0) = — o0. Ist cos p(o0) = 0, so ist sin p(o0) = — 1
und wegen (39) ist wieder g(c0) = — o0. Die Differentialgleichung (6) ist
also oszillatorisch.

Bemerkung. Die Bedingungen (42) kann man ersichtlich durch
lim apr inf

v(x) P(x)o'(x) |
P@) > 0, hmapr [w(x) + T(x)—] = — o0 ersetzen.‘

Satz 11. Gibt es zwei Funktionen v(x) und w(x) mit stetigen Ableitungen,
v(x) > 0 derart, daf

v(x) P(z) v@)w) (| _
hmaprmf[P(x)—}— (@) { v'(x) + ~(x—)_}]_l>0 (43)
gilt und
T P(z) v'(x) . .
m a,I?r w(x) + “S(@) nicht vorhanden ist , (44)

damn ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch.
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In der Tat gebe es ¢(x) derart, da lim @(x) = m gilt. Nach (44) ist lim apr .

y(x) nicht vorhanden, so daBl bei passender Konstante C' die Ungleichung
sin? (p 4 y) = 0 > 0 auf irgendeiner Menge M, ¢ J, m(M,) = oo gilt. Wegen
20w

P
(43) ist % —+ 4—( + P ) > 1 auf einer Menge M, die von der Form

J — N, m(N) < oo ist. Es gilt also ¢’ > — K2 bei passender Konstante K
auf der Punktmenge M, n M,, m(M, n M,) = oo, was unmdglich ist, denn es
gilt im ¢(z) = m.
Z—>c0
Die Bedingung (41) kann man dadurch befriedigen, dal man w(z)=1,
w(x) = — [Q(t) dt ersetzt. Die Differentialgleichung (39) liefert

¢ =— P_}x_) [sin @ — fQ(t) df cos ¢] 10) (45)
und die Differentialgleichung (40)
(p':_}%x)[l -|-{fQ(t)dt}]sin2(<P+w), (46)

wobei p = y(x) = arc tg (— fQ(t) dz) ist.

Hieraus ergibt sich unmittelbar die in Satz 3 enthaltene hinreichende Be-
dingung mit allen Folgerungen, wie gezeigt worden ist.

Folgerung. Ist hm apr inf > 0 und hm apr fQ(t)th— oo, oder

P()

nicht vorhanden, dann ist die Differentialgleichung (6) osz@llatomsch

Aus der in der Einleitung angefithrten Bemerkung iiber den Zusammenhang
zwischen den Grenzwerten und approximativen Grenzwerten folgt unmittelbar:

x

Wenn hm Q(t) dt nicht vorhanden tst, hm apr inf —— ( )

Funktion F(x) = f @(t) dt irgendeine der Bedingungen A, B, C oder D erfullt (es

> 0 gilt und die

handelt sich um dze in der Einleitung angefishrten Bedingungen), so ist.die Diffe-
rentialgleichung (6) oszillatorisch.

Mit diesen Untersuchungen beschéftigten sich fiir p(z) =1 die Verfasser
C. Olech, Z. Opial, T. Wazewski [29].

10) Die Umformung der Differentialgleichung (1) firr p(x) = 1 in (45) findet man schon
in der Abhandlung [37] von U. M. Co6o1.

363



Den angefiihrten Satz mit der Bedingung C hat P. B. Ilerponasaxoscras [30]
bewiesen mit der Folgerung:

Ist
(@)= M>— o (47)
q(z) = Konst u'n,d f q(t) dt eine fastperiodische Funktion, dann ist die Differen-

tialgleichung (1) oszzllatomsch

Die Giiltigkeit dieser Behauptung hat 1. M. CoGox [37] ohne der Voraus-
setzung (47) bewiesen.

Fiir den Fall p(z) &= Konst. hat M. Zldmal [42] bewiesen:

@

Es ser f @) = = 00, p(x) q(x) =M > — o0, lim sup fq(t) dt = . Dann

o

18t die sz/erentmlglewhung (1) oszillatorisch.

R. Moore [26]: Es sei
px) gx) = M < . (48)

x o

Dann ist die Bed'ingung 1im sup f (¢) dt = oo hinreichend und f p——((ii) =

notwendig dafiir, daB die szferentmlglewhung (1) oszillatorisch tst.
- Satz 12. Es ser

hm apr inf fQ(t) dt =1,, hm apr inf

. © { z "
%o 2o

dann ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch.

P()>O

’ (49)

Beweis. Es gebe eine Losung der Differentialgleichung (46) derart, da
@(0) = m € {(— %m, In) gilt. Setzt man arc tg l, = m, = lim apr inf [—yp(x)],

so ist fiir m e {— 3}, m,) wegen (46) ¢(z) - — 0, so da die Voraussetzung
falsch ist.

Fiir m e {m,, }=) ergibt sich durch Integration von (45)

x

() = p(2,) — f ﬁ [sin @~ f Q(s) ds cos <p] dt =

To
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. 2
= @(%,) — f C(I))S(z)(P [tg p — f Q(s) ds] dt <

< pl(z,) — Kfﬁlft") [tgm + o(1) ——fQ(s) ds] at

wobei K eine passende positive Konstante, o(1) > 0 ist.

Der letztere Ausdruck ist aber von oben durch ¢(z,) — K f Pa )[tg m —

. 2
— | Qs) ds] dt -~ — oo beschrinkt, so daB ¢(z) -~ — oo fiir z - oo gilt.

D1e Differentialgleichung (6) ist also oszillatorisch, was zu beweisen war.

Bemerkung. Die Voraussetzungen (49) sind gewil erfiillt, wenn lim inf .

T—>0

- P )>Ohmmfo(t)dt—l*

@

fﬁ% [’3‘ —fQ(t) dt]+dx — o gt

Diese Ergebnisse sind fiir den Fall f(z) =1, p(z) =1 in der Abhandlung
[29] eingefiihrt worden.

Wahlt man in der Differentialgleichung (38) w(z) = — ﬂ;z);_(vzi)(i)—’ so kann

man sie in der Form

, v(@) ., 1 [P)v'(x)* [P v \
¢ =‘W)“‘”—TE[Q(’+P( >{ %0 (2) }“{ 20(z) }]°°S Pe

oder

, 1 P(z) v'%(z) P@) v'(z)|’
9”:_797)[@(’”” 40°(z) ”{ 20(z) }]“

v(x) 1 |P(x) v"%(x) P(z) v'(z) 2 g
| { e - (B )*Q(’”)}] i

[~

schreiben.

Hieraus ergibt sich leicht

Satz 13. (ibt es eine Funktion v(x) e C2, v(x) > O fiur x e J derart, daf

v(x) 1 | Px) v'¥(x) P(z) v'(z) |
o | — e 9w 2
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