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Casopis pro p&stovani matematiky, ro€. 84 (1959), Praha

0 JEDNEJ APLIKACII RETAZOVYCH ZLOMKOV
V TEORII NEKONECNYCH RADOV

TIBOR SALAT, Bratislava DT: 517.52.001, 511.138
(Doslo dne 27. srpna 1958)

V préci [1] vySetruje F. D. HiLr niektoré zaujimavé vlastnosti &ias-
toénych radov. V tomto éldnku ukédZeme, Ze analogické vysledky mo#no
dostat aj u radov obecnejsej Struktury, ak pouZijeme k na§im tvahdm
niektoré zékladné vlastnosti retazovych zlomkov.

Uvod

(=]
Ku 3tudiu vlastnosti iastotnych radov radu > w, pouziva J. D. Hor
i k=1

dyadické rozvoje redlnych &isel intervalu (0, 1). Kazdému z = 0. oyxtp0x5 ...
et Oty ... (vpravo mame dyadicky rozvoj &isla x obsahujici nekoneéne mnoho

@0 [ee]
jednidiek), z € (0, 1), priradi tiastodny rad > ou, radu > w.
k=1 k=1

V tychto tvahdch moZno ist v urditom smere dalej. Predpokladajme, Ze
pre kazdé k=1, 2, 3, ... je dand nekonedéna postupnost redlnych &isel

ek Lk k
My = (€7, Cgy Cgs v ey Cpy o 2)

a nech > u, je rad s redlnymi &lenmi. V tomto &ldnku budeme sa zaoberat
k=1
§tiudiom vlastnosti mnoziny vSetkych radov tvaru Z &y, kde &, je pre kazdé
=1

k=1,2,3,... tlenom postupnosti M,, tj. & = ¢y pre vhodné r.

V tejto dasti prace budeme predpokladat Ze je dany rad Z u;, S redlnymi
élenmi. Nech je dalej pre kazdé k =1, 2, 3, ...

k k k
.Zk[k = (C]_, 02, 03, ce sy Cn, ...)
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nekoneénd postupnost redlnych &isel. Pri pevnom k(& =1

Ay = sup |ck| a nech je splnend podmienka
n=1,23,...

, 2,3, ...) poloime

i Ayl < oo . (1)

Tato podmienka je splnend napriklad vtedy, ak z u;, absolitne konverguje
a {4,;}i~, je zhora ohranidend:

«©
Oznaéme dalej znakom W mnoZinu vsetkych sidtov radov tvaru > e,

kde ¢, je ¢lenom postupnosti M, (k= 1,2,3,...), k=t
Nech z je iracionélne &islo intervalu (0, 1), potom, ako je zndme (pozri [2]

str. 20) moZno z vyjadrit jednoznalne pomocou nekoneéného retazového
zlomku s prirodzenymi élenmi

xr = . (2)

Definujme teraz na <0, 1) funkeciu ¢ takto: Pre z iracionalne (2) kladieme:
px) = Z cm¥;. Rad vpravo vzhladom na (1) absolitne konverguje. Dalej
polozme qJ(O) = 0 a pre x racionalne, x ¢ (0, 1>, kladieme

1

p(x) = Z:lcfnlul, ak x = ; (3)

1
m. s
1+m2+

z 1
o,

Pri tom vpravo médme (ukondeny) rozvoj &sla x v refazovy zlomok (pozri [2]
str. 19).

Zrejme je mnoZina vietkych hodnét funkcie ¢ na mnozine vietkych iracio-
nélnych é&isel intervalu <0, 1) totoZnd s mnozinou W. Ak pre kazdé k je mnoZina
¢lenov postupnosti M, kompaktné, potom aj W je kompaktni a ak okrem
toho je u; =0 (I =1, 2, 3,...) a pre nekoneéne mnoho % je mnoZina &lenov
postupnosti M, aspon dvojbodova, potom je W dokonca perfektnd (pozri [3]).

Veta 1. Funkcia ¢ je integrdcie schopnd v zmysle Riemannovom na intervale

<0, ).
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Doékaz. Pre pevne zvolené prirodzené k polozme ¢,(0) = 0, gu(x) = > ¢,u,
k =1

pre x iraciondlne (2), dalej g.(x) = > ¢,,u; pre = raciondlne (3), ak k <,
=1

r

a konedne g,(z) = > cﬁnlul pre x raciondlne (3), ak k& > r.
l=1

Takto definovana funkcia ¢,(x) je zrejme ohranitend na intervale <0, 1,
kedZe pre kazdé z € 0, 1> mame podla (1)

lpx()] = 121Azlull < .

Funkecia ¢, je spojitd na kazdom otvorenom intervale k-teho poradia (pozri [2]
str. 50) a teda mnoZina vSetkych bodov nespojitosti funkcie ¢, na <0, 1>
je spodetna. Teda ¢, je integricie schopné v zmysle Riemannovom na intervale
<0, 1>. To plati pre kazdé k = 1, 2, 3, .... UvaZme dalej, Ze pre kazdé = € <0, 1)
plati

lp(x) — @u(x)] = z Azl’“zl = o(1)

a tedy postupnost {¢.};° rovnomerne konverguje k funkeii ¢ na intervale
€0, 1>. Podla zndmych viet o Riemannovom integrali dostdvame spravnost
tvrdenia vety.

Pozndmka 1. Z dokazu predoslej vety vyplyva, Ze bodmi nespojitosti
funkcie ¢ na intervale <0, 1> mézu byt len racionalne é&isla tohoto intervalu.

Poznamka 2. Dokazana, veta je analogon vety 1 z cltovane] Hillovej
prace. Integral f @ dz moZno vzhladom na definfciu funkcie ¢ pokladat

za akysi antmetmky priemer mnoziny W. V praci [1] sa ukazuje, Ze arit-
meticky priemer (analogicky definovany ako v nafom pripade) mnoZiny
vietkych sudtov vSetkych Giastoénych radov daného absolitne konvergent-
® s
ného radu s = z U je 3 V nafom pripade, ako sa dé odéakavat, hodnota
1
arltmetlckeho priemeru mnozmy W (tj. integralu f @ dz) uz obecne nie je
Z Z u,..*) Vypodet integralu f pdr uz aj pri dost Specialnych volbach po-
k=1
stupnosti M, robi znaéné tazkosti.

Priklad. Uvedieme tento jednoduchy priklad. Nech > u, je absolitne
k=1
konvergentny rad, nech M; = (1,0,1,0,1,0,...) apre k = 2, 3, 4, ... nech je

1 1 .
M,=(1,1,1,...,1,...). Potom prexe(m, -];) (k=1,2,38,..)jen, =k

ee]
*) V&imnime si, e dokonca o konvergencii radu 3, «;, ne¢inime Ziadne predpoklady.
k=1
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(pozri [2] str. 49) a tedy c3, je 1 pre neparne k, 0 pre parne k. Ostatné ¢k, (I > 1)

st 1. Teda
b

- < 1 1
[oite =S tn (s~ o)
0 =2 k=1

Kedze

n 2n n

1 1) N1 1 1/n .

;(210——1 2k ;k ,Zlk k;rlk/n’
2

podla definicie integralu je limita tohoto vyrazu pre n — co rovna [ z-!dz =

= log 2. Teda b

;i & n
{tp,,dx=u110g2 +Zz'”fz,
T

1 1

[pdz =1lim [ ¢, dz = u, log 2 4

0 n—>o0 0 l

(pozri dokaz vety 1.).

Uy

M8

2

Keby sme volii M, = (0,1,0,1,0,1, ...)I a pre k=2,3,4,... M) =
=(1,1,1,...,1,...) dostali by sme podobnym postupom

1 ©
6f<pdc = (1 — log 2) u, -}—lzzu, -

V oboch pripadoch je splnenie podmienky (1) evidentné.

V tejto dasti prace budeme sa zaoberat §tidiom vlastnosti radov uz zavede-

ného typu s tym rozdielom, Ze podmienku (1) nahradime inou podmienkou.
©
Budeme teda Studovat vlastnosti mnoziny vietkych radov tvaru Z &y, kde g,
- k=1
je pre k=1,2,3,... dlenom danej postupnosti redlnych &isel

M, = (c1, ¢k, ¢k, ..., ek ..).
Zavedieme toto struéné vyjadrovanie:

Budeme hovorif, Ze postupnost {M,}7_, je normélna vzhladom na rad
@

> uy, ak existuje postupnost redlnych &isel {e}i;, & je &len postupnosti
k=1
n

M, (k= 1,2,3,...), s vlastnostou lim sup z &Ur = + oo a postupnost {e,}?,
k=1

N~>c0

&, je Elen postupnosti M (k = 1,2,3,...), s vlastnostou lim inf > eju, = — oo.
n—w k=1
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Podmienku (1) nahradime v tejto fasti price podmienkou: Poétupnosﬁ
{M,}? je normélna vzhladom na rad > u, (4). T4to podmienka je napriklad
k=1

splnené vtedy, ak (4) je neabsolitne konvergentny rad a kazd4 z postupnosti
M, obsahuje ¢&isla 0, 1.

Analogicky, ako v prvej déasti price definujeme pre kazdé prirodzené k
funkeciu ¢(z) a kazdému iraciondlnemu &islu x € (0, 1),

X ==

priradime formalne nekoneény rad

M8

10111,“1 ’ (5)

T

V dalSom ukézeme, Ze v istom topologickom zmysle majd prevahu tie rady
tvaru (5), ktoré osciluji medzi co a — co.

Interval <0, 1) pokladdme v dalSom za metricky priestor s Euklidovskou
metrikou ¢ = o(z, y) = |[x — y|.

Veta 2. Nech (4) je rad s redlnyme Clenmi. Nech {M,}7 je normdina postup-
nost vzhladom na rad (4) Potom pre vdetky z € {0, 1> s vynimkou bodov mnofiny
prvej kategorie plati

lim sup gi(x) = + o, liminfgu(r) = — . (6)
k—co k>

Dokaz. Nech S znaéi mnozinu vSetkych iracionalnych C¢&isel intervalu
<0, 1>, R mnoZinu v8etkych raciondlnych ¢isel tohoto intervalu. Uvazujme
metricky priestor (S, o), kde o = o(x, y) = |x — y| (Euklidovskd metrika).
Priestor (8, ¢) je zrejme mnozinou druhej kategorie v sebe. KedZe pri pevnom n
vietky body nespojitosti funkcie ¢, leZia v R, je ¢, spojitd na (S, ¢) (presne
redeno jej parcidlna funkecia (¢,)s je spojitd na (8, ¢)). Prim prirodzenom pev-

nom polozme B,, = E ¢,(x) =< m. B,, je vzhladom na predosli vlastnost
z2eSn=1,23, ...

funkcie ¢, uzavretou mnozinou v (S, o). Ukazeme, %e B, je riedka v (S, g).
Treba ukazat, ze S — B,, je hustd v (S, o), tj. Ze kazdéa gula v (8, ¢) obsahuje
body mnoziny 8 — B,,. Nech teda je £2'(z,, d) gula v (S, o), tj.
Q' (%, 6) = Q(xy, 8) n S,
kde
zoeS, Qxy ) = (®g — J, 2y + ).
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Pre dost velké l uz 2(z,, 6) obsahuje nejaky interval I-tého poradia (pozri [2]
str. 50). Podrzme toto ! pevne. Zostrojme teraz postupnost intervalov {J}7 ,
takto:

1,2,..,1
Ny Mgy + e ey Ny
pozri [2] str. 53). Podla predpokladu vety existuje postupnost redlnych éisel
{ex}iz, taka, Ze

Oznatme K = ¢z uy + ... + ¢pu;, pii dom J, = E ( ) (oznadenie

n

].im Sup Z &Uy = 0O, (7)
n—co k=1
pri tom je &, ¢lenom postupnosti M. Ak &,4, = ¢/**, potom zvolime
,2,..,0L1+1
J — b 2 9 %y .
i E(nl,nz,...,n,s)
Ak sme uz zvolili J 4, c J;, pri éom

1,2,...,l+ %
Jl+k=E( + )’

Nyy Wgy < ey Nty
potom J4p4y C J 4 zvolime takto:

Ak &;44, = cL+e+1 potom kladieme:

L, 2 v byvey b By b A B 1
Jl+k+1=E( v T +)

Ny Moy vevy Mgy v oy M, T

Zvolme teraz k = 1 také, aby
Errrthty T Errgite + on A+ Sl > m — K,
to je vzhladom na (7) moZné. Potom pre iraciondlne z, z € J,4;, mame

Qr+(x) = K + Ep1Ui+r T+ -- o T Eptplitr > M,

takie x ¢ S — B,,. Polozme teraz B = {J B,,, teda B je mnoZina prvej kate-
gorie v (S, o). Zrejme —

B = F lim sup ¢,(z) < o .

xeS N0

Uplne rovnako by sme ukézali, %e aj mnoZina
C = E lim inf ¢,(z) > — oo
zeS 0

je mnozinou prvej kategorie v (S, ¢) a tak aj mnozina B U C je prvej kategorie
v (S, ¢) a teda aj prvej kategorie v (<0, 1), o). KedZ%e R je spoletnd, je aj
mnozina P = B U C U R prvej kategorie v {0, 1>. P je v8ak zrejme mnozinou
vSetkych tych x e <0, 1}, pre ktoré neplatia sidasne obe rovnosti (6). Tym je
veta dokazand.
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