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Casopis pro péstovani matematiky, rog. 84 (1959), Praha

O NEKTERYCH VZTAZICH ELEMENTARNICH DELITELT
MATICE K JEJIMU VLASTNIMU VEKTORU

ZBYNEK SIDAK, Praha DT: 513.831
(Doslo dne 11. éervence 1958)

A. BrAUER v [2] ukédzal, jaky vliv m4d jistd zména matice (sou-
visfef s jejim vlastnim vektorem) na zménu jejich vlastnich é&isel.
Clének je vénovén doplikim k této v&té. Zjistuje se, jak se zméni
elementérni délitelé pii fedené zméné a uvadi se nékteré aplikace na
zmensSeni fddu matice a na zobecnéné stochastické matice.

1. Uvod

Budeme se zabyvat &tvercovymi maticemi n-tého ¥adu (v odstavei 4 téz
(n — 1)-ého ¥adu) s komplexnimi prvky a budeme je znadit velkymi tuénymi
pismeny, nap¥. X = (x;;). E jest jednotkova matice. Mald tuénd pismena, napf.
x, budou znadit sloupcové vektory. Transponovanou matici budeme oznaéovat
¢arkou, nap¥. X’. Co se tyce dalsich definic a poznatki, odkazujeme na GaNT-
MACHEROVU knihu [1], jejiZ terminologie budeme uzivat.

Dikazy jsou vétsinou providény v podstaté geometrickymi metodami. Ve
shodé s tim povazujeme vlastné matici za urdity linedrni operdtor, zobrazujici
n-rozmérny komplexni eukleidovsky prostor do sebe, vyjadieny v néjaké basi.

Clének je vénovéan dopliikéim k této vété Brauerové:

Budiz A = (a;;) matice s komplexnimi proky, kterd md vlastni &isla Ay, 2, ...

«evy Ag MdSObNOSEE My, My, ..., M. Budié u viasini vektor A prislusny k 2., h libo-
volny komplexni wektor. Pak matice B = A 4 uh’ = (a;; + uh;) mad vlasini
Gisla Ay -+ h'u, Ay, Ay, ..., A ndsobnostt 1, m, — 1, my, ..., m,.

Tato véta v podstaté pochdzi od A. Brauera [2], pozdéji ji zpiesnila H.
PrrrECTOVA [3] a podala jiny jeji dikaz. Zde jsme ji uvedli ve zpfesnéné
formulaci Perfectové.

V tomto &lanku nejprve piedefleme v odstavei 2 nékteré véty o Jordano-
vych basich, které jsou pro nds vétami pomocnymi, ale mohou byti zajimavé
i samy o sob&. Potom v odstavci 3 doplnime citovanou vétu Brauerovu zjisté-
nim elementdrnich délitel matice B (coZ samozfejmé obsahuje v sobé i uvedené
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tvrzeni o vlastnich &islech); metoda dikazu je p¥itom podstatné jind nez me-
tody uZité Brauerem a Perfectovou. Posléze si viimneme nékterych disledki
véty: v odstavei 4 promluvime o zmenseni ¥addu matice, v odstavci 5 o zobec-
nénych stochastickych maticich.

2. Pomocné véty o Jordanovych Fet&zcich

Véta 1. Budiz A matice, Au = Ju, u + 0. BudiZ g,, (A — 4LE)gy, ...,
(A — LE)Y g, ...,g8, (A — LE) g, ..., (A — AE)* ' g, dolnt Jordanova ba-
se k matici A'. Pak u'(A" — J,E)? g, miiZe byjti nenulovy jen tehdy, kdyz 2y, = Ay,
q=0.

Dtkaz. V urditém Jordanové fetézci ozname pro struénost h, = (A" —
— AE)?1 g,. Pro tento Fetézec mame tedy rovnosti

A,hl = lkhl + h2, A’hg = }'khz + h3, .oy A,hﬂlc — lkhpk .
Nésobenim u’ zleva dostaneme

u'A’h; = A,u'h, = Lu'h, + u’h,,
u'A'hy = L,u'hy, = Lu'h, + u'hy,

uw'A'h,, = Au'h, = Lu'h, .

JestliZe 4; + 4, musi tedy byt u’h; = u’h, = ... = u’h, = 0. JestliZe 4, = 1,
musi byt u'h, = ... = u’h, = 0 a jediné u’h; miZe byt nenulovy.

Poznamenejme, Ze tato véta 1 zobeciiuje vétu 26 v [2], jelikoz se tyka nejen
vlastnich vektorti matice A’, nybrz celych cyklickych invariantnich pod-
prostord.

Zavedeme struény termin ,,u-nenulovy retézec pro dolni Jordantv Fetézec
g (A" — LE) g, ..., (A" — L,E)™ ' g, pro n&ji u'g, + 0. Podle véty 1 pro
u-nenulovy fetézec jest A, = 1,. PonévadZ vektory v Jordanové basi jsou
nezivislé, ziejmé vidy v této basi existuje aspori jeden u-nenulovy Fetézec.

Véta 2. BudiZ A matice, Au = Au, u + 0. Pak k matici A’ existuje dolni
Jordanova base e;, (A’ — LE)e,, ..., (A" — LE)" ‘e, ...,e, (A — LE)e,...,
vees (A" — AE)? " e, takovd, Zeu'e, = 1, u'(A' — J,E)e, = ... =u'(A' — ALE L.
. et = 0.

Dikaz. Necht g;, (A" — A,E) gy, ... je néjaka dolnf Jordanova base k matici
A’. Mizeme piredpokladat, Ze vektory jsou oéislovany tak, Ze gy, ...,

(A" — LE)»—! g, je Jordanliv Yetézec, ktery mé z u-nenulovych Fetézci nej-
mens{ dimensi. Necht nyni g, ..., (A" — 4,E)"1 g, je néjaky jiny u-nenulovy
Jordaniiv Yetézec; podle pfedpokladu p, = p;. Definujme e, = g, — %’5 g:1-
’ 1
Pondvads (A — LE)% e, = (A" — LE) g, — :,—i" (A" — 2,E)7 g, — 0, dosta-
1
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neme nyni Jordaniv fetézec ey, ..., (A" — A,E)*1e, Pfitom u'e, = u'g, —
ul - (Al 1{ R v
— u,—?l’& =0, u' (A" — 4,E) e, = ... = u'(A" — LE)*1e, = 0 podle véty 1.
1
Podobnou zménu provedeme se viemi u-nenulovymi fetézci krom& prvniho.

o 1 ;
U prvniho fetézce definujeme e, = po g, mame tedy u'e; = 1, u’'(A" — 4,E) .
1

.e;=..=u'(A"— L,E)»"1e, = 0. Rozepsdnim vzorci bychom se snadno
presvédéili, Ze vektory v takto konstruovanych Jordanovych Yetézcich jsou
linedrné nezavislé, a véta je tedy dokdzana.

Véta 3. Budi? ddn vektor v += 0 a matice C, k niZ dolnt Jordanova base budiz
e,(C— LE)e,...,(C— LE) ‘e, ..., e,(C— AE)e, ..., (C— AE)" e,
Minimdlné polynom vektoru e, je wréen jednoznainé pro libovolnou Jordanovu
basi spliwujici v'e, + 0, v'(C — A,E)e; = ... = vie, = ... = v/(C — 2,E)»*.
.e; = 0.

Dikaz. Basi ve znéni véty ozna¢me struéné jako e-basi. Vektor e; m4 ziejmé
minimaln{ polynom (1 — 1;)*. M&me jesté jinou basif,, ..., (C — u,E)* " fy, ...,
spliiujici Fedenou podminku. Minimalni polynom f; jest (1 — w,;)*; madme nyni
dokézat u; = A, ¢, = p,. Predpoklidejme naopak, Ze by bylo napt. ¢; < p;.
Vyjadreme f; jako linearni kombinaci vektori e-base. V této rovnosti pfevedme
nalevou stranu viechny vektory, jejichZz minimélni polynom je n&jakd mocnina
(4 — u,). Na pravé strané rovnosti tedy dostaneme celkem vektor, jehoZ mini-
maélni polynom uZ neobsahuje &initele (1 — u,), coZ je moiné jediné tehdy,
kdyz linedrni kombinace na obou strandch rovnosti jsou rovny 0. Tedy f; se
rovné linedrni kombinaci pouze téch vektort e-base, jejichZz minimalni poly-
nom je néjakd mocnina (4 — u,;). Kdyby nyni v této kombinaci nebyl vektor
e,, z predpokladu by plynulo v'f; = 0, coz neni pravda. To dokazuje, Ze v Te-
dené linedrni kombinaci musi byt vektor e; s nenulovym koeficientem, z ¢ehoz
specidlné plyne p; = A,. Mame tedy rovnost

fo=ce; +¢o(C— LE)e; + ... +¢,(C— LE e, + ...,
kde ¢, # 0 a viechny vektory vpravo maji jako minimalni polynom néjakou
mocninu (4 — ;). Na obé strany této rovnosti nyni aplikujeme operaci
(C — A,E)®. Ponévadz q; < p,, dostaneme, Ze 0 se rovna jakési linedrni kombi-
naci vektort e-base, z ¢ehoZz by plynulo ¢; = 0 a to je spor.

Dostdvame nyni toto tvrzeni: Minimdini polynom, odpovidajici u-nenulovému
Fetézci mejmenss dimense, je uréen jednoznaéné, at je Jordanova base jakdkoliv.
Méme-li totiz dvé Jordanovy base, miZeme je piedné pozménit jako v dikazu
véty 2, pfi¢emZ u-nenulovy fetézec nejmensi dimense se dostane na prvni
misto v basi. Jeho minimilni polynom je pak uréen jednoznaéné podle
véty 3.

Nisledujici vétu budeme v dalsim potiebovat pouze pro j = 1. Formulujme
ji v8ak pro zajimavost obecnéji, nebot jeji dikaz se tim témét nezméni.
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Véta 4. Budif ddn k matici C néjaky dolnt Jordaniw retézec e, (C — 4L,E) e, ...,
v (C— ME)P~1e, a oznalme | cyklicky invariantni podprostor, vytvofeny
timto Fetézcem. Pak pro libovolné &islo Ay + A @ pro j = 1 vektory (C — A,E) e,
(C — AE)tl ey, ..., (C — A E)+P-1 e, twort basi pro .

Dikaz. Pro libovolné prirozené i méme (C — AE) e, = (C— LE +
4+ LE — JE)i e = (C — LE) e - (i) (A — A)(C — MLE)-1 e + ... +
+ (A — Ap)ie.. Tedy vektory (C — AE)e, 1 =79, j+1,....,7 +p - 1,
patii do I. Pon&vadz téchto vektord je pravé p, zbyvé pouze dokdzat, Ze jsou
linedrné nezavislé. Predpoklidejme, Ze naopak by bylo d,(C — AE) e, +
+ do(C — AE)i*l e, + ... +d,(C — AE)i+P-le, = 0, pridem# aspon jedno
d; by bylo nenulové. Polynom di(2 — o) + do(A — A¢)7* + ... + dy(A —
— Jo)?*?-1 je tedy anulujicim polynomem vektoru e, a musi byt délitelny
minimalnim polynomem (1 — 4,)?. Pro jakysi polynom ¢(1) mdme tedy

di(A — Ao) + do(Ad — Ag)*t 4 ... F dy(2 — Ag)HP7t = (A — A4)” p(4) .
Na levé strand jest mozno vytknouti alespoii (A — 4,)/, ¢imZ dostaneme
(2 — AoYldy + dy(A — Ao) + .. + dp(A — A)?71] = (4 — 4)" ¢(4) .

Nyni ¢(4) musi byt délitelné (1A — A,), &li @A) = (A — o) w(4), kde y(2) je
néjaky polynom. Kdyby (1) byl nenulovy, méla by pravé strana rovnosti
stupeti nejméné p -+ 4, zatim co lev4 strana rovnosti mé stupen nejvyse p +
+ 7 — 1. Tedy (1) je nulovy polynom, z &ehoZ ihned jiz vidime, Ze d, =
= ...=dy = d, = 0, co% bylo dokizati.

3. Elementérni délitelé matice A + uh’

Tento odstavec dopliuje v&tu Brauerovu, citovanou v tvodu, zjisténim
elementarnich déliteld matice B = A + uh’ = (a;; + ;).

V&ta 5. BudiZ A matice, Au = J,u, u % 0. Necht h je libovolny vektor a oznaéme
B = A + uh'. Pti prechodu od A k B elementdrns délitelé A se zméni takto:
1. Od elementdrniho délitele (2 — 2,)7, odpovidajictho u-nenulovému Fetézei nej-
mensi dimense, se odtrhme &initel (A — 4,), takZe venikne (A — APt 2. Tento
Cinitel se zméni na (A — 3, — h'u). 3. Bud se vytvor novy elementdrni délitel
(A — 21 — h'u) nebo v pripadé, % Ay, + h'u je rovno nékterému viastnimu Eislu
Ay matice A, mige se uvedeny Einitel pripojit k jistému elementdrnimu déliteli
(4 — o), takze vanikne (A — Ag)*+t. 4. Kromé téchto nejvyde dvou v&ichni ostatni
elementdrnt délitelé zistanou beze 2meény.

Predné ptipojme nékolik drobnych pozndmek. Myslenka, na jejim# zakladé
je proveden dikaz véty 5, je podobnd konstrukei J ordanovy base, které se
uzivé nap¥. v knize I. M. GELFANDA [4]. Ponévadz dikaz je konstruktivni,
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Ize z ného téZ zjistit, kdy se vytvoii novy délitel (2 — A, — h'u) nebo kam se
tento ¢initel piipoji; do znénf véty jsme to neuvedli, aby se pifli§ nekompliko-
valo. Poznamenejme také, Ze oviem miize nastat piipad (pro h'u = 0), kdy
(A — 4,) se od jistého délitele odtrhne, ale k tému% déliteli se p¥ipojf, tj.
vlastné vSichni elementdrni délitelé zlstanou beze zmény. Déle délitel, od
néhoz se odtrhuje (1 — 4,), samozfejmé nezdvisf na zvolené Jordanové basi;
v tvrzeni za vétou 3 jsme ukézali, Ze elementérni délitel, odpovidajici u-ne-
nulovému fetézci nejmensi dimense, je urden jednoznaénd. Ze vysledni ele-
mentarnf délitelé nezavisi na zvolené Jordanove basi, to je zndmo.

Ve vété nelze vynechat podminku ,,u-nenulovosti fetézce“. Snadno lze totiz
konstruovat pifklady, v nichz délitel (A — 2,)?, odpovidajici u-nenulovému
fetézcei nejmensi dimense, je rtzny od nejmensfho elementdrntho délitele
s vlastnim ¢&islem 2,.

Dikaz véty 5. MiZeme se zabyvat transponovanymi maticemi, nebot
elementdrni délitelé A, resp. B jsou stejni jako A’, resp. B’. Pro strudnost
oznadme Ay = A, - h'u; ddle oznatme N mnoZinu vektor x, pro néz u’x = 0;
N je zfejmé linedrni podprostor dimense n — 1.

V&imnéme si nynf dolnf Jordanovy base e, (A" — 1,E) ey, ..., (A" — LE)"~ 1.
e, ....e, (A" — 1E)e, ..., (A" — AE)" e, k matici A, kters je konstruova-
na ve vété 2. Pro vektory (A" — A,E) e, z této base (k=1,...,;1=0, 1,...,
. — 1) kromé prvniho vektoru e,, dostavame

(B' — ME)A — JE)i e, = (A" hu' — JLE)A — MLE)i e, = (A" — JLE)i*le,.

Téchto n — 1 vektorh tedy tvofi ,,netplnou’ Jordanovu basi pro matici B';
je to base v podprostoru N. Pritom téz (A" — A,E) e, (B’ — 4,E)(A" — A,E) e,,
very (B" — L,E)" *(A" — A,E) e, tvor Jordantiv Yetézec k B’. Naiim tkolem
nyni bude najit je8té néjaky vektor v komplementu N, ktery by doplnil
uvedenych n — 1 vektort. Mame u’(B" — 2,E) e, = u’(A" + hu’ — 1,E — h'uE).
.e,=u'(A" — 1,E)e, } u'hu’e, — (h’'u)u’ e, = u’h — h'u = 0, a proto (B’ — A,E) e,
pat¥i do N.
Utvofme nyni tuto pomocenou basi v N. U eyklickych podprostortt v N
s vlastnim ¢islem A, (existuji-li takové), ponechme ptivodni basi e;, (B" — A,E) e,
ey (B' — 2E)" 'e; u cyklickych podprostorit s jinym vlastnim &islem
M # Ao vezméme podle véty 4 basi (B’ — AE) ey, (B' — AE)* ey, ..., (B — AE)™.
.e;. Vektor (B' — A,E) e, lze vyjddiit jako urditou linedrnf kombinaci vektori
této pomocené base. NapiSme ji napk. pro pHpad 1, + 4, (jiné ptipady by se
fedily obdobné).
(B' — AE) e, = cile, | (B’ — AE) e, + ... + ¢ ((B' — AE)*Te; 4 ... +
b (B — AE) e -+ f'(B' — ME)* e - ... 05} (B — L) +
booes b (B — AE)A" — ME) e, + ¢§(B’ — AE)((A'— L,E) e,
b bey (B — AE) AT — LE) e, .
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Misto vektoru e, vezméme nyni

fi=e,— e, — ... — ¢ (B" — LE» e, — ... —

— Ve, — (B’ — AE) e, — ... — ¢V(B" — AE)" ey — ... —

— (A" — A,E) e; — cSV(B" — AE)A" — LE)e, — ... —

— ¢ 1B — AE) A" — AE)e,.
Ztejmé f, patii do komplementu N a jest

(B" — AE) f, = cfe; 4+ c(Ven + ...,

kde v této linedrni kombinaci se vyskytuji uz pouze prvni vektory z Jordano-
vych fetézch s vlastnim &islem A,. Jestlize v této rovnosti uréity koeficient
¢ # 0, pak odpovidajici Yetézec nazveme pro strudnost téeba podstatnym.
Kdyz zadny podstatny fetézec neexistuje (coZ nastane specidlné také, kdyz
2o je riizné od viech vlastnich &sel matice A), ziejmé f, je vlastni vektor
matice B" a Jordanova base pro B’ je tim konstruovéna.

Necht tedy existuji podstatné fetézce, napt. budiz ¢’ + 0, ¢§ =+ 0. (Kdyby
byl pouze jeden podstatny fetézec, dokonéil by se diikaz ztejmym jednodussim
zplsobem.) Pfedpoklddejme, Ze oznadeni je voleno tak, Ze index ! oznatuje
Tetézec, ktery mé z podstatnych Fetézel nejvétdi dimensi. Misto vektoru
e, nyni volime vektor f;, = ce, + c{™e,, + ... a pislusnym zplsobem zmé-
nime téz Jordantv Fetézec na f;, (B’ — A,E) f,, ... Ostatni Jordanovy fetézce
ponechdme beze zmény. Podobné jako v dikazu véty 2 se nyni piesvédéime,
Ze po uvedené zméné dostaneme skuteénd Jordaniv Fetézec stejné dimense
a Ze vSechny vektory jsou linedrn& nezavislé, tedy tvorf basi v N. Koneéné
viak (B" — A,E)f, = f,, tedy podstatny fetézec nejvétsi dimense zvé&tsi svou
dimensi o jedni¢ku. Tim je konstruovédna Jordanova base pro B’ a dikaz
véty 5 je tim dokonden.

4. Aplikace na zmenseni Fidu matice

V dalsim budeme stéle uzivat oznadeni a poznatkd z véty 5 a jejiho dikazu.

Véta 6. Budiz A = (a;;) matice n-tého fddu, Au = A,u a necht l-td souradnice

w, * 0. Definujme matici (n — 1)-tého Fddu B = (a,-,- — ﬁl— uia”) s 8] = 1y
l

ceul— 1,141, ..., n. P#H prechodu od matice Ak B elementdrni délitel (A — 47,
odpovidajici u-nenulovému Fetézci mejmensi dimense, se zméni na (A — ;)P
ostaini elementdrni délitelé ztstanou beze zmény.

Dukaz. Polokime ve v&té 5 hy = — z—t—a,j. Matice B = A -+ uh’ mé pak
\ l

l-ty fadek nulovy. Pfedislujeme nyni soutadnice tak, %e z I-té soutadnice se
stane prvni; to odpovidd v maticich pietazeni I-tého Fadku do prvniho Fadku
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a l-tého sloupce do prvniho sloupce. Takto pozménéné vektory a matice
oznatme indexem 1. Matice B; = A; + u;h; mé tedy prvni fddek nulovy.
Konstruujeme nyni k matici A] dolni Jordanovu basi e, (A; — 4,E) e, ...,
<ous (A — 4E)?—1 e, podle véty 2. Z dikazu véty 5 vidime, Ze (A; — 4,E) ey, ...
.oy (A; — AE)?1e, tvoli ,neliplnou Jordanovu basi dimense » — 1 pro
matici B;. Vynechdme nyni ve vektorech této base prvni soutadnici, v matici
B; vynechdme prvni fddek a prvni sloupec, ¢imZ dostaneme ziejmé matici
B’. PonévadZ B; mé prvni sloupec nulovy a takto upravené vektory o n — 1
soufadnicich jsou linedrné nezavislé, jak bychom snadno nahlédli, proto zming-
nychn — 1 vektord tvoii Jordanovu basi pro B'. Ditkaz véty 6 je tim dokonden.

Véty 6 lze vyhodné uziti pti nékterych zkouménich spektrdlnich vlastnosti
matic. Zname-li jeden vlastni vektor u k vlastnimu é&islu A, matice A ¥ddu =,
mi¥eme utvorit ihned matici B ¥adu n — 1, kterd mé stejnd vlastni éisla se
stejnymi nasobnostmi jako A, s vyjimkou &isla 1,, které ma nasobnost o jednié-
ku niz§i. Véta 6 ndm dokonce umozniuje ¢init uréitd tvrzeni o elementdrnich
délitelich.

5. Aplikace na zobecnéné stochastické matice

Podle Brauera [2] definujeme:

Ctvercovou matici A = (a;;) 8 komplexnimi proky nazveme zobecnénow sto-
chastickouw matict se soulty s, jestlize vSechny jeji Fddkové soulty jsow rovny
n

komplexnimu slu s, tj. > a;; = s. Ddle matici A = (a;;) nazveme zobecnénou

i=1
dvakrdt stochastickou matici se soucty s, jestlite vsechny jeji Fddkové ¢ sloupcové
n n
soulty jsou rovny s, tj. > a;; =8, > ;; = .
i-1 i=1

Zobecnéné stochastické matice, které zahrnuji obvyklé stochastické matice,
jsou dulezitou ukézkou pro aplikaci piedchézejicich vét. U téchto matic
totiZ trividlné zndme vlastni &islo s a odpovidajici vlastni vektor u = (1,1,...,
..., 1). Specidlng zde muZe nalézt dobré uplatnéni véta 6. Pro kazdé I zde je
4, =1 %+ 0 a matice B je rovna (@;; — @;;). To usnadiiuje hledani ostatnich
netrividlnich vlastnich éisel. '

Leckdy se té% pracuje dobte s dvakrat stochastickymi maticemi. DokaZme
pro obdobné zobecnéné matice dvé drobné véty.

Véta 7. Zobecnénd dvakrat stochastickd matice A se soulty s md aspoti jednoho
elementdrniho délitele (A — s).

Dtkaz. Kdyby vSichni elementdrni délitelé s dislem s byli stupné vyssiho
ne% prvniho, podle véty 1 by pro kaZdy vlastni vektor y matice A’ bylo u’y = 0,
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