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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

POZNAMKA KE GAUSS-OSTROGRADSKEHO FORMULI

JOSEF KRAL, Praha
(Doslo dne 7. dervna 1958) DT:517.1

Cilem tohoto ¢lanku je podat jednoduchy dikaz formule (22) za
predpokladf, uvedenych v odst. 11.

1. Uvodni poznédmka. Podnétem k tomuto &ldnku byla préce [2], kde je
. j. dokazan vztah obdobny se vzorcem (29); od zobrazeni ¢ (srovnej odst. 11)
se viak pozaduje urdité ,,hladkost*. Podobnou vétu dokazal jinymi methodami
S. Logasiewicz v praci [1]. V této poznamce ukizeme, ze metodu, jiZ uzil
J. MARSR v [2] pro ,,hladka‘ zobrazeni, 1ze po jisté modifikaci aplikovat i v ji-
nych piipadech, kombinujeme-li ji s obecnéjsi vétou o transformaci viceroz-
mérnych integralu.

2. Oznadeni. V dal§im je E, r-rozmérny euklidovsky prostor. Je-li a € F,,
pak a; je k-té soutadnice bodu a. Pro a, b € E, poloZime « . b =1§1akbk, la| =
= Vﬂ. Séitani v £, a ndsobeni bodt z E, redlnymi &sly definujeme obvyk-
lym zplsobem. Pro ¢ > 0, a € E, poloZime jesté

Qa,e) =Flzze B, |z —a| <e¢].

Bud nyni @ oteviend mnozina v E, a bud ¢ zobrazeni mnoZiny G do Z,,.
Pak ¢, je funkce na mnoziné G, jez je definovana vztahem ¢(f) = (p(¢)):

(te@); piseme také ¢ = [@y, ..., ). Existuji-li (vlastni) derivace Oult)

;
{(k=1,...,7), definujeme oo(t) _ | 2910 s eens 420 . Jeli m =r a maji-li
o, o, o,

smysl symbolyag;t(t) (j =1,...,r), pak oznatime symbolem J(f, ¢) determi-
nant matice, jejiz ;’-t}’r sloupec tvoli praveé vektor 8<;t(t :
i

Pro ten piipad, %e je m = r + 1, poloZime ¢* = [py, ..., Pr—1, Pr+1> ++ > Pm)

a definujeme wy(t, ) = (—1)¥1 J(¢, $*), pokud mé smysl symbol vpravo.

Maji-li smysl symboly w,(t, @), -.., Wn(t, ), poloZime w(t, ¢) = [wy(, @), ...
o(t)

o
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—_— ig@; srovnej [2], odst. 1, 2.) Pro 4 c E,, znaéi symboly A, A, H, LA

po fad& uzédvér, vnittek, hranici a vnéj¥i Lebesgueovu miru mnoziny 4. Je-li
zel, (r=m — 1), poloZime jedté
A: = E[y; Ye El: [-’131, cons Tp=15 Y5 Xy w0y zr] € A] &
Koneéng bud m.4 = E[z;z ¢ E,, A + 0].
3. Definice. Bud y zobrazeni mno#iny @ c E, do E,. Rekneme, #e zobrazeni ¢
mé vlastnost (N) na @, jestlize plati implikace
(McG LM =0)=LpM)=0.
4. Oznadeni. Necht v je zobrazeni mnoZiny @ c E, do E,. Je-li Sc@ a
% € B,, oznadime symbolem N(z, v, S) podet bodi mnoziny p~(z) N S (je-li
tato mnoZina nekoneénd, klademe N(z, y, S) = + c0). Bud déle F' konetné
funkce na podmno%ing @; mnoziny G. Pak pro ta z € E,, pro né% je N(z, v, ) <
< o0 a souasné p~i(x) c G, definujeme
Wz, p, F) = Z F(¢), teyi(z).
i
Pro jind z nenf symbol W(z, v, F') definovan.
5.Pomocné véta. Bud y spojité zobrazenf oblasti G c E, do E,. Predpokla-
dejme, Ze zobrazeni y mé vlastnost (N) na G a Ze funkce y, (k= 1,...,7)

maji skoro viude v @ totilni diferencial. (Funkce J (¢, w) = J(¢) je tedy defino-
vana skoro viude v G.) Déile bud

me&<+w. (1)
Potom plati nasledujici tvrzeni:
a) Je-li R métitelnd podmnoZina oblasti @, pak
R{]J(t)[dt:Jng(x,qp,R)dx. (2)
b) Jestlize @ c @ a J(t) = 0 pro skoro viechna t ¢ @, pak mnoZina (@) je
nulova.

c) Je-li F omezend méfitelnd funkce na @, pak funkce W(z, v, F .sgnJ) je
definovana pro skoro viechna z € E,, je integrovatelna a plati

GfF(t)J(t)dt=Ef Wz, yp, F.sgnJ)dz. (3)
Dikaz. Tuto vétu odvodime sna:dno z véty 3 z [3], str. 364.
Ad a) Sestrojme omezené oblasti D, (n = 1, 2, ...) tak, aby platilo
D,cG(n=1,2,...), D, #G (n—> ).}
" 1) Jsouli M, (n = 0, 1, ...) mno¥iny, pak M, A M, (n — o) zna¥, ¥e M, C M, C ...
&na1M" = M,. Jsou-li ¢, (n = 0, 1, ...) redlnd &isla (nebo symboly + o0), piSeme ¢, 7 cq

('n=.—-> ), jestliZe ¢, (n = 1, 2, ...) je neklesajici posloupnost s limitou ¢.
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Potom jsou mnoziny y(D,) (»n =1, 2, ...) omezené a plati
RaoD, R, N(x,y,R0n D,) 7 Nz, vy, R) (n - ) .1)

Ze vztahu
[ 1J() dt = [ N(z, v, R 0 D,)da
RN D, E,

(viz citovanou vétu, kde polozime D = D,,, T'(t) = y(f) prot ¢ D,,S = R n D,)
dostaneme ihned limitnim p¥echodem rovnost (2).

Ad b) Polozme Q, = E[t;te G, J(t) = 0], B = @ VY @,. ProtoZe mnozina @,
je méfitelnd a mnoZina B — @, md miru 0, je také mnozina R méfitelna.
Vzhledem k tomu, Ze J(t) = 0 pro skoro viechna ¢ e R, dostdvame podle a)

0= [|J@)|dt = [ N(x,y, R)d=z.
R E,

Odtud a z inklusi (@) c p(R) c E[z; x € E,, N(z, w, BR) = 1] je patrno, Ze
»(Q) mé miru 0.

Adc)Z (1) aza) (kam dosadime @ misto R) snadno nahlédneme, Ze mnoZina
P=E[z;x ¢E, N(z,y, ¢) < 4+ 0] méd nulovy komplement.

Bud nyni F* charakteristickd funkce méfitelné mnoZiny R c G (oborem
funkce F* je mnoZina G). Potom pro z e P plati N(z,y, R) = W(x, y, F*),
takze ze (2) dostdvidme

GfF*(If)IJ(’f)I dt =Ef W(z, p, F*) dz . (4)

Snadno se zjisti, Ze rovnost (4) plati také v tom piipadé, Ze F* je konetna
jednoduchéd métitelnd funkce na G. Je-li F* méfitelnd funkece na @, jez je
v absolutni hodnoté omezena konstantou C > 0, pak existuje posloupnost
jednoduchych mé¥itelnych funkei F» (n = 1, 2, ...) takovd, Ze pro ¢ e G plati

[Fr@t)| = C(n=1,2,...), limFrt)= F*(). (5)
N—»00
Potom je téz pro z e P
|W(x, p, F*)| < CN(z, 9, G) (n = 1, 2, ...), im W(z, y, F") = W(, p, F*) (6)

a ze vztahu

G
dostaneme limitnim prechodem pro » — oo vztah (4). (Poznamenejme, Ze
podle (1) je funkce J(t) integrovatelnd na @ a podle a) je funkece N(z, v, G)
integrovatelna na E,, takZe vzhledem k (5), (6) je moZno v (7) provést limitni
prechod za integradnim znamenim.)

[ Frt)|J(t) dt =Ef Wz, y, F*) dz (7)

Oznaéme symbolem @ mnozinu viech ¢ e G, v nichZ neni definovéna funkce
J(t). Vzhledem k na$im piedpokladim m4 mnoZina @ miru 0, takze také y(Q)
je nulova mnozina.
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Necht F je omezend méfitelnd funkce na @; polozme F*(t) = 0 pro te @,
F*(t) = F(t) . sgn J(t) pro ostatni ¢ e G. Potom je pro e P — »(@) (tj. pro
skoro vSechna z ¢ E,)

Wz, p, F*) = W(z, p, F .sgn J)
a ze (4) plyne (3).
Dikazy nasledujicich dvou lemmat pfenechdvame &tenaii.

6. Lemma. Necht s, ..., s jsou linedrné mezdvislé vektory v E,.,. Utvofme
zobrazent y prostoru E, do E,,, predpisem

A = D (¢ e B, .
k=1
Potom existuje kladnd konstanta c tak, Ze |y(t*)| = c|t*| pro viechna t* ¢ B,.

7. Lemma. Necht n, w jsou jednotkové vektory v B, a necht y, 6 jsou nezdpornd
redind Cisla. Potom plati

(yw—+6n).w=|yw + dnjn.w.

8. Definice. Bud ¢ spojité zobrazeni oteviené mnoziny G c E, do E,+; a bud

A c E,+,. Pak I'(p, 4) je mnozina viech ¢ e G, pro néZ jsou splnény nasledujici
podminky:

1. Funkee ¢, (£ = 1, ..., r + 1) maji totdlni diferencidl v bodé .
2. K libovolnému okoli U bodu ¢ (t € U c G) existuje &islo ¢ > 0 tak, Ze plati
implikace
(zeH, 0 Qgt), &) =>zep(U) . (8)
3. K libovolnému & > 0 existuji &isla o, «, tak, Ze plati
O<oapoax,<e, @) —oxwlt,oed, o)+ owt, ¢)eBy —A.

9. Lemma. Necht ¢ je spojité zobrazeni oteviené mmofiny G c E, do 1’27+1- -
Bud A c E,y,, t e I'(p, A)?) a necht wy(t, p) + 0 pro jisté k. Polofime-li x = ¢*(t)
(viz odst. 2), y = @.(t), pak pro vhodné & > 0 plati bud

(y — & y) c AL @ soubasné (y,y + &) c (Bpy — A (9)
nebo
(y — & 9) C (Bry — A, a soubusné (y,y + ¢) c A (10)

podle toho, zda wi(t, p) > 0 nebo wy(t, p) < 0.
Mimo to je sprédvnd implikace
' (teG,p(r) =o(t)=>Tt=1¢. (11)
" %) Vzhledem k podmince 1 z definice 8 mé tedy smysl symbol w(, ¢) (viz odst. 2).
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Dikaz. Bud napt. wy(f, ¢) > 0. Polozme w = — _wt, @) an=[ng,...

w(t, @)
o MNpyy), kde = —lan;=0proj+k 1 <j=<r -+ 1 Potom je
_wilt, @)
== > 0.
wit, @)]
ProtoZe funkce ¢, (1 = 1, ..., r 4+ 1) maji v bodé ¢ totalni diferencial, plati
4 gt
w0 =90 = (0~ t) L+ [r — ] ofe), (12)
j=1
pritemz
v(t) e By, |v(z)] >0 pro v —>t. (13)
Z (12) a z lemmatu 6 (kde polozime si = i‘gi—t)—, t* = 7 — t) snadno odvodime,

J

Ze pro vhodné ¢ > 0 plati

d oot
> = 1) "B | — e 1o 2 6 — ) [e— 1.

i=1
Odtud a z (13) je patrno, Ze existuje okoli U bodu ¢ (U c @) tak, Ze

lp(x) — ()] =

ve U= |p(r) — o) 25t — 1] (14)
qu—(t—)- aw=0
(@(x) — 9(6) .0 = v — t o(c) . w . (15)

Zvolime-li tedy okoli U dostateéné malé, mizeme jesté predpokladat, Ze (viz

(13))

Vzhledem k relacim (j=1,...,7) mime

zeU:(q)(r)—<p(t)).w__<:%|t—t]n.w. (16)

Uréeme ¢islo ¢ > 0 tak, aby byla splnéna implikace (8). Ukazeme, Ze pak jsou
spravné inkluse (9). Kdyby totiz neplatila nap¥. prvni z téchto inklusi, mohli
bychom najit éislo § tak, ze 0 < f < ¢, (t) + fn € E,+; — A. Podle podminky
3 z definice 8 existuje dile &islo o« = o, tak, 7e 0 < x <, @(f) + owe 4.
Pro vhodné £€(0,1) je tedy nutné (1 — &)(p (£)+ aw) + &(@(t) + fn) =
=z ¢ H,. ProtoZe z¥ejmé ze Q(¢(t), &), je podle (8) z = ¢(r) pro vhodné
7 e U. Podle lemmatu 7 (kde polozime y = (1 — &) &, 6 = &B) jest (p(v) —
— ). w=(yw+on).w = |yw+oénjn.w=|p(tr) — ¢t))n.w = (viz

(14)) = < |r —t|n.w= (viz (16)) = 2(p(r) — @(t)) . w, coi je spor, nebot
"P(T)—‘fp(t)) w=(yw+6on).w=y4+m.w>0.

Podobnym zplsobem se ovéfi druhd inkluse (9). Stejné lze vySetfit prlpad
wy(t, ) < 0. Koneéné z (8), (14) je patrno, Ze plati implikace (11).
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10. Umluva. V odst. 11 bude % pevné piirozené &slo, 1 Sk < + L
Proz e E, ay e E, poloZime [z, y] = [%, .-+, T, Ys Tps1s « - -» Tppn]; MistO Ak, o*
piteme prosts 4,, ¢ a pod. Je-li f funkce na néjaké podmnozing prostoru E,,,

pak f(z, y) je oviem hodnota funkce f v bod$ [z, y]. Derivaci funkce f podle
k-té proménné znadime D,f.

11. V&ta. Necht A je omezend mnofina v E,., a bud & = {p} spoletnyj systém
zobrazent z E, do A. Oborem ka¥dého zobrazeni ¢ mechi je oblast G, =G
a mnecht @ je spojité ma G. Predpoklidejme, fe funkce ¢; (j =k, 1 <7<
< r 4 1) maji skoro viude v G ftotdlni diferencidl a Ze zobrazent @ = [¢, ...

vy Ppm1s Prt1s -+ o> Prir1] Md viastnost (N) na G. Necht funkce wi(t, @) je rovna
nule pro skoro véechna t e G — I'(p, 4) a bud

> [ lwi(t, @)l dt < + 0 .3) (17)
G
Pro o
Z=H,—Ug@G,)?* (18)
budik ?
LmZ = 0 (19)
a necht je sprdavnd implikace '
(@, 2 S, 0 * 1) = o(G,) 0 2(Gy) = 0. (20)
Pak
LH,=0 (21)

a pro skoro vdechna x e E, je mnofina (4), sjednocenim koneéné mmoha kom-
paktnich intervali.

Bud ddle f spojitd funkce na A a mecht pro skoro vechna x € B, je f(x,¥)
absolutné spojitou, funkct proménné y na mnofiné (4),.5) Potom plats

[ (] Dif(x, y) dy) dz = 3. [ fp(t)) walt, @) de (22)
E, 4, ? Cg
s absolutné konvergeninti fadow vpravo.
Dukaz. Polozme X = E[z; 2 ¢ E,, > N(z, 9, ,) = + ). Ze vztahu
@
+ o0 >3 [lwt, )l dt =3 [t o) dt =3 [ N, ¢, Gp) dow =
9 Gy ¢ Gy ¢ E,
= [ (3 Nz, 9, @) dz
E ¢

3) PiSeme prosté 3 misto ¥, ¢ ¢ &; podobné pro U.

? @ ?
4) Zobrazeni ¢, y poklédéme za riznd, je-li bud G, + G, nebo G, = G, a ¢(t) + x(t)
aspon pro jedno t € G . .

5) Podotkn&me, %e pro skoro viechna « ¢ E, je (4), sjednocenim koneénd mnoha kom-
paktnich intervald; je-li # tak zvoleno, je jisté zfejmé, jak rozumét vyroku ,.f(z, ) je
absolutné spojitou funkei proménné y na (4),“.

288



je patrno, Ze LX = 0. Déle bud V, mnoZina vSech ¢ e G,, v nichZz n&kters

z funkei p; (j += &k, 1 < j = r 4+ 1) nemé totalni diferencial. Vzhledem k na$im

predpokladim je |wy(t, ¢)| = |J(t, )| = 0 pro skoro viechna ¢ z mnoZiny
Ulp) =V, Y (G, — I'(p, 4)) Y E[t; t € Gy, wi(t, ¢) = 0], (23)

takze podle tvrzeni b) z odst. 5 (kam dosadime ¢ misto y) je mnoZina ¥ =
= U ¢(U(p)) nulov. Tedy také mnoZina A= X U Y U zZ mé miru 0.

Pro¢x el,— 4je
(H,)s = (U P(Gy))e - (24)

a podet prvkd mnoziny (U o(Gp))s neprevyél Z N(z, ¢, G,) < + o0; tim spise

je mnozina (H ), koneéna Protoze A je nulova mnozina a mnoZina H, je
uzaviend, plati (21).

Zvolme nyni{ pevné x ¢ £, — A a bud
He={<... <yB0=s< + 0);

polozme jesté y° = — o0, y**'= 4 . ProtoZze intervaly (yi-1,y7)
(j=1,...,8 4+ 1) jsou disjunktni s (H ,),, je kazdy z nich obsaZen cely v né-
které z mnoZin (4°),, (E,+; — 4),; jeZto mnoZina A4 je omezens, je oviem

(yo’ yl) c (Er'l'l - Z)m ’ (ys’ ys+1) c (Er+1 - Z-)m : (25)

PiSme 2/ = [z, ] (j = 1, ..., ). Podle (24), (20) existuje ke kazdému j pravé
jedno zobrazeni ¢ = ¢’ ¢ & (s oborem G,; = G7) tak, Zez’ e pi(G7) (j = 1, ..., 8).

Vzhledem k implikacim (pe &, te @, @) = 2/)=> @(f)none A= tnone
e Up) = (te ['(p, A), wi(t, @) + 0) a k lemmatu 9 existuje v @7 pravé jeden
bod t7 takovy, Ze ¢?(t7) = 27; je oviem ¢/ non € U(p). Z lemmatu 9 a z inklusi (25)
plyne predeviim sgn w, (£, pt) = — 1, sgn wy(t, ¢*) = 1 a déle (y*, y?) c (4%),,
(y*~1, 9°) c (4%, (tyto inkluse odpadaji v piipadé s = 0). Pokracujice
stejnym zpisobem zjistime, Ze sgn wy(t/, ¢?) =1 a (y'-%, y’) c (4%, (resp.
sgnwy(t), o) = — 1 a (y %, y9) c (By+y — A)), je-li § sudé (resp. liché),
7 =1, ..., 5. Specidlné tedy s je sudé; necht s = 2¢ (¢ celé nezdporné).

Potom je
q q
U @ y®)cd, c U @1y = (4), .

D=1
Piteme-li :
Jo(t) = J(t, ¢) = (— 1)~ w(t, ¢), Fo(t) = f(g(t)
mime
8 .
D (=12 Wz, @, Fr.sgnJe) = > f(p!(t?)) sgn wi(t?, ¢?) =
j=1

L4
q

= 2 lf@, y*) — f(=, y»)];

p=1
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je-li mimo to bod z € E, — A tak volen, Ze f(z, y) je absolutné spojitou funkei
proménné y na mno%ind (4),, pak

pqutf(x, ¥) — e, y» ] = [ Difte, 4) dy
Celkem »
(=115 W(z, @, Fr.sgnJe) = ; Dyf(z, y) dy (26)
@ 'z

pro skoro viechna z ¢ E,. Podle (3) (kde polozime ¢ = &, v = ¢, F = Fe,
J = J?) je

[W(, @, Fo.sgnJe) dz = [ Fe(t) Jo(t) dt = (—1)**.
G

Ef
-Gf Ho@) wilt, @) dt .. (27)
@
Oznagime-li symbolem ¢ maximum funkce f na mno%iné A4, dostdvime

Zle(x @, Fo. sgnJ'P)[dx<cszx,(p, G,) dx =

¢ E,

=c¢2 [ ) dt=czf|wk<t,<p|dt<+oo. (28)
?Cp ? G,

Integrujme rovnost (26) pres cely prostor E,. Z (28) je patrno, Ze vlevo miZeme
integrovat za znamenim soudtu. Uzijeme-li jesté vztahu (27), dostaneme (22).
Z odhadu ]f fp(t)) wi(t, @) dt| < ¢ f[w,c(t @)| dt a z (17) je vid&t, Ze zobecnénd

q)
fada na pravé strané rovnosti (‘)2) je absolutné konvergentni.

Z ptedchozi véty plyne jesté tento disledek:

12. Véta. Nechi symboly A, S maji stejny vijznam jako v predchozim odstaves

a necht plati.(20). Pro mnoZinw (18) budteZ splnény vztahy (19) prok =1, ..., +

+ 1. Je-li ¢ € S, pak necht funkce g, maji skoro véude v G, totdlni diferencidl

a zobrazent @* mecht maji vlastnost (N) na G, (k= 1, ...,r + 1). Koneéné bud

[w(t, @)| = 0 pro skoro vechna t e G, — I'(p, A) anecht > [ |w(t, ¢)| dt < + .
@ Gq)

Potom plati (21) (takfe mnofina A je méfitelnd) a pro skoro vdechna x ¢ B,
jsou mnoZiny (A)s (k= 1, ...,r + 1) sjednocenim koneéné mnoha kompalktnick
intervald.

Je-li ddle v = [vy, ..., V,4,] $POjité zobrazeni mno¥iny A do E., takové, Ze pro

skoro vSechna x e E, jsou funkce vy(%y, ..., Ty—1, Yy Tpy ---» T,) absolutné spoji-
tymi funkcemi proménné y ma mmofiné (A) (k= 1,...,r + 1), pak funkce
‘r+1

div v(z) = > Dyi(2) je definovdna pro skoro viechna z ¢ A a platt
k=1
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